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Сердечно поздравляю юных читателей. 
интересующихся современной физикой и математикой, 
желающих расширить и углубить свои знания 

в этих увлекательных областях науки. 

с выходом нового журнала «Квант». 


Горизонты науки в нашу эпоху 

стали поистине необозримыми. 

значение науки в жизни человечества 

никогда не было так велико. 

Одной из характерных особенностей современной науки 
яваяется все больнее проникновение математических 

н физических методов исследования 

в самые различные области знаний. 

Математика и физика с другими естественными науками 
являются основой технического прогресса. 

У нас они достигли высокого уровня; 

но важнейшим научным направлениям 

наша страна вышла на передовые позиции в мире. 
Чтобы успешно разбираться в сложнейших проблемах 
сегодняшнгй науки и техники. необходимо с юных лет 
неустанно овладевать знаниями. 

и новый журнал окажет в этом больицио помощь нашей молодежи. 
Расширение контактов 

ученых с преподавателями средней школы и школьниками. 
несомненно, будет способствовать выявления» 

и воспитанию молодых талантов, 


общему повышению уровня физико-математических знаний в стране. 


Приветствуя выход журнала, мне хотелось бы 
пожелать юным математикам и физикам, 

всем читателям «Кванта» больших успехов в учебе, 
в работе, в приобретении и совершенствовании 
своих знаний. 


Президент Академии наук СССР 
академик М. В. КЕЛНИЫШ 
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Академия педагогических наук 
рада поздравить читателей 
с выходом журнала «Квант». 


Мы надеемся, что новый журнал 
поможет воспитать 

больше одаренных ученых, 
инженеров и техников, 
достойных продолжателей 
великих традиций Ломоносова, 
Лобачевского, Менделесва, 
Циолковского, Вавилова, Королева 
и других крупнейших 
отечественных ученых. 

Нашей Родине 

принадлежит выдающаяся роль 
в мировом научном прогрессе, 

в современной 
научно-технической революции. 
Пусть «Квант», 

содействуя росту 

молодых дарований, 

внесет свой вклад в могущество 
и процветание Советской страны. 


Желасм читателям «Кванта» 
почерннить на его страницах 

как можно больше знаний, 

а затем применить эти знания 

на благо нашему великому народу. 


Президент Лкадемии 
педагогических наук СССР 
академик В. М. ХВОСТОВ 
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Желаю новому журналу «Квант» 
больших успехов 

в пропаганде достижений 
физико-математических наук, 

в развитии у своих юных чатателей, 
интереса к познанию природы. 
Уверен, 

что «Квант» будет способствовать 
формированию материалистического 
мировоззрения учащихся, 

их научно-атеистических убеждений, 
воспитанию советского патриотизма 
и пролетарского интернационализма, 
коммунистического отношения 

к труду. 

Желаю читателям журнала «Квант» 
активно участвовать 

в техническом творчестве, 

в рационализации 

и изобретательстве, 

в решении трудных, 

но ивлекательных задач 

и вопросов из области 
физико-математическиах наук. 


Министр просвещения СССР 
М. А. ПРОКОФЬЕВ 


К НАШИМ 


В нашей стране издается много научных журналов. Они нужны ма- 
тематикам и физикам, биологам и врачам, географам и геологам, инжг- 
нерам разных специальностей, учителям и, конечно,.. школьникам. 
Но СВОЕГО научного журнала у школьников пока не было. Настала 
пора заполнить этот пробел. Мы хотели бы, чтобы для школьников, ин- 
тересующихся математикой и физикой, «Квант» стал бы их первым на- 
учным журналом. 


Создание нового журнала для школьников — свидетельство посто- 
янной заботы партии и правительства о молодежи. Знаменательно, что 
жирнал рождается в год великого юбилея — 100-летия со дня рождения 
В. И. Ленина, открывшего всем народам нашей страны доступ к верши- 
нам человеческих знаний. 

Конечно, мы рассчитываем на школьников, которым математика и 
физика просто «нравятся» или могит понравиться. Но сейчас очень ве- 
лика потребность страны в молодежи, занимающейся наукой с увлече- 
нием и сверх обязательных школьных требований. В СССР на конец 
1968 года было более 800000 научных работников и среди них более 
80000 специалистов по физико-математическим наукам. Общее же число 
научных работников, инженеров, экономистов и т. п., которым надо с 
инициативой и собственной выдумкой владеть математическими метода- 
ми и искусством физического эксперимента, скоро будет исчисляться 
миллионами. Поэтому наша страна заинтересована в том, чтобы школь- 
ники, которые чувствуют в себе способности справляться с математиче- 
скими и физическими задачами, своевременно задумались о выборе та- 
кого дальнейшего жизненного пути, на котором их способности и инте- 
ресы не пропадут даром. 


Поэтому и создаются все возможности для усиленных занятий мате- 
матикой и физикой. Организуются специальные физико-математические 
школы, со старшими школьниками ведутся дополнительные факульта- 
тивные занятия, устраиваются физические и математические олимпиады. 
Этой же цели служит и «Квант». В журнале будет много материала, под- 
ходящего для работы в школьных кружках. Но по журналу можно бу- 
дет работать`и самостоятельно. 


Кузпьытесгве.го 
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ЧИТАТЕЛЯМ 


Сразу надо подчеркнуть это слово — РАБОТА. В журнале вы най- 
дете и веселые странички, и материал для сравнительно легкого чтения. 
Но основные материалы журнала рассчитаны на школьников, которые 
будут над ними РАБОТАТЬ. Задачи надо решать, статьи читать с бума- 
гой и карандашом в руках, описываемые опыты надо постараться самим 
воспроизвести. 

Большая часть материалов журнала рассчитана на старшеклассни- 
ков, но и ученики 6—7 классов, мы надеемся, найдут в журнале кое-что 
интересное. 

Не пугайтесь, если вначале что-либо покажется вам недоступным и 
трудным. Возьмитесь за другие материалы журнала, попроще, но через 
некоторое время попробийте вернуться к тем, которые сначала оставили 
в стороне. Пишите нам свои впечатления о первых номерах, задавайте 
вопросы и высказывайте свои пожелания. В особенности же присылайте 
аккуратно оформленные решения задач. Наш адрес: Москва, В-71. Ленин- 
`ский проспект, 15, издательство «Наука». 

В заключение о том, почему журнал назван «Квант». В статье «Рас- 
сказ о кванте» вы можете прочесть о том, сколь глубокие изменения в 
физической науке произошли в результате появления идеи о кванте. 
Нам хочется надеяться, что появление нового журнала тоже вызовет 
большое продвижение и даже заметный скачок вперед в деле приобще- 
ния школьников к современной науке. Повторим еще раз: чтобы наши 
надежды стали реальностью, надо, чтобы читатели сразу включились 
вместе с нами в активную работу. 


Желаем успеха! 


Редакционная коллегия 
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РАССНАЗ 
НВАНТЕ 


Я. А. СМОРОДИНСКИЙ 


Макс Планк 
{1858 —1947) 


В статье речь идет об очень сложном н вместе с тем 
фундаментальном понятии, играющем огромную роль в современной 
физике. Именно поэтому статья несколько трудна для понимания. 
Но не рассказать в первом номере журнала о кванте 

как физическом понятим мы не могли, 

так как наш журнал называется «Квант». 





ДВЕ САМЫЕ КОРОТКИЕ 
ФОРМУЛЫ СОВРЕМЕННОЙ 
ФИЗИКИ 





Современная квантовая физика 
родилась 14 декабря 1900 года. 
В этот день на заседании Берлинского 
физического общества выступил © до- 
кладом Макс Планк. В его докладе 
впервые появилась новая мировая 
постоянная, обозначенная буквой № 
и названная элементарным квантом 
действия. Элементарным она была 
названа потому, что определяла самую 
малую энергию, которую может нести 
с собой электромагнитное излучение. 

Слово квант происходит от латин- 
ского слова диапит, означающего 
«столько» (например, диапёит р1асей 
означает «столько, сколько хочет- 
ся»). А называют теперь постоянной 
Планка, и ее наиболее точное значе- 
нне равно: 

| = 6,6262. 10-34% джоулей- сек. 


(система СИ), 


ИлН 
р = 6,6262. 10-27 эрг-сек 
(система СГС). 


Вместо А физики чаще пользуются 
другой величиной, которая в 2л раз 
меньше. Ее также называют постоян- 
ной Планка и обозначают 


> в = 1,05459- 10-34 джоулей- сек. 


Формула Планка записывается так: 
Е = у. 


Здесь Е — наименьшая порция света 
(или радиоволн, или рентгеновских 
лучей, или любого другого электро- 
магнитного излучения), которую мо- 
жет испустить или поглотить атом, 
молекула или кристалл при задан- 
ной частоте излучения У. Для види- 
мого света частота определяет «цвет» 
света. Синему цвету соответствует 
большая частота, красному — мень- 
шая. Частота колебаний излучения 
связана с длиной волны А соотноше- 
нием 
с 


% А 


где с — скорость света, которая в 
пустоте равна 3-10% м/сек (точнее 
299792,5 км/сек). Таким образом, пос- 
тоянная Планка связывает нанмень- 
шую энергию излучения с его часто- 
той, показывая, что отношеняе Е 
к у есть весгда величина постоянная. 

Формула Планка вместе с форму- 
лой Эйнштейна, связывающей массу 
и энергню: ЕЁ =ис?,— две самые ко- 
роткие и самые знаменитые формулы 
современной физики. 

Попробуем понять, что привело 
Планка к необходимости квантовой 
гипотезы и почему формула Планка 
оказалась столь важной. 





С ЧЕГО ВСЕ НАЧАЛОСЬ? 





Если пропустить свет через приз- 
му, то на экране, поставленном за 
ней, возникнет разноцветный спектр. 
(Его впервые наблюдал Ньютон.) Поз- 
же узнали, что спектр дает не только 
солнечный свет, но и излучение от 
любого нагретого тела. Чем выше 
температура тела, тем больше в спект- 
ре синих лучей. Не очень нагретое 
тело (градусов до 500 С) — красного 
цвета, сильно нагретое (градусов 
до 1000 С) — белого. Постепенно пе- 
ред исследователями встали два воп- 
роса: как зависит спектр тела от его 
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температуры и как распределяется 
знергия вдоль спектра? 

Если кразным местам спектра прн- 
ложить термометры, то можно изме- 
рить, какая доля энергии приходит- 
ся на каждый участок  сниектра. 
Еще лучше взять не термометры, а 
прямо калориметры. Измеренные ко- 
личества тепла, которые падают, ска- 
жем, на полоску спектра шириной 
в | см, н будут теми величинами, ко- 
торые нам нужны. Геометрическая 
длина спектра зависит от расстояния 
до экрана, поэтому обычно измеряют 
энергию, упавшую не на | см, а на 
участок спектра, соответствующий оп- 
ределенной частоте излучения У или 
определенной длине волны А. 

Отношение величины энергии, сос- 
редоточенной в узкой полоске спектра 
на участке частот в промежутке от % 
доу-+{ Ау, к Ау называют спектральной 
плотностью энергии или просто спек- 
тральной функцией и обозначают } (у). 

Какой внд имеет спектральная 
функция [ (\)? Ясно, что она зависит 
от температуры тела. Вообще говоря, 
(>) разная и у разных тел. Как же 
определить вид спектральной функ- 
ции? Это была трудизя задача, и чтобы 
рассказать о том, как она решалась, 
придется начать издалека. Но снача- 
ла еще несколько слов о спектраль- 
ной функцин. 


/жем сектра видимого свет 
Слева фнолетовый конец спектра, справа красный. Наверху даины воли в антстремах 
(ТА= 10-2 см), внизу частоты в обратных секундах 6 герц). Количества энергии, 
с : 
падающие нз выделенные четыре полоски спектра, относятся, как зиачения спектральной 
функции — { (0.120. 1018): {(0,096- 10'?): (0.080. 1013): [{0,06Т- 1015). 
© 

АА 4000 5000 6000 7000 
Фак 0,1508 0,59-1015 0.49-10'5 0,43-10'° 
Улерц 0.120105 0,096-10'5 0,080-1015 0,067-10' 


` 





СПЕКТРАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 





Спектральная функция / (у) — это, 
вероятно, самое трудное, что нужно 
понять в этой статье. Спектр, который 
мы видим на экране, тянется непре- 
рывной полоской, и в нем представлены 
все частоты. Не имеет смысла спра- 
шивать, какую энергию можно со- 
поставить в спектре точно данной час- 
тоте %: Когда из источника течет вода, 
нельзя спросить, сколько воды вы- 
течет в какой-то определенный мо- 
мент времени, например, ровно в 12 
часов дня. Точно в этот момент выте- 
кает объем воды, равный нулю. Для 
того чтобы вытекло какое-то коли- 
чество воды, надо чтобы прошел хотя 
бы небольшой промежуток времени. 
Можно спросить, сколько воды вы- 
течет за время от 12.00 до 12.01. Мож- 
но спросить, сколько вытечет воды 
за любой интервал времени АЁ от 
12 часов до 12 часов--АЁ минут. 
Если вода течет более или менее 
равномерно и за | минуту вытекает 
© см3 воды, то за время АЁ вытечет 
(10) ДЕ смз. 

Мы написали не в, а #(1, так 
как в разное время (в час дня, в два 
часа дня и т. д.) вода может течь 
по-разному. Это, например, означает, 
что количество воды, вытекающее 
за ! минуту в 12.15 дня, и коли- 
чество воды, вытекающее за | мнну- 
ту в12.30, относятся как & (15) : & (30), 
если за начало отсчета времени взять 
полдень — 12.00. 

При подсчете количества воды мы 
сталкиваемся с новой величиной, ко- 
торая описывает интенсивность не- 
прерывного процесса. & есть отноше- 
ние количества воды, вытекающего за 
интервал времени АЕ, к этому интер- 
валу, когда он взят очень маленьким. 

Спектральная функция имеет анало- 
гичный смысл; она определяет от- 
ношенне количества энергии в полос- 
ке спектра к ширине этой полоски, 
когда ширина полоски взята очень 
маленькой. Ширина при этом измеря- 
ется, как было уже сказано, не в дли- 
нах, а в частотах. 





ЧАСТИЦЫ ИЛИ ВОЛНЫ? 





С самого начала механика встре- 
чалась с задачами, которые можно 
было разбить на два совершенно раз- 
ных класса. Движение материальных 
точек и твердых тел описывалось урав- 
нениями Ньютона. Из этих уравне- 
ний можно было определять траекто- 
рии движения тел, например, планет 
солнечной системы, н описывать, как 
происходит движение вдоль траек- 
торий. Но были и другие объекты. 
Движение воды в каналах, распро- 
странение звука в воздухе, изгиб же- 
лезной балки — все эти задачи от- 
носились к механике сплошных сред, 
и ими занимались гидродинамика, 
аэродинамика, теория упругости 
и другие разделы механики. 

Сплошная среда и система мате- 
риальных точек представлялись со- 
вершенно разными физическими объ- 
ектами. Если даже, решая задачу 
о течении воды, и выделяли мысленно 
небольшой объем жидкости, то этот 
объем никак не связывали с молеку- 
лами жидкости (о молекулах вооб- 
ще узнали через много лет после того, 
как были написаны уравнения гид- 
родинамики). 

Волны в воде или в воздухе (на- 
пример, те, которые называют зву- 
ком) и планета, движущаяся вокруг 
Солнца, имели, казалось, мало об- 
щего. Все было ясно, вот только в оп- 
тике оставался нерешенным вопрос: 
что такое свет? Поток мельчайших 
частиц, как это думал Ньютон — сто- 
ронник корпускулярной теорин, или 
это волны в какой-то среде — миро- 
вом эфире, как думал Гюйгенс — 
создатель волновой оптики? Попу- 
лярность каждой из теорий в разное 
время была различной, но никто не 
мог найти решающего аргумента в 
пользу одной из них: свет в одних яв- 
лениях вел себя, как поток корпус- 
кул, в других — как волны. Сейчас 
мы хорошо знаем, что в этом нет про- 
тиворечия — поверить в это стало 
возможным лишь благодаря кванто- 
вой теории. В прошлом же веке 
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противоречие казалось неразрешимым. 
Свет должен был быть либо волной, 
либо частицей. Это утверждение 
выглядело логически безупречным. 


СТЕПЕНИ СВОБОДЫ 





Разница между системой материаль- 
ных частиц и сплошной средой вы- 
ступает очень четко, если посмотреть, 
каким числом координат задается сос- 
тояние системы. 

Положение каждой точки в про- 
странстве задастся тремя числами — 
тремя координатами. Говорят, что 
материальная точка имеет три сте- 
пени свободы. Если в систему входит 
№ материальных зочек, то говорят, 
что опа имеет ЗМ ‘степеней свободы. 

Такое же рассуждение можно про- 
вести и для скоростей. Скорость од- 
ной точки описывается тремя числа- 
мн — тремя компонентами вектора 
скорости. Скоростн № точек требуют 
для своего описания ЗМ чисел. 

Сколько чисел надо задать, чтобы 
описать состояние поверхности моря? 
Строго говоря, для каждой точки 
поверхности надо задать три числа — 
вектор скорости воды в данной точ- 
ке; следовательно, чисел будет бес- 
конечно много. Поверхность моря 
представляется нам как система с 
бесконечно большим числом степеней 
свободы. Даже тот факт, что вода сос- 
тоит из молекул, а потому число сте- 
пеней свободы можно определить, сос- 
читав молекулы, не облегчает зала- 
чу: молекул настолько много, что 
практически число степеней свободы 
остается бесконечно большим. В дей- 
ствительностни же. нас не интересует 
движение каждой молекулы. Когда 
по морю бегут волны, например, от 
идущего корабля, то мы можем опи- 
сать картину распределения волн, 
используя сравнительно немного чи- 
сел. Мы можем задавать величину 
амплитуды и фазы каждой волны; 
волн хотя и много, но все же меныце, 
чем молекул. Кроме того, картина, 
в основном, повторяется со временем: 
волны более или менее одинаковые. 
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В каждой волне движется много 
молекул, двнжение носит коллектив- 
ный характер, и мы можем говорить 
о коллективных степенях свободы 
на новерхности моря, в отличне от 
индивидуальных степеней свободы, 
скажем, отдельной молекулы воды. 

Такое же коллективное описание 
можно использовать, рассказывая о 
свойствах света. В частности, мы так 
и делаем, когда нытаемся описать 
распределение энергии по спектру. 

Свет — волновой процесс, и его 
описание проще всего выглядит с 
позиций волновой теории. Конечно, 
подобное опнсание света совсем не- 
похоже на описание системы точек. 
Здесь нет даже намека на какие-то 
степени свободы — волны и части- 
цы совсем непохожи друг на друга. 
Но это все-таки не совсем так. У волн 
и частиц есть общие свойства. Это, 
прежде всего, те, которые проявля- 
ются, когда мы начинаем изучать 
тепловые явления и думать, как рас- 
пределяется между волнами и час- 
тицами тепловая энергия. 


ТЕМПЕРАТУРА 
И ТЕПЛОЕМКОСТЬ 





Рассмотрим Газ, находящийся в 
нагретом еосуде. Мы знаем, что тем- 
пература газа и стенок сосуда долж- 
на быть одинаковой. Если это вна- 
чале было не так, то тепло будет до 
тех пор перетекать от более теплого 
тела к более холодному, пока темпе- 
ратуры не станут равными, то есть 
пока не установится тепловое равно- 
весне между стенками сосуда и нахо- 
дящимся в нем газом. 

Температура газа связана с кине- 
тической энергней его атомов (мы 
будем для простоты говорить об од- 
ноатомном газе). Однн из самых пер- 
вых выводов кинетической теории 
газа состоял в том, что ты ти 


газа обладает энергией = Зет, по 7 РТ 

на каждую степень и а т 
К 

ная энергия газа равна 5 МАТ ‚ где 


9 





Сосуд с газом 


Атомы сталкиваются со стенкачи, и в р 
зультате устававливаетея тепл:иим раннове- 





сне между газом и сосудом -— газ приоб- 
ретаст температуру сзегак. Чиесли атомов 
при столкновениях ис  мевяется. Чтобы 
измерить температуру газа, можно ныпус- 
тить пебольшую пордию чей: маленькое 


отверстие. 


№ — число частиц в газе (3№М — пол- 
ное число степеней свободы). Здесь 
Е — постоянная Больцмана (А = 
—1,38- 10-23 джоуль/градус); она иг- 
рает роль переводного коэффициента 
от ‘градусов на шкале Кельвина к 
джоулям. Дальше в кинетической 
теории газов показывалось, что если 
есть колебания, то на каждую ко- 
лебательную степень свободы при- 
ходится энергия ЁТ, вдвое большая, 
чем на степень свободы, отвечающую 
поступательному движению. Эти ут- 
верждения, доказанные н проверен- 
ные, относились к газу. Естественно, 
возник вопрос: а что можно сказать 
об энергии излучения? 

Представим себе, что у нас есть 
сосуд {как говорили раньше «по- 
лость»), в котором нет газа. Однако 
в таком сосуде всегда будет электро- 
магнитное поле. Электромагнитные 
волны излучаются и поглощаются 
стенками, и эта энергия как-то будет 
распределена по спектру. Если стен- 
ки сосуда имеют какую-то фнксиро- 
ванную температуру, то распределе- 
ние энергии будет, очевидно, различ- 
ным при разных температурах. Мы 
можем изучить поле внутри сосуда, 
сделав в нем маленькое отверстие и 
выпустив пучок света. 

Когда впервые начали обсуждать 
свойства такой «полости», то замети- 
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ли, что если свет снаружи попадает 
в отверстие, то он, очень много раз 
отразившись от стенок и «заблудив- 
шись», почти не будет иметь шансов 
выйти наружу. Отверстие поглощает 
весь падающий на него свет, поэтому 
тело ин назвали «черным», а свет, 
который выходит из отверстия, на- 
звали «излучением черного тела» (так 
что «черное тело» светится!). 
Представьте теперь, что «черное 
тело» нагревают. Тогда можно за- 
дать вопрос: какое количество теп- 
ловой энергии перейдет в свет? Ответ 
на него был дан в конце ХХ века 
и состоял в том, что свет, заклю- 
ченный внутри «черного тела», дол- 
жен находиться в тепловом равно- 
весии со стенками сосуда. Это равно- 
весие устанавливается и поддержнва- 
ется процессами излучения и погло- 
щения световых волн нагретыми стен- 
ками (сколько излучают, столько же 
поглощают обратно), а количество 
энергии и ее спектральная плотность 
полностью определяются только од- 
ним параметром — температурой. Ни- 
какого. разговора о числе степеней 
свободы (как это было в случае газа) 
здесь как будто и не возникает. 


Сосуд с излучением учерносе тели; 
Волны или Лучи светл много раз отражаются 
от стенок, при этом они поглощаются Стел. 
ками и излузчаются вновь; в результаге ус- 


таваиливаезся тепзовое равповесие между 
излучением и стенками. Пров таыих процес 


сах число квантов не остастся По хвным: 
количество энергии и число квавтов пол- 
востью определястся температурой сосуда. 
Свет, выхолянгий из мелеського отвеЙстия 


в таком сосуде, будег иметь слектр черного 


: 


тела. 





Если в сосуде, в котором устано- 
вилось тепловое равновесие, есть ма- 
ленькое отверстие, то световые волны 
будут выходить из него. Количество 
энергии, выходящее из отверстия «чер- 
ного тела», определяется законом Сте- 
фана — Больцмана. Согласно этому 
закону количество энергии, излучен- 
ное «черным телом» с единицы по- 
верхности отверстия, пропорциональ- 
но четвертой степени абсолютной тем- 
пературы' н не зависит от природы те- 
ла: ==0Т* (постоянная Стефана — 
Больцмана с= 5,67 - тт) 

Закон Стефана — Больцмана был 
хорошо проверен экспериментальчо. 
Опыты подтвердили, что к излучению 
можно применять те же понятия — 
энергия, температура,— которые ис- 
пользуются при описании тепловых 
свойств газа в кинетической теории. 


ФОРМУЛА ВИНА 
И ФОРМУЛА РЕЛЕЯ — ДЖИНСА 





Теперь пора вернуться к вопросу, 
который был поставлен в начале 
статьи: как получить из теорни спект- 
ральную функцию, которая описы- 
вает распределение энергии излучения 
по спектру, и как она зависит от 
температуры? 

Прежде всего этот вопрос попро- 
бовали решить по аналогии, но ана- 
логия с газом не помогла. Число 
степеней свободы светового потока, 
как их ни считай, бесконечно велико, 
и если на каждую степень свободы 
выделить по одинаковой порции энер- 
гии, скажем, по АТ (световым вол- 
нам разумно сопоставить колебатель- 
ные степени), то общая энергия будет 
бесконечной при любой конечной тем- 
пературе. Рассуждение «по аналогии» 
приводит нас к абсурдному выводу, 
что. вся тепловая энергия стенок (а за 
ними и всего остального) должна пе- 
рейти в электромагнитные волны, так 
что температура всех предметов долж- 
на стремиться к абсолютному нулю- 
Если это было бы так, то любой пред- 
мет в комнате излучал бы свет (ви- 
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днмый или невидимый). Но мы знаем, 
что этого не случается. 

Точные физические измерения го- 
ворят, что при каждой температуре 
тело излучает волны в сравнительно 
узком интервале спектра. Максималь- 
ная энергия излучения сосредоточена 
вблизи длины волны, которая опре- 
деляется так называемым законом 
Вина: 

ый ь а 


тах — т - 


Этот закон был открыт в 1893 году. 
Постоянная Вина а=0,29 - 10-2м-град 
была определена из опыта, но ее 
происхождение оставалось неясным. 
Мы увидим дальше, что она связана 
с постоянной Планка (так же, как 
и постоянная Стефана — Больцмана). 
`Закон Вина-показывает, что © на- 
греванием тела максимум спектра 
смещается в сторону меныших длин 
волн, то есть в сторону больших час- 
тот (этот закон часто так и называют 
законом смещения). 

Итак, закон Стефана — Больцма- 
на говорит о полной энергии излу- 
чения, а закон Вина — о положении 
максимума в спектре. Другими сло- 
вами, известно, где спектральная кри- 
вая имеет максимум и какова площадь 
под кривой. Настала очередь обсудить 
более подробно форму этой кривой. 

К началу ХХ века существовали 
две формулы, с помощью которых пы- 
тались описать форму кривой рас- 
пределения энергии по спектру. Од- 
ну из них предложили два англича- 
нина — это формула Релея — Джин- 
са *) 

Злл 


1) = в ЕТ. 





Сравнение с опытом показало, что 
формула Релея — Джинса правильно 
описывает спектр только для самых 
малых частот (слева от максимума 
кривой). 

Если посмотреть на эту формулу 
с точки зрения числа степеней 


*) Релей дал ее первым в 1900 году. 
Дживс вывел формулу много позже, в 
1909 году. 


свободы, то можно дать ей красивое 
объяснение. Формула Релея — Джин- 
са имеет такой вид, как будто участок 
спектра А» содержит 8л^?/с* степеней 
свободы, на каждую из которых при: 
ходится тепловая энергия ЁТ. Однако 
эта эффектная интерпретация порочна. 
Число степеней свободы быстро рас- 
тет, если переходить ко все большим 
частотам в ультрафиолетовую часть 
спектра (направо от максимума крк- 
вой). Эго значит, что чем больше час- 
тота, тем больше энергии содержит 
спектр. То есть и по этой формуле 
все тела должны излучать электро- 
магнитные волны с бесконечно боль- 
шой частотой. 

Этот странный вывод носил дра- 
матическое название «ультра-фноле- 
товой катастрофы», так как демонстри- 
ровал полный провал попыток объяс- 
чить свойства спектра, оставаясь 
в рамках понятий классической фи- 
Зики. 

Другую формулу предложил уже 
известный нам Вин в 1890 году: 

А 


Г) =Аме Ты 


(Правда, он пнсал эту формулу не- 
сколько иначе, выражая частоту че- 
рез длину волны.) В формуле Вина 
А и — некоторые постоянные, свя- 
занные, как мы это увидим в дальней- 
шем, с постоянной Планка. Формула 
Вина описывала ультра-фиолетовую 
часть спектра, но была беспомощна, 
когда речь заходила о длинноволно- 
вой его части. 

Итак, перед работами Планка фи- 
зики знали уже довольно много: 
площадь под кривой распределения 
энергии по спектру, положение мак- 
симума и форму кривой в «начале» 
И В «конце». Оставалось сделать пос- 
ледний смелый шаг. Он-то и привел 
к рождению новой физики. 


*) е—=2,7182... Эта постоянная (основание 
натуральных логарифмов} будет часто встре- 
чаться в журнале. В данной статье будет ис- 
пользовано следующее свойство этого числа: 
при малых значениях х 


еб] хх. ^ 
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ФОРМУЛА ПЛАНКА 





Сейчас трудно восстанавливать ход 
мыслей физиков, живших много лет 
тому назад. По-видимому, Планк прос- 
то искал какую-нибудь формулу, ко- 
торая объединила бы вместе все, что 
было известно о спектре «черного те- 
ла». Пробуя разные подходы, он в 
конце концов пришел к выводу, что 
надо рассматривать свойства атомов, 
из которых состоит стенка и которые 
излучают свет. Гипотеза Планка сос- 
тояла в том, что излучающие атомы 
могут иметь не любую энергию, а 
только энергию, равную целому чис- 
лу Ву, где \ — частота колебаний 
атома. Отсюда уже получилось, что 
атом может ‘излучать свет только 
квантамн (хотя эту связь фактически 
поняли несколько позже). 

Планк записал свою формулу так: 
Е =п (\)- Ву, гле п (\) — число 
, Зллу? | 
квантов, равное = а 

а 

Лу — энергия кванта. Последняя фор- 
мула может показаться не совсем 
точной, так как из нее п (\) получа- 
ется не целым. В этом ничего страш- 
ного нет, так как формула дает сред- 
нее число квантов. Например, если 
в каком-то объеме половину времени 
есть один квант, а половину време- 
Ни квантов нет совсем, то среднее 
число квантов равно !/.! 

Формула Планка отличается от фор- 
мулы Релея — Джинса тем, что ее 
нельзя объяснить с точки зрення сте- 
пеней свободы. Если считать, что каж- 
дый квант имеет три степени свободы, 
то число степеней свободы системы, 
равное 3 л(у), оказывается функцией 
температуры: число степеней свободы 
растет с повышением температуры. 
Вывод абсурдный с точки зрения ста- 
рых представлений о свойствах час- 
тиц. Но именно в этом нарушении 
привычной логики и лежал выход 
из тупика. Ведь количество излучаю- 
щих частиц может и не быть строго 
определенным числом; оно может из- 
меняться с изменением условий. Это 


особенно стало ясио, когда было 
открыто рождение пар: электрон — 
позитрон, протон — антипротон ит. д. 

В тот вечер, когда Планк делал 
свой доклад, никто ие думал о рож- 
денин новой физики. На формулу 
посмотрели с практической стороны 
н сразу же (в ночь после доклада) 
сравнили график, даваемый новой 
формулой, с кривыми, полученными 
из опыта. Оказалось, что формула 
Планка хорошо описывает весь спектр. 

Для той части спектра, где м ве- 
лико, можно вычеркнуть единицу В 
знаменателе формулы, по которой 
вычисляется число квантов пл (\) — 
эта единица мала по сравнению с пер- 
вым членом. Тогда формула Планка 
превратится в формулу Вина. Из 
сопоставления двух выражений мож- 
но заключить, что коэффициенты в 
формуле Вина равны 


8лл 


1 — кривая, соответствующая формуле Релея — Джинса; 2 
формулы Планка; 3 — кривая, которую дает формула Вина 


Куапетсесте.ги 


Планк, сравнивая свою формулу 
с формулой Вина, дал первое значе- 
ние постоянной #. Он получил, что 
1=6,55-10-27 эрг-сек. Даже удиви- 
тельно, как мало отличается значение 
й, вычисленное Планком, от сов- 
ременного, которое приведено 
выше. 

При малых значениях ® в формуле 
Планка можно произвести следую- 
щую замену: 


ву 


е*Г — т (если 5 «1). 


Тогда получится в точности формула 
Релея — Джинса. Используя форму- 
лу Планка, можно получить и закон 
Стефана — Больцмана. Постоянная 
этого закона © выражается через К, 


формулой 


215 #4 


9 ва №. 


графическое изображенне 
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ЯВЛЕНИЕ ФОТОЭФФЕКТА 





В рассуждениях Планка квант сам 
по себе не появлялся — речь шла о 
системах, состоящих из большого чис- 
ла квантов, для излучення которых 
применялись методы статистики. Но 
еще в 1887 году Герцом было открыто 
явление (изученное подробно Столе- 
товым), в котором квантовые свойст- 
ва света проявлялись очень четко. 
Речь идет о фотоэффекте — вылете 
электронов из куска металла при 
освещении его светом. На этом эф- 
фекте построены многие приборы: те- 
левизор, осциллограф, фотоэкспоно- 
метр ит. д. 

Фотоэффект обнаруживает законо- 
мерность, которая выглядела пара- 
доксальной для физика прошлого ве- 
ка. Энергия электронов, которые вы- 
рываются из металла, не зависит от 
интенсивности . света. Если увеличи- 
вать интенсивность света, то возрас- 
тает число вырванных электронов, 
энергия же их остается неизменной. 
Для того чтобы увеличить энергию 


вылетающих электронов, необходимо - 


увеличить частоту падающего света. 
Такое поведение. совсем непохоже, 
например, на то, как вылетают элек- 
троны из катода радиолампы — чем 
выше температура катода, тем боль- 
ше энергия вылетающих электронов. 
Этот эффект называют термоэмисси- 
ей. В нем не замечали ничего пара- 
доксального. А фотоэффект был не- 
понятен. 

Сейчас мы знаем, что электрон не 
может постепенно поглощать и на- 
капливать энергию, как это думали 
раньше, а может поглощать ее толь- 
ко квантами. Энергия же кванта 
определяется частотой. Отсюда сле- 
довало объяснение фотоэффекта, ко- 
торое дал Эйнштейн в 1905 году. 
Все детали теории стали ясны много 
позднее, когда была создана кван- 
товая теория металлов. 

В начале ХХ века было хорошо 
известно, что для того, чтобы выр- 
вать электрон из металла, надо за- 
тратить определенную энергию; она 


Кут тсгтю-ты 


называется работой выхода. Так, для 
вольфрама эта работа равна при- 
мерно 4,6 электрон-вольта (1 э8= 
—=1,6.10-18 джоулей=1,6-10-1? эрг), 
для цезия — около 2 98, для плати- 
ны — около 6 эв. Остальные металлы 
имеют промежуточные значения ра- 
боты выхода. Рассуждения Эйнштей- 
на сводились к следующему. Если 
частота света такова, что энергия 
кванта Ну меньше работы выхода \, 
то электрон вообще не может быть 
вырван из металла. Если же энергия 
кванта больше №, то избыток энер- 
гии уходнт на кинетическую энергию 
электрона Т. 

Сказанное можно записать в виде 
формулы, которая носит имя Эйн- 
штейна: 


Т = й\ — №. 
{кинетическая (энергия (работа 
энергия кланта) выхода} 


злсктрона) 


После фотоэффекта квантовый ха- 
рактер поглощения и нзлучения был 
открыт в очень многих явлениях. 
В наиболее общем виде он сформули- 
рован в известном соотношении Ниль- 
са Бора: Ау=ЁЕ,—ЁЕ,. Смысл его 
состоит в том, что если излучающая ` 
система переходит из состояния с 
энергией Е, в состояние с энергией 
Е„, то она излучает квант с энергией 
Ву. Естественно, что если система, 
находясь в состоянии с энергией 
Е‚, поглотит квант Ву, то она перей- 
дет из состояния Е, в состояние Е. 


ВТОРОЕ ОТКРЫТИЕ КВАНТА 





Открытие Планка состояло в том, 
что он постулировал дискретный 
(квантовый) характер излучения и 
поглощения. Однако сам Планк не 
высказал никаких соображений о том, 
как же ведет себя испущенное излу- 
чение. Лишь Эйнштейн (в упомяну- 
той выше работе) доказал, что‘ из 
гипотезы Планка и теории относн- 
тельности следует реальное сущест- 
вование кванта, то есть что свет не 
только поглощается или излучается 


квантамн, но что он сам состоит из 
квантов. 

Излучая квант, тело теряет свою 
энергию, которая передается свету. 
Значит свет, согласно теории отно- 
сительности, уносит и массу тела. 

Массу кванта можно получить, 
скомбинировав две формулы: Е=й\ 
иБ=тс*. Из них: =. 
говорить, как это принято, что квант 


имеет количество движения р=тс, 
то есть ра № 
ее А" 
движения р, конечно, вектор: он на- 
правлен туда, куда летит квант.) 
Энергия кванта связана с его им- 
пульсом соотношением Е==ср. Таким 
соотношением описываются частицы, 
у которых равна нулю масса покоя. 
Если масса покоя т.=0, то энергия 
и количество движения частицы свя- 
заны в теории относительности фор- 
мулой Е =сУ р?+ тс? 
Благодаря Эйнимейну квант стал 
в один ряд с частицами; только он 
не имеет массы покоя, а потому об- 


речен всегда летать со скоростью 
света. 


{Лучше 


Количество 


КОМПТОН-ЭФФЕКТ 





Во всем предыдущем оставался еще 
один пункт, не проверенный опытом. 
Если квант обладает и энергией и 
импульсом, то выполняются ли для 
него законы сохранения энергии и 
импульса так же, как для других 
частиц? И хотя в положительном 
ответе на этот вопрос никто не сомне- 
вался, все же прямая экспернмен- 
тальная проверка законов сохранения 
была бы очень полезной. Такая про- 
верка была осуществлена в 1925 году 
Артуром Комптоном, который изучал, 
как рассеиваются кванты света, ког- 
да они падают на покоящийся элект- 
рон. Комптон обнаружил, во-первых, 
что электрон испытывает отдачу, то 
есть электрон получает от кванта 
импульс, а во-вторых, что квант те- 
ряет энергию и его частота уменьша- 


Куала. госситю.ги 


ется. Качественно картина была по- 
хожей на столкновение частиц. Но 
Комптон показал и больше: он пока- 
зал, что энергия и количество движе- 
ния электрона и кванта в конце соу- 
дарения как раз такие, какие полу- 
чаются из уравнений, описывающих 
законы сохранения. 


ЗАКЛЮЧЕНИЕ 





Таким образом, начав с изучения 
световых волн, физики постепенно 
пришли к механике квантов, очень 
напоминающей механику Ньютона, 
только с теми обобщениями, которые 
принесла с собой теория относнтель- 
ности. 

Рождение новой науки всегда про- 
исходило так, что в ней причудливо 
переплетались разные, в прошлом 
далеко стоящие друг от друга факты 
и выявлялись связи, не замечаемые 
ранее. Термодинамика, кинетическая 
теория газов, электродинамика, оп- 
тика и, наконец, теория относитель- 
ности — вот тот фундамент, на кото- 
ром из формулы Планка выросло зда- 
ние современной физики. 


ЗАДАЧИ 


1. Есть сосуд — «черное тело», нагретое 
до температуры 6000? К. {Подобную темпе- 
ратуру кызет поверхность Солнца.) Опре- 
делите, какое количество энергни заключено 
в 1 см? внутри сосуда. 


2. Постройте спектр энергии ччерного тела 
и спектр числа квантов для температуры 
6000° К. Будут ли эти кривые иметь макси- 
мумы при одной и той же частоте? 
Почему? 


3. Используя построенную кривую, оце- 
ните, какое число квантов находится в | см? 
«черного тела», нагретсго До температуры 
6000? К. (Для этого надо нзмерйть площадь 
под кривой. Почему?) 


4. Квант с энергией 10 кэв (1 кзв=1,6Х 
хЮ-18 джоулей) падает на покоящийся 
электрон и отлетает назад. Найдите частоту 
падающего и отраженного кваита. Найдите 
энергию электрона после столкновения. 
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ЦЕПНЫЕ 


Кузпегисстте.ги 


ДРОБИ 


Н. М. БЕСКИН 


“Еще в глубокой древности 
ученых интересовало, 
как для любого нецелого числа 
найти его хорошее прыбпыженые 
дробями с небольшими знаменателями. 
В статье рассказывается о самом простом 
способе нахождення таких дробей. 





1. ДВЕ ЗАГАДКИ 


1. Загадка Архимеда. 
Многие полагают: чтобы найти что- 
нибудь необыкновенное, надо отпра- 
виться очень далеко, лучше всего 
в космос. В обыденной жизни ‘вокруг 
нас все хорошю известно, и ничего 
интересного нет. 

Какое заблуждение! Мы окружены 
загадочными явлениями, но не заду- 
мываемся над ними, потому что они 
привычны. Здесь будет рассказано 
о двух загадочных фактах из истории 
математики. 

Все школьники мира «проходят» 
в курсе геометрии, что Архимед на- 
шел для числа л приближенное зна- 













чение = *). К этому факту так при- 


выкли, что не подозревают, какая 
тайна в нем скрыта. А между тем 
стоит только задать естественный воп- 
рос: почему Архимед предпочел седь- 
мые доли? Почему не восьмые? По- 
пытка ответить на этот вопрос при- 
ведет нас в новую область арифме- 
ТИКн. 

Уточним задачу «дать приближен- 
ное выражение действительного числа 
© в виде дроби со знаменателем фр». 
Это значит из всех дробей со знаме- 
нателем 9 найти ближайшую к числу 
«. Если на числовой оси нанесены 
все дроби со знаменателем 4, то число 
попадает между двумя такими 
соседними `Яробями (случай, когда а 
совпадает с одной из них, неинтересен) 


р! р 
К 


Из этих двух дробей выбирается та, 
которая ближе к а. Например, на 
рис. 1 точка © ближе к правому концу 
р—1 р 

аз | ‚ и поэтому 





отрезка [ 





*) На самом деле Архимед в сочинении 
«Об измеренни круга» сформулировал этот 
результат чуть-чуть иначе. Он указал гра- 
ницы длял: 


10 1 
те 


Во всеобщее употребление вошло значение 


3-7 ‚как более простое, хотя л ближе к 


10 


3=г. 





Ри. ЕЁ 
; следует принять 
О 
ВС 
Если @ есть середина отрезка! 


—| 
[^— = | ‚то для определенность | 
условимся выбирать его левый конец. | 

Процесс замены числа х его ирн- 
ближенным значением называют ап- | 
проксимацией {приближением}. 

Из изложенного понятно, что для 
аппроксимации числа х можно поль- 
зоваться дробями любым зна- 
менателем. Выбор знаменателя за- 
висит от нашего желания. Ради тех- 
нического удобства: вочти всегда поль- 
зуются десятичными дробями. Однако 
во времена Архимеда десятичные дро- 
би еще не были изобретены, и Архимед 
мог выбрать любые доли. Он выбрал 
седьмые. Почему? Терпение, скоро 
мы в этом разберемся. 

При ароксимации действитель- 
р 


ного числа % дробью — 





возникаст 
пограиность 


А р 


&— —> 
9 


(запомним: 
значение минус приближенное). Если 
приближениое значение взято с не- 
достатком, то погрешность пюложи- 
тельна. а если с избытком — отри- 
цательна. 

Абсолютная величина погрешиости 
называется абсолютной погрешностью. 

Ясно, что при избранном снособе 
аппрокснмании абсолютная погрен- 

г 


3 Квлиг № { 


поерапность есть точное \ 


| 


] 
1 


Кувгйепесетю.ги 


ность не может превышать > (см. 
рис. 1) 

А 5 
Число 3: “5” верхняя ераннца 
абсолютной поерешности. При дру- 


гом способе апироксимаини верхняя 
граница может быть иной. Например, 
если бы мы условились всегда брать 
приближение с недостатком, то она 


| 
равнялась бы —— 


Абсолютная погрешность 
ст верхней границы в том 
неблагоприятном) случае, 
есть середина отрезка 


т 


лостига- 
{самом 
когда я 


р! 





Ясно, что приближение выгодно, 
если оно при малом знаменателе 9 
дает высокую точность. Чтоб ха- 
рактеризовать выгодность, надо срав- 
нить две величины: 1) фактическую 
абсолютную погрешность, 2) : 


границу абсолютной погрешности: 


абсолютная иогретлнюсть 


нерхняя гранина абс. погр- ^ 


=[“- —- =2.19%--р| 


== 

Поннято рассматривать 
этой величины. 
ной 


ноловину 
Назовем ее приведен- 
погрешностью 


=149“-—р| 


и запомним: приведенная погреиность 
й есть половина отношения фактичес- 
кой абсолютной Пос зраишности к мак- 
синмально возможной. 

Очевидно, 


О л= 


] 
У 


Чем меньше В, тем выгоднее прибли- 
жение. Если А близко к нулю, зна- 


чит, число “ расположено близко 
одному из концов отрезка 


к 
р—1 р 
[ Е. >| . Чем ближе А К 


© ближе к середине отрезка. 
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Величину 
ыы 1 1 


2 = 21 9а—р| 


назовем коэффициентом выгодности. 
Его смысл очень прост: коэффициент 
выгодности показывает, во сколько раз 
фактическая абсолютная погрешность 
меныие максимально возможной. Чем 
больше А, тем выгоднее приближение. 
Очевидно, 


1 АХ ©, 
1 
№=-. 


Не следует думать, что более мел- 
кие доли всегда дают более точное 
приближение! Может случиться, что 
при нанесении на числовую ось вось- 
мых долей число а занимает менее 
выгодное положение, чем при на- 
несении седьмых. Сделаем опыт с 
числом л, аппроксимируя его разны- 
ми долями — от первых до десятых. 
Вычисления опущены, читатель мо- 
жет воспроизвести их сам. 


|3 

=к Верхиян 
ч| 8 | абсовютной | А : Х 

Зо погрешности 

ВЕ 

2% 

|1 
И - [5 = 0,5000 |0,1416] 0,1416] 3,5 
28 |1 =0,2500 [0,14160,2832] 1.8 
: ь Е = 0.1667 0,1416]0,4248] 1,2 
а = =0,1250 |0,1084]0,4336] 1,2 
58 |6 =0. 1000 [0,058410,2920] 1,7 
$ 9 15= 0,0833 |0,0251 0,1504] 3,3 
12 щ= 0,074 0,001310,00891 56,5 (1) 
я - |1: = 0,0625 0,0166]0,1327] 3,8 
ё 28 0.0556 0,0305]0,2743| 1.8 

31 || 
1] т [55 =0,0500 |0,04160,4159] 1,2 


Купи тестте.ги 


Эта таблица показывает, что для 
аппроксимацин л седьмые доли резко 
выгоднее ближайших соседних долей. 
Фактическая погрешность в 56 раз 


| меньше, чем можно думать, судя по 














размеру долей *%). 

На рисунке 2 показано располо- 
жение числа л на числовой оси. Слу- 
чайно (а впрочем, случайно ли?) л 


оказывается очень близко к 3. Если 


бы нам заранее предписали аппрок- 
симировать так, чтобы абсолютная 





Рис. 2. 


погрешность не превысила 0,0013, ка- 
кие доли выбрали бы? Мы записали бы 


условне = < 0,0013, откуда 9—385, 


а Архимед достиг той же точности, 
взяв гораздо меныший знаменатель. 

Теперь вы убедились, читатель, 
что Архимед выбрал седьмые доли 
не случайно? 

Через много веков голландский ма- 
тематик Адриан Меций дал приблн- 
женное значение 


355 
113 ° 


д 


Число Меция обладает теми же уди- 
вительными свойствами, что и числс 
Архимеда: знаменатель 113 гораздо 


| 
*) Вычисление дает А = 5.0 0089 = 56,2. 


Чтобы правильно получить цифры десятых, 
надо взять Я с пятью цифрамн после запятой 


выгоднее. чем другие близлежащие 
знаменатели. Рекомендуем читателю 
исследовать число Меция так. как 
выше исследовано число Архимела. 
Например, чему равен коэффиинент 
выгодности? | 

2. Загадка Григория Х1Ш. 
Григорий ХИ] не был математиком 
Он был римским  паиой. Тем не 
менее его имя связано с важной мате- 
матической задачей — с проблемюй ка- 
лендаря. г 

Природа дала нам две естественуью 
единицы времени: год и сутки (сол- 
нечные). Как сказано в одном ста- 
ром учебннке космографии *) «к сожа- 
ленню, год не равен целому числу 
суток». С этим нельзя не согласиться, 
так как из упомянутого факта про- 
истекает много неудобств. Зато он 
порождает интересную математичес- 
кую проблему. 


| год = 
= 365 суток 5 час. 48 мин. 46 сек. 


ии 


| год =: 365,242199 суток. 


Узаконить в гражданской жизнн 
такую длину года невозможно. А что 
получится, если считать год равным 
365 суткам? На рис. 3 показана ор- 





*) Космографня — так раньше назывался 
учебный предмет, содержавший общие све- 
дения по астрономии и физической геог- 
рафии. 


Солние 





Рис. 3. 
3* 
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бита Земли. [ января 1970 г. в О час. 
Земля находилась в точке А. За 365 
суток она не придет в ту же точку 
орбнты ин,’ следовательно, | января 
1971 г. ВО час. окажется в точке 8, 
а | января 1972 г. — в точке С ит. д. 
Нолучится, что если фиксировать не- 
которую дату, то положение Земли 
на орбите будет каждый год иное 
(оно будет отставать почти на 6 
часов). 

За четыре года отставание соста- 
зит почти сутки, и фиксированная 
дата будет попадать на разные вре- 
мена года, т. е. 1 января с зимы пос- 
тепенно переместится на осень, по- 
том на лето. Это неудобно: периоди- 
ческие меропрнятня (посев, начало 
учебного года) нельзя будет связывать 
с определенными календарными да- 
тами. 

Выход НЗ Этого положения есть. 
Надо считать некоторые голы но 
365 суток, а некоторые по 366 суток, 
чередуя их так, чтобы средняя 
длина года была возможно ближе к 
истинной. Можно воспроизвести ис- 
тинную длнну года с любой точностью, 
но для этого может понадобиться 
очень сложный закон чередования 
коротких (простых} и длинных (ви- | 
сокосных) лет, что нежелательно. Ну- 
жен компромисс: сравнительно прос- 
тои закон чередования лет, дающии 
среднюю длину года, достаточно близ- 
кую к истинной. 

Эту задачу впервые разрешил Юлий 
Цезарь. Разумеется, к правителю сло- 
во «разрешил» может применяться 
лишь условно. Это сделал для него 
злександрийский астроном Созиген, 
вызванный для этой цели в Рим. 
Юлий Цезарь ввел такую систему: 
три года подряд коротких, четвер- 
тый — длинный. 

Много позже, когда было привято 
христианское летосчисление, високо- 
снымн стали” считать годы. номер 
которых делится на 4. Этот кален- 
дарь называется «юлианским». По 
юлианскому календарю средняя дли- 
на гола составляет 


365 т суток = 365 суток 6 часов. 
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Как видно, средняя длина юли- 
анского года больше истинной на 
11 мин. 14 сек. В 16 столётии папа 
Григория ХИТ пожелал нсправить 
эту неточность. В 1582 году он про- 
извел следующую реформу календаря. 
Сохраняется чередование простых и 
високосных лет, но оно дополняется 
правилом: если номер года оканчива- 
ется двумя нулями, а число сотен не 
делится на 4, то этот год простой. 
Например, по этому правилу 1700 
год простой, но 1600 — високос- 
ный. 

Кроме того, считая, что от начала 
летосчисления (от «рождества Хрис- 
това») уже накопилась ошибка в 10 
дней, Григорий ХИТ сразу прибавил 
10 дней. С тех пор накопилось еше 
3 дня (в 1700, 1800 и 1900 годах). 
Поэтому в настоящее время между 
юлнанским календарем и новым («гри- 
горианским») расхождение составля- 
ет 13 дней. 

Какова средняя длина григори- 
анского года? Из 400 дет ио юли- 


анскому календарю 100  високос- 
ных, а по григорианскому — 97. 
Поэтому 


средняя длина григорианского года == 
= 365 5 суток = 365,2425 суток = 


= 865 суток 5 час. 49 мин. 12 еек., 


т. е. она больше истинной на 26 сек. 

Как видим, весьма простыми сред- 
ствами достигнута очень большая точ- 
НОСТЬ. 

В царской России до Великой Ок- 
тябрьской революции пользовалнсь 
юлианским календарем. Григориан- 
ский календарь был введен специ- 
альным декретом Совета Народных 
Комиссаров в 1918 году. Им мы и 
пользуемся в настоящее время. Сте- 
пень его соответствия реальной дли- 
не солнечного года вполне достаточна 
для всех практических целей. Можно 
ли утверждать, что решение папы 
Григория ХИ! — самое простое и 
естественное? С ответом потерпите 
до конца этой статьи. 





|. ЦЕПНЫЕ ДРОБИ 


3. Понятие о цепной 
дроби. Забудем о десятичной сис- 
теме счисления. Как говорил выда- 
ющийся русский математик Николай 
Николаевич Лузин (1883—1950), «пре- 
имущества десятичной системы не ма- 
тематические, а зоологнческие. Если 
бы. у нас на руках было не десять 
пальцев, а восемь, то человечество 
пользовалось бы восьмеричной сис- 
темой». Десятичная система практи- 
чески очень удобна, но кри исследо- 
вании теоретических вопросов ариф- 
метики она только мешает. 

Итак, откажемся от специальных 
систем счисления, и задумаемся над 
вонросом: какой самый естественный 
способ приближенного представления 
положительных чисел дробями. 

В ответе на этот вопрос не может 
быть никаких колебаний: надо преж- 
де всего указать, между какими це- 
лыми числами оно заключено. На- 


пример, 
] 
эт находится между 2 и 3, 
и? у х Г» 2, 
л » » 3 » 4. 


Разумеется, достаточно указывать 
только менышее из этих чнсел: 


| > 
я =2+х (<<. 
И2-1+у (0<у< и, 

п = З {2 (0<2< |. 


из пес. 


{| Заметим, что такая оценка не связана 
1 со способом обозначения целых чи- 
сел, т.е. с какой-нибудь конкретной 
системой счисления. 


Е 6! 
Займемся числом 57. Наша оценка 


«два с лишним» слишком грубая и 
‘годится лишь как лервое приближе- 
| ние. Если мы хотим сделать второй 
| шаг, то мы должны оценить добавку 
‚х. Поскольку она меньше единицы, 
| естественно представить ее как дробь 
с числителем | (мы опять апеллируем 
к «естественности», но это — в послелд- 
ний раз) 


повторяем те же шаги: выделяем 
целую часть и т. д. и т. д. Пригла- 
‘шаем читателя внимательно просле- 
дить за чередованием этих двух шагов: 


6 _ Е 


— 


‹ Выражение 
а + т 
а, + а 





1 
Ч в + а, 


где а, а.,..., а; — натуральные чис- 
ла, а а, — натуральное число или 
нуль, называется цепной дробью. 
Числа а, @, а.,....а; называются 
элементами *) цепной дроби. Можно 


сказать, что мы представили число 


61 з 
27 В виде ценной дроби. 


*) Иногда их называют неполными част- 
ными. 


61 1 
О 
Теперь Х1 больше единицы, и МЫ снять 


куди теситю.ги 






Не слишком ли громоздко обозна- 
чение цепной дроби? В нашем приме- 
ре получилась трехэтажная дробь, 
а если получится двадцатиэтажная, 
то ее нельзя уместить на листе бумаги. 

Это верно, и поэтому для цепных 
дробей употребляются различные ус- 
ловные обозначения. Мы будем поль- 
зоваться таким: 


О 
а, -- а. + 





*з а, ]. (,) 


Обратите внимание на точку с запя- 
той. Она подчеркивает, что роль це- 
лой части а, особая, не такая, как 
других чисел (особая — не значит 
более важная, в данном случае ско- 
рее наоборот). 

Можно ли утверждать, что всякое 
действительное *} число может быть 
изображено цепной дробью и притом 
единственным образом? 

Прежде всего задумаемси над та- 
ким примером: 


== [@5; а, ао, 


———— 


ли В сокращенных обозначениях 
[0; 6, 4] = [0; 6, 3, 1]. 


Такое преобразование (отделение 
единицы от последнего элемента) мож- 
но произвести с любой цепной дробью, 
у которой последний элемент отличен 
от.-единицы. Если же последний эле- 
мент равен единице, то его можно при- 
бавить к предпоследнему. Например, 


1; Ю, 3, 7, П=[8; 10, 3, 8). 


„Легко, однако, доказать, что это — 
единственная причина неоднозначнос- 


*) Пока речь идет о положительных ра- 
циональных числах. Введение отрицательных 
чисел ничего не меняет в существе вопроса, 
а введение нррациональных чисел многое 
меняет. Об этом будет сказано ниже. 
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ти представления рационального чис- 
ла цепной дробью. 

Можно доказать, что: 

|) Пронесс превращения 


числа © ри 


рацио- 


нального 9 взаимно 


простые натуральные числа) в цеп- 
ную дробь на некотором шаге закан- 
чивается. Иначе говоря, любое по- 
ложительное рациональное число 
представимо в виле („)}. В силу толь- 
ко что сказанного такое представле- 
ние всегда возможно и с соблюде- 
ннем ограничения @,>>1. 

2) Две цепные дроби [а.; ау, ..., а. 
и (6:6, ..., &, у которых а. > 1 
и 6—1, равны друг другу в том и 
только в том случае, если у них оди- 
наковое число элементов, т. е. 5=Ё ни 
= 0; при Г Ь 2, ..., 5. 

Мы этого доказывать не будем. 
Цель наней статьи в том, чтобы рас- 
сказать основные идеи и побудить 
читателя к более осповательному изу- 
чению вопроса’ по книгам *). 

4. Бесконечные ценные 
Ароби. А как быть с иррациональ- 
ными числами? Попробуем разлагать 
в ценную дробь (Я = 1,4149... По- 
лучим: 


#5 | 
к 
| /5 
х = — = [2 
ы 8—1 Иа, 
ж=2+-, = И 9-1 =. 


Ясно, что 
Иен = 


2+ т 
94 — 
| Е х 
где х=И 2-1 
*) Все пропущенные здесь  доказатель- 


ства можно найти, изирнмер. в кияжкс* 


А. Я. Хинчиина «Ценные дроби», изд. 3, 
1961. 
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Куат-ппесгпю.ги 


Хочется сразу написать 
И? = | +- р ирнн т. ОИК $-> 
2+ 
2-4. 
++. 


о и 

т. е. представить у 2 в виде беско- 
нечной цепной дроби. Но здесь нужна 
крайняя осторожность: мы встрети- 
лись с новым понятием «бесконечная 
десягичная дробь», но не знаем, чтб 
это такое. Легко понять только, что 
каждому положительному иррацно- 
нальному числу соответству- 
ет вполие определенная бесконеч- 
ная последовательность 


[а а, а, ...|, 


где а, — целое не отрицательное, а 
все а; с номером 7—1 — натуральные 
числа. Во всем относящемся сюда мы 
разберемся только позже *), а пока 
удовлетворимся тем, что пам понятно: 
как по положительному числу“ по- 
строить его формальное разложение 


[22 ^ [ао, а1, а., ыы] 


в конечную нли бесконечную ценную 
дробь **). 

5. Подходящие дроби. 
Цепную дробь можно оборвать, удер- 
жав элементы а., @,,..., а, И отбро- 
СИВ Оп... Полученное таким обра- 
зом число называется п-й подходя- 


щей дробью и обозначается 2”. В част- 
п 


ности, при п=0 имеем нулевую мод- 
[2] ао 
ходящую дробь рее: 

Мы увидим, что, чем меньше й, тем 
подходящая дробь проще {т. е. имеет 
меньший знаменатель). В то же 
время она может использоваться 
как приближенное значение цепной 


дроби. 





*} Этот вопрос будет полностью рассмотрен 
в одном из следующих померов журнала. 
**) «—»— знак соответслвия. Мы бонмся 
ноставить знак равенства, пока ие установлен 
смысл символа, стоящего в правой части. 


Пример. Возьмем опять разло- 
жение числа 57 в цепную дробь и 
образуем подходящие дроби 


20 0 

Че ь 

р: го. ей ео Ча 
ее: 3] =2- 5 =, 
в. — (2; 3, Пе -, 
93 3+-- 


р : :. 6 
«= 12; 3, 1, 6] = 27 


Разумеется, последняя подходящая 
дробь рационального числа @ рав- 
на ©. 

Мы получили несколько постепенно 
усложняющихся приближений для 


числа Для оценки их заметим, 


77 
что $2.25. 


1-ое и 2, А=0,259 *). 
2-ое › 5 = 2,333, А = —0,074. 
3-е 5 -- — 2.950, А = 0,09. 


Мы замечаем, что погрешность убы- 
вает (по абсолютной величине) и имеет 
чередующиеся знаки. Это — общее 
правило. 


В случае разложения в цепную 
дробь числа /2=1,4142... получим 


ея =1, погрешность А =0,4142, 
с 
=; 21 => =1,5, А=-— 0,0858, 
2» шт. ры, 
1: 2, 14, 
А-- 0,0142, 
= - == (1; 2,2, =. 5 = 1,4167, 
А = — 0,0025, 
ч.1; 2, 2, 2, 2-5 = 1,4138, 
А--0,0004. 


Мы наблюдаем и здесь ту же самую 
картнну. 


*) А—погрешность (см. стр. 17). 


6. Основное свойство 
подходящих дробей. Сфор- 
мулируем теперь без доказательства 
то основное свойство подходящих дро- 
бей, которое и приведет к разгад- 
кам р ее 





числа “, то а ониия погрешность 


1 
= 


да | 
меньше, чем при аппроксимации числа 
а любой другой дробью с меньшим зна- 
менателем *). 
Например, получив для р’ 2 подхо- 
дящую дробь Ш 


<.” МЫ можем быть 
9з 


а 
уверены, что приближение к }/ 2 любой 
дроби со знаменателем, 
будет хуже. 


меныпим 12, 





11. РАЗГАДКИ 


7. Загадка Архимеда. 
Попробуем разложить в цепную дробь 
число 

л = 3,14159265... 


л=3-0, 14159265... = 


=З+ 7+ 0.00885145 * 








*) Подходящие дроби во многих отноше- 
ннях дают чрезвычайно выгодные прибли- 
жения. Приведенное здесь свойство — не 
единственное и не самое главное. Другие 
свойства будут рассмотрены в одном из 
следующих номеров журнала. 


Куда тесте.ги 
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Уже на этом этане выкладок мы ви- 
Дим, что первыми подходящими дро- 
бями будут 

Ра п _2 
9 1 

Проделайте сами выкладки и убе- 
дитесь, что 

л = [3; 7, 15. 1. 288, 1, 

р 333 ра 355 
48 = 10 ' и Е 

Вот и все. До чего же просто! Эта 
таблица раскрывает секрет ‘Архиме- 
да. а заодно и Меция. Из нее видно: 

1-е приближение: л 2 3, 
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2-е приближение: л =, 
333 

-Р 2* м — 
3-е приближение: л ТОЕ* 
355 

4-е приближение: д = та 


(нечетные приближения с недостат- 
ком, четные — с избытком}. 

Можно ли считать, что Архимед и 
Меций разоблачены: они пользовались 
цепными дробями, Архнмед исполь- 
зовал вторую подходящую дробь, а 
Меций — четвертую? 

Нет, про Архимеда этого сказать 
нельзя. 

Следует яспо понять, что мы реши- 
ли математическую, но не историче- 
скую задачу. Мы объяснили, как 


можно прийти к числу —. 
Весьма возможно, что Архнмед поль- 
зовался цепными дробями, но уста- 
новить это по его работам нельзя. 
Суд не признал бы наших доводов. 
Историки не пришли к единому мне- 
нию. Пренмущество седьмых долей 
можно обнаружить и эмпирически, 
сравнивая их с разными другими. 
Другое дело Меций. Невероятно 
предположить, что такая сложная 


355 . 
дробь. как найдена без теорин. 


113 ? 
Очень вероятно, что Меций пользо- 
вался цепными дробями. Понятно по- 
чему он остановился на четвертой 
подходящей дроби: следующие на- 
столько громоздки, что практически 
непригодны. 
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8. Загадка Григория ХИЕ. 
Сначала подумаем, как мы сами ре- 
шили бы проблему чередования ви- 
сокосных лет. Мы представили бы дли- 
ну года в виде ценной дроби. 


1 год = 365%5°48“46° = 365,242199^ =. 
= |365; 4, 7, 1. 3, 5. 20. 6. 12]. 


Примечание —л — иррашюцальное 
число. Оно разлагается в бсеконечиую ценгую 
дробь. Величина года — эминрическая. Вся- 
кая эмпирическая величина измерястся лишь 
с определенной точностью, и говорить об 
се рациональности или иррационалыюстн 
ие имеет смысла. Приведениая выше вели- 
чина года -- принятая. н мы должны считать 
ее точной. Она выражается коисчной цен- 
пой дробью. 


Находим несколько первых подхо- 
дящих дробей: 





2 365, 
до 
р | = | 
2+ — 365 = 4+ = 3657, 
ь _ др | >. 7 
За АВ. 
Я 
р: ! =. _8 
905 г — = 3655, 
4+ 
7- т 
Ра — 365 + т 
94 1 
4 +- т 
7+ т 
Е- В. 
31 
Каждая подходящая дробь дает ре- 


шение На- 
| 
пример, приближение 365; приводит 


к решению Юлия Цезаря: один ви- 
сокосный год из каждых четырех. 


проблемы календаря. 


7 
Пользоваться приближением 36555 


никто не предлагал, по-видимому, 
потому, что следующее приближение 


_ 8 
365 55 лишь немного сложнее, но зна- 


чительно точнее. Календарь, по ко- 
торому високосными должны были бы 
считаться восемь лет из каждых трид- 
цати трех, был предложен великим 
туркмено-персидским философом, ма- 
тематнком, астрономом и поэтом Ома- 
ром Хайямом (1040--—1123). 


Сведения 0 точности найденных 
приближений к истинной длине года 
даны в следующей таблице. 


В графе «Погрешность» знак мн- 
нус указывает, что средняя длина го- 
да болынце истинной. 

Четвертый варнант исключительно 
точен. Погрешяость в | сек. не имеет 
никакого практического значення. По- 
этому были предложения нспользо- 
вать этот кадендаръ. Например, в 1864 
году русский астроном Медлер прел- 
ложил с ХХ столетия ввести такой 
календарь в Россни. Для этого надо 
внести в юлнанский календарь сле- 
дующую поправку: каждые 128. лет 
пропускать один високосный (потому 
что по юлианскому календарю на 128 
лет приходится 32 високосных). Од- 
нако этот календарь не был принят 
нигде в мире, по-видимому, потому, 
что период 128 «некруглый». 

Решив математическую задачу, вер- 
немся к задаче исторической. Каковы 
были соображения Григория ХИП 
{нли его сотрудников}? 

В начале статьи говорилось, что 
средняя длина григорианского года 


365 суток 5 час. 49 мин. 12 сек. 


Это значение отличается от истинного 
на целых 26 секуид. Получается вце- 
чатление, что папа Григорий ХИ или 
его ученые советники придумали ка- 


а = -—————6————————— д ————————8ж<————————ы—ыы—ы——ы5"—=—=—-—.—.—. 


4 Кизит №1 
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лендарь более сложный, чем хайямов- 
ский и к тому же менее точный. Зна- 
чит ли это, что они были плохими 
математиками? Оказывается дело не 
в этом. 

При Григории Х1Ш продолжитель- 
ность года не была известна столь 
точно, как теперь. Комиссия Григо- 
рия Х!Ш пользовалась астрономи- 
ческимн таблицами, составленными 
Альфонсом Х (1221—1284), королем 
Кастилии, который занимался астро- 








№ ори- 
олиже- Чередование високосных лет Средняя длина года Погрешность 
ИМЯ . 
2-Я Ч с 

| } високосн. из каждых 4 365 6 00“ 00 а 

ты. и Е м с 

2 1 > » ы 29 365 5 47 35 Г И 

= -Ч м „.< с 

З 8 » » ъ 33 3655 49 05 —19 

< .-А „Ч мас с 

4 1 у » » 123 3655 48 45 = | 





номией (недаром его прозвали Аль- 
фонс-астроном). Эти таблины впервые 
были изданы в Венецин через сто лет 
после смерти их автора. В них дается 
следующая продолжительность года: 


| год -- 365*5“49“ 16°. 


Пользуясь этими таблицами, комис- 
сия должна была прийти к выводу, 
что предложенная ею средняя длина 
календарного года только на четыре 
секунды отличается от истинной. Если 
бы комиссия и была знакома с пред- 
ложением Омара Хайяма, то она прн- 
шла бы к выводу, что его календарь 
дает ошибку в 1] секунд. 

Добавим, что нет никаких основа- 
ний предполагать, что комиссия Грн- 
гория Х Ш использовала цепные дро- 
би. Она кропотливо, в поте лица под- 
бирала нужное соотношение. 

Что касается Омара Хайяма, то уче- 
ные думают, что он владел, если ие 
полной теорией цепных дробей, то ка- 
ким-либо аналогичным принципниаль- 
ным подходом к задачам о наиболее 
рациональных приближениях дробя- 
ми с небольшими  знаменателями. 
В его эпоху восточная наука во мно- 
гих отношениях стояла выше евро- 
пейской. 
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ЗАДАЧИ 


т. Найдите коэффициент выгодностн для 
числа Мецния. 


157 
2. Разложите в цепную дробь 255 


3. Сверните цепную дробь [3; 12, 2, 1. 56]. 


4. Разложите в цепную дробь 
а) ИЗ, 6) 15, в) 16. 


Попробуйте самостоятельно (еще пе обраща- 
ясь к книжкам) подумать о свойствах цепных 
дробей. которые получаются при разложе- 


нии у п, где п — натуральное число, не яв- 
ляющееся квадратом натурального числа. 


5. Найдите значения периодических целных 
дробей а) [Ю; а, а, а...]; 6) |0: а, 6, а, &....]. 


6. Некоторые восточные народы пользу- 
ются смешанным солнечно-лунным календа- 
рем. Месяцы у них имеют то 29, то 30 дней. 
Месяцы из 29 дней называются «пустыми», 
а из 30 дней «полными». Календарный год 
состоит то из двенадцати, то из тринадцати 
месяцев. Греческий математик Метон {433 
год до нашей эры) предложил замечательное 
решение проблемы лунно-солнечиого кален- 
даря. По Метону из каждых 19 лет семь 
имеют по тринадцать месяцев, а остальные 

А двенадцать лет — по двенадцать месяцев. 
Из общего числа 235 лунных месяцев, поме- 
щающихся в «золотом» девятнадиатилетием 
периоде, [10 пустых и 125 полных. Здесь лю- 
дн столкнулись с более сложной задачей 
одновременного приближения к отношениям 
трех велнчнн — длины суток, длины лунно- 
го месяца-и длины солнечного года. С доста- 
точно хорошим приближением 


{ солнечный год == 365,2422 суток, 
| лунный месям == 29,5306 суток. 


Наши задачи будут относиться лишь к от- 
ношениям каждой пары из этих величин в от- 
дельности. Отношеннем длины года к длние 
суток мы уже занимались. Теперь разложите 
в иелпую дробь отношение 


| солпечный год 
} лунный месяц ‘ 


Вы получите объяснение удачи изобретения 
Метона. 

Разложнте в цепипую дробь н отношеине 
длнны луниого месяца к суткам. 
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142857 


Знгете ли Вы тайну этого 
магического числа? Напи- 
шите его цифры по кругу: 
теперь умножайте его по- 
следовательно на 2, 3, 4, ..., 7 
и всякий раз сверяйте с 
магическим кругом. Вы за- 
метите, что все время не 
выходите мз магического 
круга, пока «магическое» 
число 7 не разорвет его! 


Постарайтесь понять, в 
чем дело?’ Почему такое 
забавное число? Оказывает- 
ся, это период дроби 1/7 
при обращении ее в деся- 
тичную. 

Найдите сами смагиче- 
ские числа» в других систе- 
мах счисления, например 
при осноааним системы сче- 
та 8 или 9, илм 5. Попробуя- 
те обобщить полученную за- 
кономерность. 

Заметим, что этим числом 
постоянно пользуются для 
проверки надежности рабо- 
ты арифмометра или дру- 
гой счетной цифровой 
машины. 


П. А. Новыков 


Кум тесто 





УИС ТАКОЕ ФУЛКЦИЯ 


А. Н. КОЛМОГОРОВ 


В этой статье объясняется современное 
общее понимание слова «функцияю. 
Статья не для пегкого чтения: 
она требует от читателя внимания к каждому спову, 
хотя м не предполагает каких-либо специальных знания, 
выходящих за рамки средней школы. 
Имеется также в виду, 
чтэ читателм умеют обращаться со словамы 
имдножествою и кэлемент множества». 


1. ВВЕДЕНИЕ 


На вопрос «Что такое функция?» школьники часто отвечают: «Функцию 
можно задать таблицей, графиком или формулой». Ясно, что это не 
определение. Но школьники, которые уклоняются от формулировки 
явного определения и сразу переходят к описанию того, как залают функции, 
и не совсем неправы. Математика не может начинаться с определений. Фор- 
мулируя определение некоторого понятия, мы неизбежно в самом этом опре- 
делении употребляем какие-либо другне понятия. Пока мы не понимаем 
смысла каких-либо понятий, мы не сдвинемся с места и не сможем сформу- 
лировать ни одного определения. Поэтому изложение любой математической 
теории начинается с того, что какие-либо основные понятня прн- 
ннмаются без определения. Пользуясь ими, уже возможно бывает формули- 
ровать определение дальнейших производных понятий. 

Каким же способом люди объясняют друг другу свое понимание смысла 
основных понятий? Для этого не существует другого способа, как разъясне- 
ние на примерах и при помощи подробного описания характерных свойств 
определяемых вещей. Эти описания могут быть в деталях не вполне яс- 
выми и сначала не нсчернывающими. Но постененно из них смысл понятия 
вырисовывается с достаточной ясностью. Так мы иподойдем х понятию 
функции, считая его одним из основных математических понять, т, не подле- 
жащих формальному определению. 

(Правда, далее будет сказано, что функция есть не что иное, как опюбражение одного 
множества на другое (области определения фуикции на множество ее значений). Но здесь 
слово отображение явится просто синонимом слова функция. Это — два названия 


для одного и того же понятия. Пояснение одного слова другим равнозначащим не может 
заменить определения выражаемого им понятия. | 
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Пример 1 Будем считать, что буквы х и у обозначают дейст- 
вительные числа. Знак у/ будем считать знаком извлечения 
арифметического квадратного корня. Равенство 


у=Ит— м (1) 
обозначает, что выполнены условия 
1, 920, м+Ш=|. (2) 


Точки, координаты которых удовлетворяют этим условиям, образуют 
полуокружность, нзображенную красной линией на рнс. 1, 

Рисунок 1 делает наглядными следующие факты, которые вы можете до- 
казать и чисто алгебраическим путем: 

1) формула (1} позволяет для любого х, удовлетворяющего условиям 


вычислить соответствующее ему у, которое удовлетворяет неравенствам 
О=у= 1; (4) 


2) каждому и, удовлетворяющему неравенству (4), соответствует 
хотя бы одно такое х, которому по формуле (1) соответствует это задан- 
ное у. 

Можно сказать, что формула (1) задает отображение множества чи- 
сел х, удовлетворяющих неравенствам (3), на множество чисел у, подчи- 
ненных неравенствам (4). Математики часто (особенно в последнее время) 
для обозначения отображений употребляют стрелку. Занимающее нас отоб- 
ражение можно записать при помощи стрелки так: 


хм. (5) 
Например: 
—— 4 / г. 3 
1-Е =0, УИ (- =, 
(6) 


И ых (=, Оита. 
5 5 5 
Заметьте: отображение полностью определено, если 
а) задано множество Е, которое отображается, 
6) для каждого элемента х этого множества Е задан элемент у, на кото- 
рый элемент х отображается. 





Рис. 1 Рис. 2. 


Куатлуестоги 
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Множество всех значений у обозначим буквой М. В примере 1 Е — 
множество чисел, удовлетворяющих условию (3), а М — множество чисел, 
удовлетворяющих условию (4) *). 


Пример 2. Правила 
1) хи хж, 
х, если х—0, 
—х, ели хх 0 
определяют одно и то же отображение 
х—|х| {7) 


действительных чисел х на их модули (абсолютные величины) |х| (рис. 2). 
Отображение (7) отображает множество всех действительных чисел 


К = (— о, оо) 


2х1 


на множество 
+ = (0, оо) 
неотрицательных действительных чисел. 


Вместо слова отображение можно говорить функция и записать 
отображение (5} так: 


[о =у1-я, (8) 
а отображение (7) так: 
Но) =1х1. (9) 


Частные значения функции (8), перечисленные в формулах {6}, будут 
тогда записаны в таком виде: 


Го -0. 1(-3)-5. /(5)-35. Ю-ь 


Областью определения функции (9) является множество всех действи- 
тельных чисел К. Множеством ее значений является множество К, иеотри- 
цательных действительных чисел. 


Пример 3. Петя, Коля, Саша и Володя живут в комнаге общежи- 
тия. На февраль они установили такой график дежурств: 





*} Множество можно обозначить любой буквой. Здесь взяты буквы Ё (от фраицуз- 
ского слова епзетЬ{е — множество) и М (мемецкое — Мепре; случайно и русское слово 
«множество» начннается с этой же буквы). Но это не обязательно: уже в следующем при- 
мере мы обозначим множество действительных чисел, как это принято, буквой К Француз- 
ское геё — действительный, реальный). 
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Сразу бросается в глаза сходство этой таблицы с привычными вам из 
школьного курса алгебры графиками функций. Имеет лн эта аналогия точ- 
ный логический смысл? Установилн ли здесь мальчики отображекие од- 
ного множества на другое, т. е. определили ли некоторую функцию? И не 
начертили ли они график этой функцин? (Обратите внимание на житейское 
выражение «установили графнк дежурств!) 


2. ОБЩЕЕ ПОНЯТИЕ ФУНКЦИИ 


Нетрудно видеть, что в примере 3 на каждый из 28 дней февраля наз- 
начен определенный дежурный. Иначе говоря, множество дней февраля 
отображено на множество мальчиков, распределивших между 
собой дежурства. Можно условиться, что буква х обозначает любой день 
февраля, а у=Кх) — дежурного в день х. Нет никаких оснований отказы- 
вать отображению 

день х— = дежурный иа день х 
в праве называться функцией н записать это отображение так: 


у=} (<). 


Любое отображение { множества Е на множество М мы будем назы- 
воть функцией с областью определения Е и множеством значений М. 
Не забудьте, что, говоря об отображении | множества Е на множество 


М, мы имеем в виду, что у=}(х) определено для любо гох из Ен 





а 
Отображение Е в М 


= 


Отображение Е на М 
—@ 


ТОЛЬКО ДЛЯ х из этого множества, а значение у функции { непременно 
принадлежит множеству М, и каждое у из этого множества М является 
значеннем функции | хотя бы при одном значении аргумента х. 

Если нэвестно только, что значения функции [ непременно принадлежат 
множеству М, но не утверждается, что л юбой элемент этого множества 
является значением функции {, то говорят, что функция отображает свою 
область определения ЕЁ в множество М или что. отображение { есть отобра- 
жение множества Е в множество М. 


Таким образом, надо строго различать смысл выражений 
) «отображение на множество М» 
«отображение в множество М»*). 





*) Заметьте еще, что каждое отображение «наз можно назвать и отображением «в» ко 
не игоборот. = 


30 


Например, про отображение 
х—|х| 
можно сказать, что оно является отображением А в Ю, но нельзя сказать, 
что это «отображение Ю на А». 


С чисто логической точки зрения наиболее‘ простым случаем является 
случай, когда область определения функции конечна. Ясно, что функция, 
область определения которой состоит из п элементов, не может принимать 
более п различных значений. Таким образом, функции, определенные на 
конечных множествах, осуществляют отображения конечных множеств на 
конечные множества. Такие отображения являются одним из предметов 


изучения важной части математики — комбинаторики (см. задачн 8, 1, 
18, 19). 


Пример 4. Рассмотрим функции, область определения которых 
есть множество 
М = А, В] 


из двух букв А и В и значения которых принадлежат тому же множеству, 
т. е. отображения множества М в себя. 


Таких функций существует всего четыпе. Зададим нх табличным 
способом: 


х| во | ьм | во | ье 












А 
В 


А 
А 


В 
в 


А 
В 






В 
А 








Функции |, и |. являются константами, т.е. постоянными: 
множество значений каждой из этих функций состоит из одного-единствен- 
ного элемента. 

Функции [3 и р — отображают множество М на себя. Функция ], 
может быть задана формулой 


#8 (х) =х. 
Это — пюждественное отображение: каждый элемент множества Ё отобра- 
жается в самого себя. 

Чтобы закончить выяснение смысла самого понятия «функция», ос- 
тается обратить внимание на то, что выбор букв для обозначения «незави- 
симого переменного», т.е. произвольного элемента области определения, 
И «зависимого переменного», т. е. произвольного элемента множества зна- 
чений, совершенно несуществен. Записи 


И Г Ре 
хх, ЕУЗЕ, ууу, 


Н)=у=ух Г -Е17-иЕ Ну=хыьуи 
определяют одну иту же функцию р, которая отображает неот- 


рицательное число в арифметический квадратный корень из него. Пользу- 
ясь любой из этих записей, мы получим 


НО=ь Нф=2, [9) =3 


ит. д. 
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3. ОБРАТИМАЯ ФУНКЦИЯ 


Функция 
у=[() 
называется обратимой *), если каждое свое значение она принимает один- 
единственный раз. Таковы функции [5 (х) и },(х) из примера 4. Функции же 
ЁО) и [.<) примера 4 и функции примеров 1, 2 ин Знеобратим ы. 


Чтобы доказать, что какая-либо функция необратима, достаточно ука- 
зать какие-либо два значения аргумента х,5=х., для которых 


Их) = Иж). 


В примере 3 достаточно заметить, что Петя дежурит как 1-го, так и 5 
февраля. Поэтому функция примера 3 необратима. 


Пример 5. Функция } 
! 
х—>-у- их 


обратима. Она определена на множестве К, неотрицательных чисел. Мно- 
жеством ее значений является множество 


Ю_ =(— со, 0] 


всех неположительных чисел. Задав любое у из множества Ю_, можно найти 
соответствующее х по формуле х -= и?. 
Функиия & 


& 
у>х=ш при у=0 


есть функция, обратная к функции }. Она отображает множество Ю_ на мно- 
жество Ю.. Как уже говорилось, выбор букв для обозначения независимого 


н зависимого переменного не существен. Функции | и & можно записать 
в виде 


[=— Их при х=0, 2()=х при хз 0. 


На рисунке 3 изображены графики взаимно обратпых функций } н в. 


у 9 Га) 








Рис. 3. Рис. 4. 


*) Происхождение названня выяснится дальше: функция обратнма, сслн для нес 
сушествует обратная ей функция. 
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Пример б. Функция /[, заданная таблицей 


х [Г ^АБВГД 





у== Кх) | эт 5 Ма 
определена на множестве первых пяти букв русского алфавита, а множество 
ее значений есть множество первых пяти натуральных чисел. Обратная функ- 
ция # задается таблицей 


х |1 2 з4 





у а(х) [вв ф г 


На рисунке 4 даны графики этих функций. 
Дадим точные определения. Пусть { — отображением множества Е 


множество М. Если для любого элемента у из множества М существует 
один-единственный элемент 


= &(4) 
множества Е, для которого 
Ё(х) — у, 
то отображение } является обрапимым, а 
Е 
у—х 


называется отображением, обратным к отображению } *). 





Обратимое отображение ЕнаМ Обратиумое отображение Е в М 


Таким образом, обратимость отображения {[ означает, что у него есть 
обратное отображемиа 5. Отображение, обратное к [, принято обозначать 
знаком /`'. Например, если 


В) = м, 
то 
Зе 
Рю. 
Так как слово «функция» есть просто синоним слова «отображения», 
то тем самым мы определили и смысл выражения «обратная фувкция». 








*) Такие отображения называются еще вздимно однозначными отображеннями Ё на М, 
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Рис. 5. 


Попробуйте сами повторить сказанное выше, употребляя вместо слова 
«отображение» слово «функция». 

Ясно, что областью определения обратной функции }`\ является мно- 
жество значений функции }, а множество значений |! есть область опреде- 
ления функции {. 

Функцией, обратной к обратной функции {`', является исходная функ- 


ция }: 
| т =Ь 


Таким образом, функции [и |! всегда взаимно обратны. 
Пример 7. Существуют функции, которые сами себе обратны. `Га- 
ковы функцин 


а) -х 6 НЭ=х, в = 


х 
В ВЫ 





Проверьте! Графикн этих функций даны на рисунке 5. Заметьте, что 
все эти графики симметричны относительно биссектрисы первого и третьего 
квадрантов, т.е. прямой у=х. 

Изобразим схематически соотношения между разными видами отобра- 
жения множества АД на множество В и А в множество В. 


Отображения А в В 
Отображения А на В 


Обратнмые 


отображения А на В 


Обратимые 
отображения А в В 





Напомпим еще раз, что самым общим понятием является понятие отобра- 
жения А в В. Если при таком отображении образ А совпадает с В, говорят 
0б отображении А на В. 
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Обратимые отображения называют еще ззаимно однозначными отобра- 
жениями. Этот термин вам часто встретится в книгах. Но не принято гово- 
рить о «взаимно однозначных функциях». Так как мы считаем слова «функ- 
ция» и «отображение» синонимами, то вместо. слов «взаимно однозначный» 
мы предночли применять слова ‹обратимая функция» или, что то же самое, 
«обратнмое отображение». 


В последнее время в нашей литературе получила еще распространение французская 
терминология: 


1} отображение А на В французы называют «сюръективными», или «сюръекциями»; 

2} обратимые отображения Ав В они называют «инъективными» или «инъекциями», 

3) обратимые отображения А на В во французской терминологии называются чбиек- 
тивнымя», или «биекциями». 5 


Обратите внимание на то, что прн внимательном отношенни к употреблению предло- 
гов «в» и «на» такое обилне терминов излишне. 


ЗАДАЧИ 
Нуликом отмечены совсем легкие вопросы, отвечая на которые, вы можете проверить, 


поняли ли вы написанное в статье. Более трудные задачи отмечены звездочкой. Не обязатель- 
но их решать все. 


1. Введение 


15. Найдите области определения н множества значений следующих функций: 
1 Е 
а) и={;ф=-я, бу=фт@=Тя 1. 


2? Целой частью числа х называется наибольшее целое число, ие превосходящее х. 
Целая часть х обозначается [х]. Например. 


‚ [0] =0, [7,5] = [7] =7, [—0,3] = 1, [—п] = —4. 


Разность х— [х] называется дробной частью числа х и обозначается [х}. Постройте графики 
следующих функций и найдите их области определения и множества значений- 


Е 1 ‘ 
а) | (<) =], б БО =, В Бф=[-ф—, Плы= 





| 
1%: — 5 |, 


| 
‚ з*) #8) = Ти. 


1 В: 1 
д*) ь = [--|, е*) в =ту, ж*) ье- |: 


— = 


3*. Для любого натурального числа л‘определим $(л} ка 
{не считая самого л). Например, 


$(1)=0, $()=1, $(6)=6, $(12) =16, $(28) =28, ... 
Доказать что, $(л} не принимает значений 2 н 5. 


х 


сумму делителей числа п 


2. Функция 


4°. Два человека (Аи 8) могут поселиться в двух комнатах четырьмя разными спо- 
собамн: 





АВ А В 


м ыы ыы 


АВ В А 











Сколькими способами можно поселить: а} двух человск в трех комиатах, 6) трех че- 
ловек в двух комнатах, в) трех человек в двух комнатах так, чтобы ни одна из комнат не 
осталась незанятой? 
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560. Множество М! состоит из трех элементов. а множество М — из двух элементов _ 
Сколько существует: а) отображенний М в №. 6) отображений М на №. в) отображений 
№в М, г) отображений № на М? ® 

6. Сколько существует семизназных телефонных номеров? Какое число низ них образо- 
вано только цифрами 0. 1, 2и 3? 

7. Докажите, что существует более мнллнона функций, принимающих только два зна- 
чения Фи 1 и определенных иа множестве нервых двадцати натуральных чисел. 

8. Множество 41 состоит из 27 элементов, а множество А из п элементов. Сколько су- 
ществует функций, определекных на множестве М со значениями, принадлежащими мио- 
жеству №? 

Замечание. Задачи 8, И, 18, 19 принадлежат к числу осповных задач комбн- 
наторики. Мы приводим их здесь, чтобы показать, что комбинаторика в значительной 
своей части и занимается подсчетом числа отображеннй того нли иного типа конечных мио- 
жеств в конечные множества. 

9. Сколькими способами можно рассадить: а) двух гостей на двух стульях, 6) трех -— 
на трех стульях, в) шестерых — на шести стульях? 

10. Множество Ё состоит из шести элементов. Показать, что существует ровно 720 
функций, для которых Ё является как областью определения, так н миожеством значений. 

11. Отображение консчного множества на себя называется подстановкой. Число 


различных подстановок множества зависит только от числа его элементов п и обозначается 
п!. Покажите, что 


ПЕ, 21-9, 3156, 4!=24, 5 -- 120, 6!--720. 
Укажите общий ©нособ вычислепия я! 


3. Обратимая функция 
12%. Какие из следующих функций обратимы н какие не обратимы? 


(=, =, Вох", Н(х) == 8 

13. В классе за кажлой партой сидит не более двух человек. Поставнм в соответствие 
каждому ученику его соседа по парте, а если он сидит один. то его самого. Каково будет 
обратное отображение? 

14. Пусть каждому слову русского языка поставлено в соотвегствне слово, занисанное 
-теми же буквами, но в обратном порядке (словом назовем любую конечную последователь- 
ность букв). Является ли эта функция обратимой? Еслн да, то какова обратная функция? 

15. Отображеине конечного множества на себя всегда обратимо. Дайте пример иеобра- 
тимого отображения множества натуральных чисел ца себя. 

16. Девять туристов должузы разместиться в трех лодках. Сколькими способами опи 
могут это сделать, если требуется, чтобы: а) в кажлой лодке было по три человека. 6) в каж- 
дой лодке было не более четырех и не менее двух человек, в) в каждой лодке плыл хотя бы 
одни турист? (Лодки имеют номера: № 1, №2. № 3.) 

17*. Если у хозяев достаточно стульев, то не принято сажать на один стул более од- 
ного гостя: мпожество гостей отображается в множество стульев обратимым образом. Если 
в компате всего шесть стульев, то сколькими способами можно рассадить на пих: а) од- 
ного гостя, 6} двух гостей, в} трех, г) четырех. д} пять, ©) шесть гостей? 

18*. Обратимые отображения одного конечного множества М в другое комечное мио- 
жество № называются в комбинаторике размещениями (гостей «размещают» по стульям). 
Чнело отображений множества Л в множество № зависит только от числа элементов № 


мпожества АЙ в чнсла и элемевтов множества Л и обозначается ре Покажите, что 


АТ =Ь А. = 4222, А} =3, АЗ = 4 =6, То = 90, 


п 
19*. Задача 16в может быть сформулирована абстрактно: сколько существует оъ0б- 


ражений множества из девяти элемситов на множество из трех элементов. Обозначим О" 
число отображений множества из я элементов на множество из 2 элементов. Проверьте. ч го 


08=6, 02=12, 0} =36, би=м 


и установите общее правило вычисления Ат. Покажите что всегда ДИ АЯ. 


Попробуйте дать общее правнло вычисления р (5то несколько более трудная задача, чем 
задачи 8, 1 и 18). 

20*. Сколько существует функций, определенных иа уножестве из 28 элементов. 
когорые принимают каждое из четырех значений П, К, Сн В по шесть раз? 

Это задача о числе способов справедливо распределить в феврале дежурства между 
Пстей, Колей, Сашей и Володей (пример 3 на стр. 29}. 
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Кузттестте.го 


И. ш. СЛОБОДЕЦКИЙ 


Почему при резком торможении автомобиль заносит! 
Почему скрипит плохо смазанная дверь! 

Почему движущийся равномерно смычок 

заставляет звучать скрыпичную струну! 

Все это объясняется свойствами сипы трения, 

о которых м ымдет речь в этой статье. 


С трением мы сталкиваемся на каж- 
дом шагу. Вернее было бы сказать, 
что без трения мы и шагу ступить 
не можем. Но несмотря на ту большую 
роль, которую играет трение в нашей 
жизни, до сих пор не создана доста- 
точно полная картина возникновения 
трення, и вопрос этот остается неяс- 
ным. Это связано даже не с тем, что 
трение имеет сложную природу, а ско- 
рее с тем, что опыты с трением очень 








Вверху: копия с рисунка Леонардо да Винчи. 


чувствительны к обработке поверхнос- 
ти и поэтому трудно воспроизводимы. 

Вот пример. Английский физик Гар- 
дн исследовал зависимость силы тре- 
ния между стеклянными пластинка- 
ми от температуры. Он тщательно обра- 
батывал пластинки хлорной известью 
н обмывал их водой, удаляя жиры 
и загрязнения. Трение — увели- 
чивалось с температурой. Опыт был 
повторен много раз, и каждый раз 
получались примерно одни и те же 
результаты. Но однажды, моя плас- 
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тинки, Гарди протер их пальцами. 
Трение перестало зависеть от темпе- 
ратуры. Протерев пластинки, Гарди, 
как он сам считает, удалил с них 
очень тонкий слой стекла, изменив- 
ший свои свойства из-за взаимодейст- 
вия с хлоркой и водой. 

Когда говорят о трении, различают 
три несколько отличных физических 
явления: сопротивление при движе- 
нин тела в жидкости или газе — его 
называют жидким трением; сопротив- 
ление, возникающее, когда тело сколь- 
зит по какой-нибудь поверхности, — 
трение скольжения, или сухое тре- 
ние; и сопротивление, возникающее, 
когда тело катится, — трение качения. 
Эта статья посвящена сухому трению. 

Первые исследования трения, о ко- 
торых мы знаем, были проведены Лео- 
нардо да Винчи примерно 450 лет на- 
зад. Он измерял силу трения, дейст- 
вующую на деревянные параллелепи- 
педы, скользящие по доске, причем, 
ставя бруски на разные грани, опре- 
делял зависимость силы трения от пло- 
щади опоры. Но работы Леонардо да 
Винчи не были опубликоганы. Они 
стали известны уже после того, как 
классические законы трения были в 
17—18 в.в. вновь открыты французски- 
ми учеными Амонтоном и Кулоном. 

Вот этн законы: |) сила трения Р 
прямо пропорциональна силе № нор- 
мального давления тела на поверх- 
ность, по которой движется тело: 
Е=ЕМ, где Ё — безразмерный коэф- 
фициент, называемый коэффициентом 
трения; 2) сила трения не зависит от 
площади контакта между поверхнос- 
тями; 3) коэффициент трения зави- 
сит от свойств трущихся поверхнос- 
тей; 4) сила трения не зависит от 
скорости движения тела. 

Триста лет исследований трения 
подтвердили правильность трех пер- 
вых законов, предложенных Амонто- 
ном и Кулоном. Неверным оказался 
лишь последний — четвертый. Но это 
стало ясно много позже, когда появи- 
лись железные дороги и машинисты 
заметили, что при торможенин состав 
ведет себя не так, как предсказывали 
инженеры. 
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Амонтон и Кулон объясняли про- 
нсхождение трения довольно просто. 
Обе поверхности неровные, они пок- 
рыты небольшими горбами и впадина- 
ми. При движении выступы цепляют- 
ся друг за друга, и поэтому тело все 
время поднимается н опускается. Для 
того чтобы втащить тело на «холмы», 
к нему нужно приложить определен- 
ную силу. Если выступы большие, то 
и сила нужна побольше. Но это объяс- 
нение противоречит одному очень су- 
щественному явлению: на трение тра- 
тится энергия. Кубик, скользящий по 
горизонтальной поверхности, останав- 
ливается. Его энергия расходуется на 
трение. А поднимаясь и опускаясь, 
тело не тратит своей энергии. Вспом- 
ните аттракцион «американские горы». 
Когда санки скатываются с горки, их 
потенциальная энергия переходит в 
кинетическую, и скорость санок воз- 
растает, а когда санки въезжают на 
новую возвышенность, кинетическая 
энергия, наоборот, переходит в потен- 
циальную. Энергия’ санок уменьша- 
ется за счет трения, но не из-за подъе- 
мов и спусков. Аналогично обстоит 
дело и при движении одного тела по 
поверхности другого. Здесь потери 
энергии на трение также не могут 
быть связаны с тем, что выступы 
одного тела взбираются на бугры 
другого. 

Есть еще возражения. Например, 
простые опыты по измерению силы 
трения между полированными стек- 
лянными пластинками показали, что 
при улучшении полировки поверхно- 
стей сила трения сначала не меняется, 
а затем возрастает, а не убывает, как 
следовало бы ожидать на основании 
модели явления, предложенной Амюн- 
тоном и Кулоном. 

Механизм трения значительно бо- 
лее сложен. Из-за неровностей поверх- 
ностей они соприкасаются только в 
отдельных точках на вершинах высту- 
пов. Здесь молекулы соприкасающих- 
ся тел подходят на расстояния, со- 
нзмеримые с расстоянием между мо- 
лекулами в самих телах, и сцепляют- 
ся. Образуется прочная связь, кото- 
рая рвется при нажиме на тело. При 


движенни тела связи постоянно воз- 
никают и рвутся. При этом возникают 
колебания молекул. На эти колеба- 
ния и тратится энергия. 

Площадь действительного контакта 
составляет обычно от одного до двух 
тысяч квадратных микронов. Она 
практически не зависит от размеров 
тела и определяется природой поверх- 
ностей, их обработкой, температурой 
и силой нормального давления. Если 
на тело надавить, то выступы смина- 
ются, и площадь действительного кон- 
такта увеличивается. Увеличивается 
н сила трення. 

Прн значительной шероховатости 
поверхностей большую роль в уве- 
личении силы трения начинает играть 
механическое зацепление между «хол- 
мами». Они при движении сминаются, 
и прн этом тоже возникают колебания 
молекул. 

Теперь понятен опыт с полирован- 
ными стеклянными пластинками. Пока 
поверхности были «грубые», число кон- 
тактов было невелико, а после хоро- 
шей полировки оно возросло. Можно 
привести еще пример увеличения тре- 
ния с улучшением поверхности: Если 
взять два металлических бруска с чис- 
тыми полированными поверхностями, 
то они слипаются. Трение здесь стано- 
вится очень большим, так как площадь 
действительного контакта велика. 
Силы молекулярного сцепления, кото- 
рые ответственны за трение, превра- 
щают два бруска в монолит! 

В домашних условиях можно про- 
вестн следующий опыт. Поставьте 
рюмку на стеклянную пластинку и, 
привязав к ножке бечевку, потащите 
рюмку.Затем увлажните стекло и нож- 
ку рюмки водой, которая смоет жи- 
ры и грязь. Опять потащите. Теперь 
это сделать значительно труднее. Чис- 
тый контакт стекло — стекло разор- 
вать нелегко. Присмотревшись к по- 
верхности, вы можете заметить даже 
царапины. Вырвать кусочки стекла 
оказывается легче, чем разорвать кон- 
такт! 

Рассмотренная намн модель трения 
довольно груба. Мы не останавлива- 
лись здесь на диффузии молекул, то 


Кузи.поссгпю.гГи 


есть на проникновении молекул од- 
ного тела в другое, на роли электри- 
ческих зарядов, возникающих на со- 
прикасающихся поверхностях,на роли 
и механизме действия смазки. Эти 
вопросы во многом неясны, а объяс- 
нения спорны. Можно только удив- 
ляться тому, что при такой сложнос- 
ти трение описывается столь простым 
законом: РЕМ. И хотя коэффициент 
трения А не очень постоянен и нес- 
колько меняется от одной точки по- 
верхности к другой, для многих по- 
верхностей, с которыми мы часто стал- 
киваемся в технике, можно делать дос- 
таточно хорошие оценки ожидаемой 
силы трения. 

Сухое трение имеет одну существен- 
ную особенность: трение покоя. Если 
в жидкости или газе трение возникает 
только при движении тела и тело мож- 
но сдвинуть, приложив к нему даже 
очень маленькую силу, то при сухом 
трении тело начинает двигаться толь- 
ко тогда, когда проекция приложен- 
ной к нему силы Ё на плоскость каса- 
тельную к поверхностн, на которой 
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лежит тело, станет больше некоторой 
величины. Пока тело не начало сколь- 
зить, действующая на него сила тре- 
ния равна касательной составляющей 
приложенной силы и направлена в 
противоположную сторону. При уве- 
личении приложенной силы сила тре- 
ния тоже возрастает, пока не дости- 
гает максимальной величины, равной 
АМ, при которой начинается скольже- 
ние. Дальше сила трения уже не ме- 
няется. 
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Часто об этом забывают при решении 
задач. На вопрос «какая сила трения 
действует на стол весом 30^кГ, стоя- 
щий на полу, если коэффициент тре- 
ния равен 0,4», большинство уверен- 
но отвечает: «!2 кГ», что неверно. 
Сила трения равна нулю, иначе стол 
поехал бы в сторону действия силы 
трения, так как других горизонталь- 
ных сил нет. 

Итак, если тело покоится, то для то- 
го, чтобы сдвинуть его с места, к телу 
нужно приложить силу, болыпую мак- 
симально возможной силы трения по- 
коя, которое обусловлено прочностью 
молекулярных связей. А как обстоит 
дело, если тело уже движется? Какую 
силу нужно приложить для того, что- 
бы тело начало двигаться еще и в дру- 
гом направлении? Оказывается, сколь 
угодно малую. Связано это как раз 
с тем, что сила трения не может быть 
больше максимальной силы трения 
покоя. 

Попробуйте проделать простой опыт. 
Возьмите книжку и положите ее од- 
ним краем на другую книжку потол- 
ще. Получится наклонная плоскость. 
Теперь положите на эту плоскость 
спичечный коробок, к которому при- 
вязана нитка. Если коробок сколь- 
зит, то уменьшите наклон плоскости, 
взяв книжку-подставку  потоньше. 
Потяните за нитку коробок вбок. 
При этом он поедет еще и вниз! 
Уменьшите наклон плоскости и опять 
потяните за нитку. Та же картина. 
Коробок соскальзывает даже при 
очень малых углах наклона плос- 
кости. Сила трения, раньше удержи- 
вавшая коробок на плоскости, стала 
почему-то очень маленькой. 

Попробуем понять, в чем здесь де- 
ло. Если бы коробок двигался только 
горизонтально, то параллельно ребру 
наклонной плоскости на него действо- 
вала бы сила трения, равная Ё№. Для 
того чтобы коробок при этом не сос- 
кальзывал вниз, вверх на него долж- 
на действовать сила трения, равная по 
величине проекции веса коробка на 
наклонную плоскость. Равнодейст- 
вующая этих двух сил трения больше 
чем АМ, а этого быть не может. Зна- 
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чит, коробок должен соскальзывать 
с наклонной плоскости. 

Возьмем брусок, привяжем к нему 
нить и, положив брусок на горизон- 
тальную плоскость, будем тянуть за 
нить с постоянной скоростью м1. При- 
ложив к бруску силу, перпендикуляр- 
ную к \, его можно заставить дви- 
гаться еще и в этом направлении с пос- 
тоянной скоростью у.. Сила трения 
при этом будет равна № и направле- 
на противоположно скорости У дви- 
жения бруска относительно плоскос- 
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ти (У=Уу, | У.). Разложим силу тре- 
ния на две составляющие по направ- 
лениям скоростей м, иу,: 


Ру = РтрсозВ, Е» -= Рур мп В, 
где В — угол между векторами м, и У, 
ы 
а = — 
+6 о 
Составляющая ЁР, силы трения 
уравновешивает силу натяжения ни- 


ти, а составляющая Ё., — «боковую» 
силу, приложенную к бруску. Так как 


зв = РА 
Утв 
то 
ыы = 
т = Ртр в Е 
„» \2 
+ (=) 
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Если 9. 1, то угол В мал и зп Вл 
216 В. 


В этом случае Р, = Ре В = М, 
1 


и составляющая силы трения, препят- 
ствующая движению бруска «вбок», 
оказывается пропорциональной ско- 
рости этого движения. Картина полу- 
чается такая, как при малых скорос- 
тях при жидком трении. А это озна- 
чает, что брусок, движущийся в 
некотором направлении, можно за- 
ставить двигаться еще и в перпенди- 
кулярном направлении сколь угодно 
малой силой. 





Любопытный вывод можно теперь 
сделать для коробка, движущегося по 
наклонной плоскости.ЗдесьР ,=Рута, 
а №М=Рсоза {Р — вес коробка, & — 
угол наклона плоскости к горизон- 
ту}. Поэтому 


ые 
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(Это справедливо, конечно, лишь при 
{5 а<Ё, так как при больших углах 
наклона плоскости к горизонту коро- 
бок уже не удерживается на плоскости 
силой трения.) 

При малых углах наклона плоскос- 
ти к горизонту (таких, что {ва <Ё) 


{а 
ии“ | 


Рупа =Ё.Р сом 


откуда 


ЕЯ 


то есть скорость соскальзывания ко- 
робка пропорциональна скорости его 
движения параллельно ребру наклон- 
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ной плоскости и тангенсу угла на- 
клона плоскости к горизонту. 

Этот вывод легко проверить экспе- 
риментально. Так как при равномер- 
ном движении путь, пройденный те- 
лом, пропорционален скорости, то от- 
ношение скорости 9, к 9, будет рав- 
но отношению отрезков, которые прой- 
дет коробок в этих направлениях. 

Явление, о котором шла речь, сов- 
сем нередкое и встречается довольно 
часто. Например, известно, что при 
резком торможении электродвигателя 
ремень передачи часто соскальзывает 
со шкивов. Происходит это потому, 
что при торможении двигателя ремень 
начинает проскальзывать относитель- 
но шкивов, И достаточно небольшой 
силы, чтобы сдвинуть ремень вбок. 
Так как обычно имеется небольшой 
перекос в установке шкивов и ремня, 
то такой силой является составляю- 
щая силы натяжения ремня. Вот еще 
примеры. Когда хотят вытащить 
гвоздь из стенки без помощи клещей, 
его сгибают и тащат, поворачивая 
одновременно вокруг оси. По той же 
причине при резком торможении ав- 
томобиль теряет управление: машину 
«заносит». Колеса скользят по доро- 
ге, а боковая сила возникает за счет 
неровностей дороги. 

Остановимся теперь на последнем 
законе Амонтона — Кулона: сила тре- 
ния не зависит от скорости тела. Это 
не совсем так. 

Вопрос о зависимости силы трения 
от скоростн имеет очень важное прак- 
тическое значение. И хотя экспери- 
менты здесь имеют много специфиче- 
ских трудностей, они окупаются ис- 
пользованием полученных сведений, 
например, в теории резания металлов, 
в расчетах движения пуль и снарядов 
в стволе и т. д. 

Обычно считают, что для того, чтобы 
сдвинуть тело с места, к нему нужно 
приложить ббльшую силу, чем для 
того, чтобы тащить тело. В боль- 
шинстве случаев это связано с загряз- 
нениями поверхностей трущихся тел. 
Например, для чистых металлов та- 
кого скачка силы трения не наблю- 
дается. Опыты с движением пули в 
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стволе показали, что с увеличением 
скорости пули величина силы трения 
сначала быстро убывает, затем она 
уменьшается все медленнее, а при 
скоростях, больших 100 мДек, начи- 
нает возрастать. График зависимости 
силы трения от скорости показан на 
рисунке. Грубо это можно объяснить 
тем, что в месте контакта выделяется 
много тепла. При скоростях порядка 
100 м/сек температура в месте контак- 
та может достигать нескольких тысяч 
градусов, и между поверхностями об- 
разуется слой расплавленного метал- 
ла. Трение становится жидким. При 
больших же скоростях жидкое трение 
пропорционально квадрату скорости. 

Интересно, что примерно такую же 
зависимость от скорости имеет сила 
трения смычка о струну. Именно поэ- 
тому мы можем слушать игру на смыч- 
ковых инструментах — скрипке, вио- 
лончели, альте. 

При равномерном движении смыч- 
ка струна увлекается им и натягива- 
ется. Вместе с натяжением струны 
увеличивается сила трения между 
смычком и струной. Когда величина 
силы трения становится максимально 
возможной, струна начинает проскаль- 
зывать относительно смычка. Если бы 
сила трения не зависела от относитель- 
ной скорости смычка и струны, то, 
очевидно, отклонение струны от по- 
ложения равновесия не изменя- 
лось бы. 

Но при проскальзывании трение 
уменьшается. Поэтому струна начи- 
нает двигаться к положению равно- 
весия. При этом относительная ско- 
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рость струны увеличивается, а это еще 
уменьшает силу трения. Когда же стру- 
на, совершив колебание, движется в 
обратном направлении, ее скорость от- 
носительно смычка уменьшается, и 
смычок опять захватывает струну. Все 
повторяется. Так возбуждаются коле- 
банния струны. Этн колебания незату- 
хающие, так как энергия, потерян- 
ная струной при ее движении, каж- 
дый раз восполняется работой силы 
трения, подтягивающей струну до по- 
ложения, при котором струна сры- 
вается. 

Этим можно и закончить статью о 
сухом трении — явлении, природу ко- 
торого мы ‘еще не понимаем достаточ- 
но хорошо, но умеем описывать с по- 
момью законов, выполняющихся с 
удовлетворительной точностью. Это 
дает нам возможность объяснять 
многие физические явления и делать 
расчеты, необходимые при построй- 
ке машин. 


ЗАДАЧИ 


1. Почему автомобиль поворачивает, когда 
поворачивают его передние колеса? 


2. Положите горизонтально палку на вы- 
тянутые указательные ‚пальцы. Медленно 
передвнгайте правую руку к левой. Почему 
при этом палка тоже передвигается, причем 
так, что ее равновесие не нарушается: 


3. Нарисуйте график зависимости силы 
трения, действующей на брусок. находящийся 
на наклонной плоскости, от угла наклона 
плоскости к горизонту. 


4. Нарисуйте график зависимости силы 
трения, действующей на брусок, находящий- 
ся на горизонтальной поверхности, от угла, 
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который составляет приложенная к этому 
бруску сила с горизонтом. Приложенная 
к бруску сила меньше веса бруска, а угол 


Л 
меняется от 0 до 2. 


5. Оборвавшиеся при бурении трубы мож- 
но поднимать с помощью устройства, показан- 
ного на рисунке. Стержни АВ и АС шарнирно 
прикреплены к тросу в точке А. Подъем тру- 
бы осуществляется за счет трения стержней 
о трубу. Найдите условие, при котором с 
помощью подобного устройства можно под- 
нимать трубы любого веса. Трос, конечно, 
достаточно прочен, 


6. Небольшой кубик массы т лежит 
на шероховатой плоскости, наклоненной к 
горизонту под углом а. Коэффициент трения 
&- ва. Определите минимальную горизон- 
тальную снлу Ё (см. рисунок), с которой нуж- 
но толкать кубик. чтобы он начал двигаться. 


7. Маховик раднуса Ю-=20 см насажен на 
горизонтальную ось раднуса г=2 см. Закре- 
пив ось, маховик можно снять, если его по- 
тянуть с силой ЁР=- 100 кГ. Для того чтобы 
снять маховик было легче, к его ободу при- 
кладывают снлу Ё,:=8 кг, создающую вра- 
щательный момент относительно оси. С какой 
минимальной силой Р. пужно при этом тя- 
нуть маховик вдоль оси? 


8. Почему скрипит плохо смазаниая дверь? 
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МАКС БОРН 
ОБЪЯСНЯЕГ ТЕОРИЮ 
ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 


Одна дама попросила 
Макса Борна разъяснить ей 
теорию относительности. 

— Извольте. Только нач- 
му я с предисловия. 

Как-то ко.мне приехал по- 
гостить коллега из Франции. 
При встрече - выяснилось, 
что он говорит по-иемецки 
примерно так же скверно, 
как я по-французски. Влро- 
чем, © проблемах физыки 
мы беседовали на’ языке 
формул и потому довольно 
быстро достигли взаимопо- 
нимания. Хуже обстояло де- 
ле, когда мы пытались гово- 
рить об обычных вещах. 

В знойный день мы _дол- 
го Плутали по лесу. Устали, 
и мне захотепось пыть. Тут 
как раз мы набрели на фер- 
му, и я предложил. 

— Давайте купим  мо- 
лока. : 

-— Молока? А что такое 
молоко? } 

— Это жидкость. Такая, 
знаете, белая жидкость. 

— Жидкость? А ‘что та- 
кое белая? 

-— Вам неизвестен белый 
цвет? Надеюсь, лебедя Вы 
зидели? 

— А что такое лебеды 

— Лебедь — это бБоль- 
шая птица с изогнутой шеей. 

— С изогнутой шее 

— Вы не знаете, что та- 
кое изогнутая шея? Посмо- 
трите на мою руку. Всотя 
держу её изогнутой. 

— А... Вот что такое изо- 
гнутая шея. Сласибо боль- 
шое. Теперь я, кажется, по- 
нял, что такое молоко... 

Дема быстро перевела 
разговор на другую тему. 
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АЕКазаниееве вв крис- 
талла является определение его струк- 
туры. Зная конфигурацию атомов в 
кристаллической решетке и поняв сим- 
метрию их расположения, можно, на- 
пример, зарансе сказать, будет ли 
кристалл ньезоэлектриком, то есть бу- 
дет ли на его гранях ПОЯВЛЯТЬСЯ 
электрическое напряженне при меха- 
ническом сжатии: будет ли кристалла 
обладать сегнетозлектрическим пере 
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ходом, который происходит при оп- 
ределенной температуре и заключает- 
ся в том, что внутри кристалла воз- 
никает электрическое поле; будет ли 
в веществе возникать световая волна 
двойной частоты, если через него про- 
пустить свет лазера и т. д. Структура 
кристалла — это паспорт, хоторый мо- 
жет многое рассказать о своем вла- 
дельце. 

Познакомкться с различной «упа- 
ковкой» атомов в кристалле можно 


при помощи несложных вспомогатель- 
ных средств. Воспользовавшись метал- 
лическими шариками от подшипни- 
ков, мы можем строить модели крис- 
таллов, применяя тог же самый прин- 
цип, по которому природа строит 
кристаллы. Именно такому практиче- 
<скому знакомству с некоторыми фор- 
мами кристаллических решеток и по- 
священа настоящая статья. Построй- 
кой пространственных моделей, на ко- 
торых ясно видны все особенности 
расположения атомов в сложных 
структурах, не пренебрегает ни один 
кристаллограф. Но прежде чем при- 
ступить к опытам, необходимо сделать 
несколько теоретических замечаний. 

Существование кристаллической ре- 
шетки обусловлено силами взаимодей- 
ствия между атомами. На малых рас- 
стояниях преобладают силы отталки- 
вания, которые быстро возрастают при 
попытке сблизить атомы. На больших 
расстояниях преобладают сравнитель- 
но медленно убывающие с расстоянием 
силы притяжепия. При сближенни ато- 
мов нод действием сил притяжения по- 
тенциальная энергия взаимодействия 
убывает аналогично тому, как убывает 
потенциальная энергия камня, падаю- 
щего на землю. На расстоянни, при ко- 
тором снлы притяжения и отталкива- 
ния становятся равными, потенциаль- 
ная энергия имеет минимум, после чего 
резко возрастает за счет работы про- 
тив сил отталкивания. Зависимость 
потенциальной энергни от расстояния 
выглядит примерно так, как показано 
на рисунке 1. В состоянии равнове- 
сия атомы займут места, соответствую- 
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щие минимуму потенциальной энер- 
гии. Когда атомов много, это приве- 
дет в конечном счете к пернодиче- 
скому повторению некоторой наибо- 
лее выгодной в смысле энергии кон- 
фигурации небольшой группы атомов, 
образующих так называемую элемен- 
тарную ячейку. 

Существуют вещества с очень слож- 
ной структурой, как, например, не- 
которые силикаты, элементарная ячей- 
ка которых содержит более двухсот 
атомов. Другие вещества, например, 
многие металлы, образуют кристал- 
лическую решетку по очень простому 
закону. Мы, естественно, начнем с 
простейших образований. В наших 
опытах роль атомов будут играть ме- 
таллические шарики, силами отталкн- 
вания будут упругне силы, возвикаю- 
щие при соприкосновении шаров, а си- 
лу притяжения заменит сила тяжести. 

Натянем на отверстие круглой бан- 
ки, коробки или отрезка трубы 






потенциальная эназгяя 





расстояние 
—_ф 


45 


тонкую резиновую пленку (например, 
от хирургической перчатки) и закре- 
пим ее с помощью резинового кольца. 
Положим на пленку два шарика. 
Они слегка прогнут пленку и «при- 
тянутся» друг к другу. Их потен- 
цнальная энергия в зависимости от 
расстояния изменяется примерно так, 
как показано на рисунке 3, что очень 
похоже на график рисунка {1.Положив 
на пленку штук тридцать шариков 
и слегка встряхнув коробку, мы уви- 
дим, что шарики расположатся пра- 
вильными рядами. Центры шаров бу- 
дут лежать в вершинах равносторон- 
них треугольников со стороной, рав- 
ной диаметру шара, а сами шарики 
заполнят всю плоскость и образуют 
сеть, которую называют гексагональ- 
ной*). Каждый шар окружен шестью 
касающимися его и друг друга шара- 
ми. Их центры образуют правильные 
шестнугольники. (рис. 2). 

Если повернуть всю сеть вокруг 
оси, проходящей через центр любого 
шара, на одну шестую оборота, то 
одий ‘шары встанут на место других, а 
общее расположение системы в прост- 
ранстве останется неизменным. Сеть 
шаров перейдет сама в себя. После 
шести таких поворотов каждый шар 
встанет на прежнее место. Кристал- 
лограф скажет в этом случае, что че- 
рез центр каждого шара проходит пер- 
пендикулярная к плоскости шаров ось 
симметрин шестого порядка. Из-за 
этих-то осей сеть и получила назва- 
ние гексагональной. Кроме осей сим- 
метрии шестого порядка, имеются так- 
же оси третьего порядка, проходящие 
через центры лунок между шарами. 
(Ось симметрии третьего порядка —это 
такая прямая, при повороте вокруг ко- 
торой — каждый раз на угол в 120 
— мы возвращаемся к первоначаль- 
ной картине. Тело неправильной фор- 
мы имеет ось’ симметрии первого по- 
рядка, то есть оно переходит само в 
себя только при полном обороте. На- 
против, через центр круга перпенди- 
кулярно к его плоскости проходит 





*; От греческого «гекса» — шесть и го- 
ниая — угол. 
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ось симметрии бесконечного порядка, 
так как круг переходит сам в себя 
при любом бесконечно малом угле по- 
ворота.) 

Все дальнейшее будет понятно лишь 
в том случае, еслн у вас под руками 
будут шарики, из которых вы буде- 
те строить модели различных кри- 
сталлов. 

Рассмотрим один прямолинейный 
ряд лунок между двумя рядами шаров 
(рис. 4). В ием нмеются лунки двух 
сортов: одци сдвинуты к одному ряду 
шаров, другие — ко второму. Как тех, 
так и других столько же, сколько и 
шаров в ряду. Таким образом, в бес- 
конечной сети лунок вдвое больше, 
чем шаров. Они образуют две гекса- 
гональные сетки, такие же, какие об- 
разуют центры шаров. Эти три сетки 
сдвинуты друготносительно друга так, 
что оси шестого порядка каждой сети 
совпадают с осями третьего порядка 
двух других. 





В одну из этих систем лунок лягут 
шары второго слоя, образуя гексаго- 
нальную сеть соприкасающихся ша- 
ров, подобную первой. Однако сил 
притяжения за счет упругости плен- 
ки может не хватить, чтобы удержать 
шары второго, а тем более третьего 
слоя. Поэтому, зная, как ложатся ша- 
ры в нижнем слое, сделаем из фанеры 
лоток в форме правильного треуголь- 
ника (рис. 5), такой, чтобы вдоль 
каждой стороны плотно укладывалось 
целое число шаров (в нашей модели 
их семь), и заполним его шарами пер- 
вого слоя. 

В какую систему лунок укладывать 
шары, второго слоя, безразлично, а 
для третьего слоя системы лунок ока- 
зываются неэквивалентными: центры 
одной системы располагаются над 
центрами шаров первого слоя, а вто- 
рая система находится над пустыми 
лунками первого слоя. Начнем с ук- 
ладки шаров в лунки, лежащие над 
шарами первого слоя. При этом тре- 
тий слой по расположению шаров в 
точности повторит первый, четвер- 
тый— второй и т. д. Слон будут повто- 
ряться через один. Мы получим не 
очень устойчивую пирамиду (рис. 6}, 
что, впрочем, связано только с тем, 
что в нашей модели сила «притяже- 
ния» действует только вниз и шары, 
лежащие в крайних лунках, «легко 
выдавливаются шарами верхних 
слоев. 

Подобная укладка шаров называ- 
ется плотнейшей гексагональной упа- 
ковкой. Так кристаллизуются берил- 
лий, магний, кадмий, гелий при низ- 
кой температуре и давлении более 
двадцати пяти атмосфер. Она имеет 
только одну. систему параллельных 
плотно упакованных слоев. Перпен- 
дикулярно к этой системе слоев че- 
рез центр любого шара проходит ось 
симметрии третьего порядка. Сниже- 
ние симметрии связано с тем, что если 
ось проходит через центры шаров, 
например, четных слоев, являясь для 
них осью шестого порядка, то для не- 
четных слоев она пройдет через цент- 
ры лунок, и порядок их симметрии 
относительно этой оси будет только 
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третьим. Тем не менее упаковка назы- 
вается гексагональной, потому что ее 
можно рассматривать как две гекса- 
гональные решетки отдельно четных 
и нечетных слоев, вдвинутые одна в 
другую со сдвигом. Обратите также 
внимание на то, что пустые лунки во 
всех слоях находятся друг над дру- 
гом и через всю гексагональную струк- 
туру проходят каналы, в которые мож- 
но вставить стержни диаметром 0,155 
диаметра шара. Центры этих каналов 
также являются осями симметрии 
третьего порядка. На рисунке 6 хю- 
дель гексагональной структуры 
представлена со вставленными стерж- 
нями. 

Теперь будем укладывать шары 
третьего слоя в лунки, лежащие над 
свободными лунками первого слоя. 
В зависимости от того, в какую систе- 
му лунок мы положим шары второгс 
слоя, могут получиться две пирами- 
ды (рис. Ти 8). Первая пирамида ог- 
ранена правильными треугольниками 
с гексагональной укладкой шаров в 
плоскостях граней, которые ничем не 
отличаются от первого слоя нашей 
укладки, лежащего в основании пира- 
миды. Другими словамн, наша пира- 
мида является одним из пяти возмож“ 
ных правильных многогранников - 
тетраэдром. В полученной упаковке 
имеется четыре семейства плотно упа- 
кованных слоев, нормали к которым 
совпадают с осями симметрии третье- 
го порядка тетраэдра, проходящими 
через его вершины. В такой укладке 
ряды повторяются через два на тре- 
тий. 
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Боковые гранн второй инрамиды — 
равнобедренные прямоугольные тре- 
угольники, а сама пирамида является 
частью куба, отсеченной плоскостью, 
проходэицей через диагонали граней, 
имеющих общую. вершину (рис. 9). 
Укладка шаров на боковых гранях пи- 
рамиды происходит по квадратной 
сетке с рядами, параллельными дна- 
гоналям грани куба. 

„Легко обнаружить, что мы полу- 
чили не две разные упаковки, а од- 
ну, только с разной ориентацией. Дос- 
таточно начать удалять шарики, рас- 
положенные на ребрах тетраэдра, как 
начнут обнажаться грани куба, так 
же, как, убирая шарикн, лежащие 
вдоль ребер куба, мы постепенно 
превращаем куб в тетраэдр. Такую 
укладку называют плотнейшей куби- 
ческой упаковкой. Так кристаллизу- 
ются неон, аргон, медь, золото, пла- 
тина, свинец. Плотнейшая кубическая 
упаковка обладает всеми элементами 
 симметрни куба. В частности, оси сим- 
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метрии третьего порядкалетраэдра со- 
впадают с пространственными диаго- 
налями куба, являющимися для него 
также осями симметрии третьего по- 
рядка. В основе построения этой упа- 
ковки лежит элементарный куб из че- 
тырнадцати шаров. Восемь из них рас- 
положены в вершинах куба и шесть — 
в центрах его граней. При вниматель- 
ном рассмотрении второй пирамиды 
(рис. 8) этот куб можно найти в вер- 
шине пирамиды. Плотнейшую 
кубическую упаковку можно рассмат- 
ривать также как совокупность че- 
тырех простых кубических решеток, 
вдвинутых со сдвигом одна в другую. 
Прин таком рассмотрении стаковится 
особенно ясна равноправность всех 
шаров упаковки. По самому способу 
получения гексагональной и кубиче- 
ской плотнейших упаковок наложе- 
нием гексагональных слоев очевидно, 
что обе упаковки, несмотря на разную 
симметрию, нмеют одинаковую плот- 
ность, или, как говорят, одинаковый 
коэффициент заполнения. 





Если мы сделаем квадратный лоток 
и уложим шары по квадратной сетке, 
то тоже получится плотная упаковка. 
Хотя шары в каждом слое упакованы 
не самым плотным образом, лункн 
между шарами будут более глубоки- 
ми, и поэтому слои расположатся 60- 
лее тесно, чем при гексагональной 
структуре. Закончив укладку, мы по- 
лучим  четырехгранную пирамиду 
(рис. 10), боковые грани которой яв- 


Рис. 10 





ляются равносторониими треугольни- 
ками с гексагональной укладкой ша- 
ров. Если дополнить мысленно пира- 
миду такой же, но с вершиной, обра- 
щенной вниз, то получим третий 
после тетраэдра и куба правильный 
многогранник — октаэдр, имеющий 
восемь граней. Нетрудно догадаться, 
что мы получили снова плотнейшую 
кубическую упаковку, только теперь 
грани куба параллельны плоскости 
основания. Уберите шары, идущие 
вдоль ребер, и вы обнаружите на верх- 
нем сечении пирамиды пять шаров, 
образующих грань элементарного 
куба. 

С построенными моделями можно 
проделать ряд физических опытов. 

Встряхивая резиновую пленку, 
можно моделировать тепловое двн- 
жение атомов. (Вы видите, как с «по- 
вышением температуры» разрушается 
правильная укладка шаров.) 

Так как один гексагональный слой 
входит в сравнительно мелкие лунки 
другого, слои оказываются слабо свя- 
занными, в них легко может возни- 
кать скольжение. Попробуйте двигать 
один гексагональный слой по друго- 
му и вы убедитесь, что существует 
трн направления легкого скольжения, 
в которых слои передвигаются, как це- 
лое. То же самое имеет место в крис- 
таллах. Скольжением в этих трех нап- 
равлениях объясняются особеннос- 
ти пластической деформации кристал- 
лов. 

Модели можно строить из любых 
шарнков. Если нет возможности дос- 
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тать шарики от подшипников, то мож- 
но воспользоваться крупными бусами 
или в крайнем случае рябиной или 
мелкими яблоками. На рисунках 11 
и 12 показаны элементарные ячейки 
кубической и гексагональной упако- 
вок, склеенные из мячей для настоль- 
ного тенниса. Этот сравнительно дос- 
тупный и удобный материал мы реко- 
мендуем для изготовления моделей, 
особенно для школьного физического 
кабинета. 

Укладки соприкасающихся шаров 
как плотнейшие, так и другие играют 
в кристаллографии очень большую 
роль, и у нас еще будет повод о них 
поговорить. А пока запасайтесь ша- 
рами и стройте модели! 
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ОТКУДА 
ПРОИЗОШЛИ НАЗВАНИЯ 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ 
ФИГУР? 


Почти все названия геометрических фи- 
гур греческого происхождения, как и само 
слово геометрия, происходящее ост 
греческого слова угоцетр!< (геометриа) — 
землемерие. Однако эти слова вошли 
в русский язык не непосредственно с гре- 
ческого, а через латинский язык. 


Слово конус — это латинская форма 


греческого слова хш\ос (конос), означаю- 
щего сосновая шишка. 


Слово цилнндр происходит от латич- 
ского слова суЙпОги$ (цилиндрус}, являю- 
щегося латинской формой греческого сло- 


ва ХоМуброс {кюлйндрос), означающего 
валик, каток. 


Слово призма— латинская форма гре- 
ческого слова лроца (присма) —опи- 
ленная (имелось в виду опиленное 
бревно). 


Слово сфера — латинская форма гре- 
ческого слова Офолря (сфайра) — мяч. 
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Слово пирамида — Латинская форма 


греческого слова лурораб (пюрамис), ко- 
торым греки называли египетские 
пирамиды: это слово происходит от 
древне-египетского слова чпурама», кото- 
рым эти пирамиды называли сами егип- 
тяне. Современные египтяне называют пи- 
рамиды словом чахрам», которое также 
происходит от этого древнеегипетского 
слова. 


Слово трапеция происходит от ла- 
тинского слова фтарегшт (трапезмум) — 
латинской формы греческого слова тра- 
лебюу (трапезион) —столик. От этого 
же корня происходит наше слово чтрапе- 
за», означающее по-гречески стол. 


Слово ром б происходит от латинского 
слова готБиз (ромбус) — латинской фор- 


мы греческого слова ройВос (рбмбос), оз- 
начающего бубен. А№ы привыкли к тому, 
что бубен имеет круглую форму, но рань- 
ше бубны имели форму квадрата или ром- 
ба, о чем свидетельствуют изображения 
«бубен» на игральных картах. 


Непосредственно с латинского языка 
мы заимствовали слово пункт, употреб- 
ляющееся иногда в значении оточка» (от- 
сюда чпунктир»} и линия. 


Слово пункт происходит от латинско- 
го слова рипсбыт {пунктум) —укол; от 
зтого же корня происходит медицинский 
термин «пункция» — прокол. 


Слово линия происходит от латинского 
слова пеа (лынеа) — льняная (имеется в 
виду льняная нить). От этого же корня про- 
исходит наше слово «линолеум»ь, первона- 
чально означавшее промасленное льняное 
полотно. 


Таким образом, все названия геометри- 
ческих фигур первоначально были назва- 
нием конкретных предметов, имеющих 
форму, более или менее близкую к фор- 
ме данном фигуры. 

6. А. Розенфельд 
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ЗАДАЧНИК 
%°КВАНТА? 






ПО МАТЕМАТИКЕ 


МТ. В стране Анчурии, где правит 
президент Мирафлорес*), прибли- 
зилось время новых президентских 
выборов. В стране ровно 20 миллио- 
нов избирателей, из которых только 
один процент (регулярная армия Ан- 
чурин) поддерживает Мирафлореса. 
Мирафлорес, естественно, хочет быть 
избранным, но, с другой стороны, он 
хочет, чтобы выборы казались демо- 
кратическими. «Демократическим го- 
лосованием» Мирафлорес называет вот 
что: все избиратели разбиваются на не- 
сколько равных групп, затем каждая 
из этих групп вновь разбивается на 
некоторое количество равных групи, 
затем эти последние группы снова раз- 
бнваются на равные группы и т. д.; 
в самых мелких группах выбирают 
представителя группы— выборщика, 
затем выборщики выбирают пред- 
ставителей для голосования в еше 
большей группе ит. д.; наконец, пред- 
ставители самых больших груип вы- 
бирают президента. Мирафлорес де- 
лит избирателей на группы, как он 
хочет, и инструктирует своих сторон- 
ников, как им голосовать. Сможет ли 
он так организовать «демократические 
выборы», чтобы его избрали президен- 
том? (При равенстве голосов побеж- 
дает оппозиция.) 


ХХХИ Московская математическая 
олимпиада 


*) См. О’Генри, Короли и капуста. 
Избранные произведення в двух томах, 
ГИХЛ, 1955, т. 1, стр. 7. 
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Ниже публикуется несколько задач 
по математике и физике, которые начи- 
нают Задачник «Кванта». Многие из 
них довольно трудны. Лучшие 
решения этих задач, предложенных 
читателями, будут опубликованы в 
журнале 


ее... р — 





М2. Дана сфера радиуса 1. На ней 
расположены равные окружности 
оз, -.., №, радиусаг (п>3}. Окруж- 
ность фо касается всех окружностей 
%1,..., У„; Кроме того, касаются друг 
друга окружности у, иф.; № и Уз, ...; 
у» и у.. При каких п это возможно? 
Вычислить соответствующий радиус г. 


ХУШТ Математическая олимпиада 
Чехословакии 





МЗ. Нарисунке 1 плоскость покры- 
та квадратами пяти цветов. Цент- 
ры квадратов одного и того же цвета 
расположены в вершинах квадратной 
сетки. При каком числе цветов воз- 
можно аналогичное заполнение плос- 
КОСТИ? 


На рисунке 2 плоскость покрыта 
шестиугольниками семи цветов так, 
что центры шестиугольников одного 
и того же ивета образуют вершины ре- 
шетки из одинаковых правильных тре- 
угольников. При каком числе цветов 
возможно аналогичное построение? 


Примечанне. В первой зада- 
че число цветов может равняться еди- 
нице (все квадраты одного цвета) и 
двум (как на шахматной доске). Во 
второй задаче вы без труда найдете 
‚щрешения с одним цветом и с тремя 
цветами. Желательно дать полное ре- 
шение задач, т. е. онисать все раскрас- 
ки, удовлетворяющие указанным ус- 





Рис. 2. 


ловиям. Присылайте, однако, и непол- 
ные решения, если они покажутся вам 
интересными. Подумайте, например, 
существует ли во второй задаче ре- 
шение с тринадцатью цветами? 


А. Н. Колмогоров 


Дан отрезок АВ. Найти на 
плоскости множество точек С таких, 
что в треугольнике АВС медиана, про- 
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. 


веденная из вершины А, равна высоте, 
проведенной из вершины В. 
ХХХ! Московская математическая 
олимпиада 
! 

М5. В множестве Ё, состоящем из й 
элементов, выделены п различных под- 
множеств (отличных от самого Е) так, 
что для каждых двух элементов Е 
найдется ровно одно из данных под- 
множеств, в которое входят оба эти 
элемента. 

Доказать, что тп. В каких слу- 
чаях возможио равенство? 


| Н. Бурбаки | 


ПО ФИЗИКЕ 


. Три сообщающихся сосуда 
с водой, центры которых находятся 
на одинаковом расстоянии а друг от 
друга, прикрыты поршиями одинако- 
вой толщины, сделанными из одного 
и того же материала (рис. 3). К порш- 
ням прикреплены вертикальные оди- 
наковые штоки, которые шаринрно со- 
сдинетяа с стержнем АВ. В какой 


МХ 


[* 


МАХ 


гочке стержия можно прикрепить к 
нему груз, чтобы в положении равно- 
весия стержень оставался горизон- 
тальным, если массы стержня и штоков 
пренебрежинмо малы по сравнению с 
массами поршней и груза. Диаметры 
сосудов указаны на рисунке. 


Ф2. На горизонтальной плоскости 
лежат два шарика с массами т; и 
т., скрепленные между — собой 
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пружинкой с жесткостью с. Плос- 
кость гладкая. Шарики сдвигают, сжи- 
мая пружину, затем их одновремен- 
но отпускают. Определите периоды 
возникших колебаний шариков. 

ФЗ. Из двух одинаковых кусков 
стальной проволокн свили две пружи- 
ны. Диаметр витков одной из них ра- 
вен 4, другой 24. Первая пружина 
под действием груза растянулась на 
одну десятую своей длины. На какую 
часть своей длины растянется под 
действием того же груза вторая пру- 
жина? 


Г. И. Косоуров 


$4. В баллоне содержится очищен- 
ный газ, но неизвестно какой. Чтобы 
поднять температуру 1 кг этого газа 
на один градус при постоянном дав- 
ленни требуется 958,4 дж, а при пос- 
тоянном объеме — 704,6 дж. Что это 
за газ? 


И Всесоюзная физическая олимпиада 





Ф5. Имеется электрическая цепь, 
изображенная на рисунке 4. Что по- 
кажет вольтметр с очень большим 
внутренним сопротивлением, если его 
присоедннить к точкам С и БР? 


Фб. Найдите, чему равен заряд за- 
земленного металлического шара ра- 
диуса г, если на расстоянии К от его 
центра находится точечный заряд 4. 


И Всесоюзная физическая олимпиада 
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НЕ МАТЕМАТИКИ 
О МАТЕМАТИКЕ 


В голове Архимеда было 
больше воображения, чем 
в голове Гомерв. 


(Вольтер) 


Процветание и совер- 
шенство математики тес- 
но связаны с благосостоя- 
нием государства. 


{Наполеон) 


Какая наука может быть 

более благородна, более 
восхитительна, более по- 
лезна для человечества, 
чем математика? 


(Ф ранклин) 


Математики похожи на 
французов: чтобы вы ни ска- 
зали, они все переведут на 
свой собственный язык. По- 
лучится нечто  противопо- 
ложное. 


(Гёте) 


* 


Возможен ли такой вы- 
пуклый многогранник, по- 
ложение которого при опо- 
ре на любую из граней бы- 
ло бы неустойчивым} 


ьа 5 


№ 


Ваша машина едет со ско- 
ростью 60 километров в час. 
На сколько следует увели- 
чить скорость, чтобы выиг- 
рать на каждом кипометре 
по одной минуте? 
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оонмкцияй 


ЗАОЧНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
ШКОЛА 


Вероятно, в Советском Союзе нет большей 
школы, чем эта: ведь в ней учатся около дет 
сяти тысяч человек, живущих в разных го- 
родах и селах страны. Речь идет о заочной 
математической школе (ЗМШ) при механнко- 
математическом факультете МГУ. 

Она организована на базе Московской сред- 
ней математической школы № 2 в 1964 г. 
по инициативе известного советского мате- 
матика  члена-корреспондента АН СССР 
И. М. Гельфанда, который возглавляет на“ 
учный совет школы. Основная ее цель — 
помочь школьникам глубже овладеть 
школьной программой по математике, раз- 
вить их способности, научить работать 
с книгой. 

Раз в месяц ученики школы получают за” 
дання — брошюры, в которых изложены не- 
которые разделы математики, примыкающие 
к школьной программе, и содержится много 
интересных задач *). Самостоятельно изучив 
брошюру, школьник выполняет контроль- 
ное задание и ‘присылает сго в ЗМШ. Около 
500 преподавателей, студентов и аспиран- 
тов МГУ проверяют н рецензируют эти 
работы. 





*) Нскоторые задания, составленные в 
ЗМШЬ, напечатаны в виде отдельных брошюр 
из серии «Библиотечка физико-математнчес. 
кой школы» (издательство «Наука»): это 
«Метод координат И. М. Гельфанда, 
Б. Г. Глаголевой, А.А. Кириллова, «Функ- 
цин и графики» И. М. Гельфанда, Е. Г. Гла- 
голевой, Э.Э. Шноля, «Пределы» А. А. Ки. 
риллова, «Прямые и кривые» Н. Б. Василье- 
ва и В. Л. Гутенмахера и другие. Многие 
из читателей «Кванта» видели эти брошюры 
с цветными обложками н рисунками на полях. 


ЗМШ ие ставит специальной целью подго- 
товку учащихся в вузы, но наряду с обыч- 
ными заданиями ученикам ЗМШ высылают” 
ся и материалы для подготовки к вступитель- 
ным экзаменам. Цочтн все выпускники ЗМШ 
после окончания школы успешно сдают всту- 
пительные экзамены по математике в различ- 
ные вузы. Многие из них выбирают матема- 
тику своей профессией. Например, четверть 
всех студентов второго курса механико-ма- 
тематического факультета МГУ — недавние 
выпускники ЗМШ. 

В ЗМШ 29 филиалов. Они организованы 
прн педагогических институтах н универси- 
тетах и работают по общей программе. Кроме 
того, имеется еще одна форма работы ЗМШ, 
которая называется «коллективный ученик». 
Это — школьный математический кружок, 
работающий под руководством учителя по 
программе ЗМШ. Задания разбираются на 
занятнях кружка, затем каждый его участ- 
ник выполняет контрольную работу, которую 
проверяет учитель. После этого кружок 
оформляст одну общую «коллективиую ра- 
боту» и отсылает ее в. ЗМШ. В настоящее 
время при ЗМШ существует около 350 такнх 
кружков. 

В 1965 г. начала работать Северо-западная 
заочная математическая школа прин Ленин- 
градском университете. Обе ЗМШ — москов- 
ская и ленинградская — поддерживают вза- 
имный контакт и с‹поделилн» между собой 
поступающих в ЗМШ по территорнальному 
признаку (см. правила приема). Сейчас ра- 
ботают заочная физико-математическая шко- 
ла при Московском физнко-техиическом зин- 


ституте, ЗФШ при физическом факультете 
МГУ и др. 


Методист ЗМШ Ж. М. Раббот 
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ВНИМАНИЮ ВОСЬМИКЛАССНИКОВ! 


ЗАОЧНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ШКОЛА 
ОБЪЯВЛЯЕТ НАБОР УЧАЩИХСЯ 





В ЗМШ принимаются только ученики восьмых классов. Школьники, проживаю- 
щие в Москве, Ленинграде и их пригородах, в ЗМЦ не принимаются. Занятмя в школе 
начнутся с 1 сентября. 

В ЗМШ два курса. Ученики, успешно окончившие школу, получат свидетельство 
об ее окончания. Обучение в школе бесппатное. 

В 2том номере «Кванта» предпагаются задачы, которые служат вступительном 
контрольной работой в заочные математические школы при МГУ и ЛГУ. Те, кто хочет 
поступить в ЗМШ, должны выслать решения этих задач не позднее 10 марта 
1970 г. После проверки работы [примерно в июне 1970 г.] вам будет сообщено, приня- 
ты ли вы в ЗМШ. 

Хотя некоторые мз вступительных задач по внешнему виду отличаются от обыч- 
ных школьных, для их решения не требуется никаких дополнительных знаний по 
математике. 

Для того чтобы быть принятым в школу, не обязательно решить все задачи без 
исключения. При оценке работы будет учитываться не только колнчество решенных за- 
дач, но и качество решения. Решение каждой задачи должно быть обосновано. Ответ 
без всякых объяснений может быть не засчитан. Если в задаче возможно несколько 
разных ответов, то надо указать их все. 

Работы должны быть выполнены на русском языке в ученической тетради в кпетку- 
Вступительные работы обратно не высылаются. 

Просим при пересылке не сворачнвать тетради в трубку. В коиверт вместе с тет- 
радью нужно вложить писток бумаги размером 14 см Х 6 см с иаписанным на нем 
вашим почтовым адресом [мы наклеим его на конверт, когда будем посылать ответ). 

На обпожку тетрадмы наклейте лист кпетчатоя бумагн, разграфив и заполнив его 
по следующему образцу [иначе ваша работа проверяться не будет!}: 


Область: Вологодская. 
Фамилня, нмя, год рождения: Иванов Петр. 1952 г. 
Школа (полное название]: Школа № 22. Тотьмы. 
Класс: 8 класс «Б». 
Фамилия, имя, отчество  учитепя 

математики: Никаноров Ииколай Алексеевич. 
Место работы и допжность родите- Отец —- шофер автобагия № 3, 

лей: мать долининяя хозяйка. 

Полный почтовый адрес: е. Гитьма, ул. ИПенина. 9. 3. кв. 8. 


РЕЗУЛЬТАТЫ ПРОВЕРКИ 
{заполняется проверяющим] 





Школьники, проживающие в Архангельской, Вологодской, Калининградской, Ле- 
нинградской, Мурманской, Новосибирской, Псковскоя областях, Коми и Карельской 
АССР, Бепорусской, Латвииской, Литовской и Эстонской ССР, должны высылать рабс- 
ты по адресу: Ленинград, П-228, ул. Савушкина, 61, Специнтернат пры ЛГУ. Заочная 
школа. На конкурс. 

Школьники, проживающие в остальных обпастях и республиках СССР, должны 
высылать работы по адресу: Моснва, В-234, МГУ, мехмат, ЗАШ. На коннурс. 
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ВСТУПИТЕЛЬНАЯ КОНТРОЛЬНАЯ 
РАБОТА ЗМШ 1970 ГОДА 


1. Математик шел домой по берегу ручья 
вверх по течению со скоростью в полтора ра- 
за большей. чем скорость течения ручья, 
н держал в руках палку и шляпу. В некото- 
рый момеит он броснл в ручей шляпу, пере- 
путав ее с палкой, и продолжал идти вверх 
по течению ручья с той же скоростью. Через 
некоторое время он заметил ошибку, бросил 
палку в ручей и побежал назад со скоростью 
вдвое больцей, чем шел вперед. Догнав плыв- 
шую шляпу, он мгновенно выудил ее из воды, 
повернулся н пошел по течению с первона- 
чальной скоростью. Через 10 минут он встре- 
тил плывущую по ручью палку. Насколько 
раньше он пришел бы домой, если бы ие пе- 
репутал палку со шляпой? 


2. Для всякого ли треугольника АВС най- 
дется такая точка Р, что все три точки, сим- 
мстричные точке Р относнтельно прямых 
АВ, ВС и АС, лежат на окружности, опн- 
санной около треугольника АВС? 


3. Для каких значений а разность кор- 
ней уравнения ах? + х—2-=-0 равна 3? 


4. Студент за пять лет учебы сдал 31 эк- 
замен. В каждом следующем году он сдавал 
больше экзаменов, чем в предыдущем. На 
пятом курсе экзаменов втрое больше, чем 
на первом. Сколько экзаменов на четвертом 
курсе? 


5. Основания равнобочной трапецин 4 см 
и 8 см, ее площадь 21 см?. Какую сторону 
пересекает биссектриса угла при большем 
основании — меньшее основание или боковую 
сторону трапеции? 


6. Все цифры некоторого четырехзначного 
числа, являющегося полным квадратом, мож- 
но уменыинть на одно н то же число так, 
что получится четырехзначное число, тоже 
являющееся полным квадратом. Найти все 
такне числа. 


7. Может ли сумма расстояний от точки, 
лежащей внутри выпуклого четырехуголь- 
ника, до всех его вершин быть больше его 
периметра? 


8. Один из трех гангстеров, известных 
в городе Ч. под кличками Арчи, Босс и Весли, 
украл портфель с деньгами. На допросе 
каждый из них сделал три заявления: 


Арчи: 1) Я не брал портфеля. 
2) В день кражи я уезжал из горо- 
да Ч. 
3) Портфель украл Весли. 


Босс: 1) Портфель украл Весли. 
2) Если бы я и взял его, я бы не со- 
знался. 
3) У меня и так много денег. 


Весли: Г) Я не брал портфеля. 
2) Я давно ищу хороший портфель. 
3) ов нрав, говоря, что он уезжал 
из Ч. 


В ходе следствия выяснилось, что из трех 
заявлений каждого гангстера два верных, 
а одно неверное. Кто украл портфель? 


9. Найти целые числа х и и. такие, что 


х>у>0 и ЭТ 7х. 


10. Квадратная площадь размером 100 м х 
х100 м выложена квадратными плнтами 
1 м ХЕ м четырех цветов: белого, красного, 
черного и серого — так, что никакие две 
плиты одинакового цвета ие соприкасаются 
друг с другом (т. е. не имеют общей стороны 
илн вершины). Сколько может быть красных 
ЛИТР 


11. Решить уравнение 
(х-Р6х—4) (Е 6х—3) = 12. 
12. Даи треугольник АВС. Найти точки 


Ки Н, лежащие соответственио на сторонах 
АВн ВС, такие, что 


ВК = КН = НС. 
13. Найти все такие простые числа р, что 
р*--13 тоже простое, 
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ФИЗИКО- 
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ 
ШКОЛЫ-ИНТЕРНАТЫ 


Шесть лет тому назад лри четырех круп- 
нейших университетах страны былн созданы 
физнко-математические школы-интернаты. Их 
задача — помочь подросткам из сел и пе- 
риферийных городов найтн дорогу к мате- 
матнческой и физической науке. Конечно, 
никто не обещаст всем принятым в интернат, 
что они станут учеными. Но здесь готовят 
людей, которые по мере свонх сил будут 
участвовать в прогрессе наукн. 

Ленинградский интернат принимает ребят 
из Латвийской, Литовской и Эстонской ССР 
и северно-западкых областей РСФСР, 
Новосибирский — из областей Сибири и сред- 
неазнатских республик. Киевский — Укран- 
ны и Молдавии. В Московский интернат 
принимаются учащиеся центральных облас- 
тей РСФСР и Белоруссии. 

Отбор кандидатов н экзамены в кнтернаты 
начинаются по областям одновременно с фи- 
зическими и математическими олимпиадами 
(как правило, в дни весенних каникул). 
Точные даты и порядок приема можно уз- 
нать в областных отделах народного образо- 
вания. 

Остановимся подробнее на Московском ин- 
териате. Он принимает учеников в 9 и 10 
классы. Болышниство его учеников в порядке 
общего конкурса поступает на механико-ма- 
тематический или физический факультет Мос- 
ковского университета или в Московский 
физико-технический институт. Многне уче- 
ники первого выпуска уже поступили в ас- 
пираитуру, а некоторые еще студеитамн 
опубликовали интересные самостоятельные 
работы. 

Мы радуемся, если кто-либо из наших уче- 
ников проявляет признаки особенно яркой 
одаренности, но ие стремимся выловить лишь 


исключительные таланты. От всех посту- 
пающих требуется только увлечение нау- 
кой и готовность труднться значительно боль- 
ше, чем подчас это принято у старшеклас- 
сников, которым ученье дается сравнитель- 
но легко, а более интересны футбол илн 
танцы. Впрочем, футболом и туризмом зани- 
маются как наши ученики, так и молодые 
преподаватели. Между девятым и десятым 
классом ребята по своему желанию едут 
работать в совхозы Кавказа и Крыма и после 
трудовых недель путешествуют. 

Лекция в интернате читают профессора 
и преподаватели Московского университета 
и физико-технического института, а занятия 
в значительной части ведут преподаватели, ас- 
пиранты и наиболее способные студенты этих 
вузов. Оборудование физических лаборато- 
рий (их много, по разным разделам физики) 
позволяет вести серьезную работу, вплоть 
до выполнения сравнительно простых за- 
даний для научных институтов. 

В ннтернаты довольно большой конкурс? но 
уровень требований не так высок, чтобы каж- 
дому любящему математику и и не стон- 
ло попробовать в них попасть (см., например, 
приведенные на следующей страннце задачи 
для постулавших в 9 и 10 классы в Московский 
интернат в 1969 году). В самнх же интернатах, 
кроме квалифицированного преподавания, вы 
найдете товарищескую среду способных н 
увлеченных наукой юных математиков н фи- 
зиков — среду, в которой особенно приятно 
и весело работать. 


Преподаватели Московского интерната 
А. Н. Колмогоров, В. А. Гусев, 
А. А. Егоров, Е. УТ. Сурков 





ЗАДАЧИ 
НА ПИСЬМЕННЫХ ЭКЗАМЕНАХ 





Вариант 
для поступающих 
в 9 класс 


1. Решить систему уравнений 
хи их = 6- 


2. В треугольнике АВС точки Р, Чи К 
являются основаниями высот, опущенных 
из вершин А, Ви С соответственно. Доказать, 
что = АВО= АРВ. 

3. В каком году родились люди, которым 
в 1969 году исполинлось столько лет, како- 
ва сумма цифр их года рождення? 

4. Почему туман, состоящий из капель 
прозрачной воды, непрозрачен? 

5. На пружинных весах установлен ста- 
кан © водой. В воде плавает пробка объемом 
У и плотностью р. Пробку пальцем заталкн- 
вают под воду так, что она полностью погру- 
жается. Что покажут весы? 


Варнант 
для поступающих 
в 10 класс 


1. Решить систему уравнений 


х(и- 2) =3, 
Ух 2) =4, 
2(х + и) = 5. 


2. В трапеции АВСРО с основаниями Ара, 
ВС=Ь (&>5) провели отрезок ММ, парал- 
лельный основаниям и делящий площадь 
трапеции пополам. Найти длину этого от- 
резка. 

3. Найти все пары целых чисел х н у, удов- 
летворяющие уравнению 


х? — бху + 5/2 = Ц. 


4. На дне одного из сообщающихся сосу- 
дов лежит поршень весом Р. Сила трения 
его о стенки равна Р. Сколько воды иужно 
налнть в другой сосуд, чтобы поршень по- 
двинулся до высоты И? 

5. На ленту транспортера кладут без 
иачальной скорости ящик. Лента движется 
со скоростью т. Коэффициент трения ЁА. 
Какой путь проделает яшнк относительно 
ленты до тех пор, пока`его скорость не ста- 
нет равной 9? 


Кузпетесгте.го 





ЗАДАЧИ 
НА УСТНЫХ ЭКЗАМЕНАХ 





1. Найтн сумму квадратов корней урав- 
нения, не решая его: 


2  рх9=0. 


2. Какое из двух чисел больше: 230% или 
32002 


3. Дан график квадратного трехчлена у—= 
==ах-- хе. Каковы знаки чисел а, Ви с? 


= | 


м 


4. Доказать, что сумма меднан треуголь- 
ника меньше периметра и больше $ перн- 


метра этого треугольника. 

5. Основания трапеции аи В {а>Ь). Найти 
длинну отрезка, параллельного основаниям 
трапеции, проходящего через точку пересе- 
чения днагоналей и заключенного между ее 
сторонами. 

6. Доказать, что круги, построениые на 
сторонах выпуклого четырехугольника как 
на диаметрах, полностью покроют четырех- 
угольник. 

7. Две окружности раднусов г; и гз ка- 
саются данной прямой. Найти геометричес- 
кое место точек пересечения их общих внут“ 
ренних касательных при условин, что окруж- 
ности могут двигаться по данной прямой 
произвольным образом. 

8. В стакане с водой плавает кусок льда, 
в котором внутри вкраплен кусочек свинца. 
Лед растаял. Как изменится уровень воды 
в сосуде? 

9. Пушка стреляет под углом . Началь- 
ная скорость снаряда и. На расстоянин Ё 
от пушки поставлен экран, от которого сна- 
ряд упруго отражается. На каком расстоя- 
нии от пушки он упадет? 
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РЕЦЕНЗИИ ‚ _ БИБЛИОГРАФИЯ 





НАД ЧЕМ ДУМАЮТ 
ФИЗИКИ 


ы 5% 
й Ам 
к ми 


, * 
терь 
А Ах < & = 


пусками. Первые два из 
них вышли в Государствен- 
ном издательстве  физико- 
математической литературы, 
осгальные — в издательстве 
«Наука». Вот названия этих 
выпусков: 

Выпуск 1. Физика атом- 
ного ядра (1962 г., цена 


23 коп.). 

Выпуск 2. Элементарные 

вия: частицы (1963 г.,  цема 
ЗАТО АЯ 25 коп.). 


мм ^ 
| 


Я м А 
К 





«Этой ночью уныние ца- 
рило в лабораторни. В 
полытке получить и иденти- 
фицировать элемент 101 — 
следующее звено в цепи нс- 
кусственио приготовленных 
человеком химических  эле- 
ментов за ураном — мы 
провели миого тщательных 
экспериментов, ио все они 
окончились неудачей. Теперь 
мы заканчивали последний 
опыт, возможности которого 
казались, однако, мало убеди- 
тельными. Ничтожный обра- 
зец приготовленного нами 
матернала даже в лучшем 
случае мог содержать только 
одни НЛи два атома неуловн- 
мого элемента 101... 

Мы пристально следили за 
регистратором импульсов, 
связанным с нонизационной 


камерой. Прошел час. 
Время близилось к рас- 
свету. Ожидание казалось 


бесконечным. Наконец это 
случилось! Перо самопишу- 


щего механизма подскочило 
до середины шкалы н улало 
вниз, оставив четкую крас- 
ную линию: это был боль- 
шой — нонизационный им- 
нульс... Примерно через час 
был зарегистрирован  вто- 
рой импульс, похожий на 
первый. Теперь’ мы былн 
уверены, что являемся сви- 
детелями распада двух ато- 
мов элемента 10 и, таким 
образом, пополнили химн- 
ческую семью новым эле 
ментом.» | 
Так начинается рассказ 
американских физиков Глен- 
на Сиборга ны Альберта 
Гиорзо © создании новых 
химических элементов. В 
русском переводе он поме- 
щен в первом вылуске 
сборника «Над чем ду- 
мают физики», который был 
издаи в 1962 году. С тех 
пор эта серия научно-по- 
пулярных сборников  по- 
полнилась еще пятью вы- 


- Выпуск 3. Элементарные 


частицы (1965 г.. цена 
43 коп.). 
Вынуск 4. Физнка атом- 


ного ядра (1965 г., цена 
29 коп.). 
Выпуск 5. Квантовая мак- 


рофизнка (1967 г.. цена 
62 коп.). 
Выпуск 6. Астрофизика 


(1967 г., цена 1 руб. 06 коп.). 

Все этн книги — с самого 
переднего края вауки. По- 
этому они и названы «Над 
чем думают физики». Дей- 
ствительно, в них  расска- 
зывастся о том, чем зани- 
маются ученые в наши дин, 
а иногда и о том, чем они 
еще только собираются °за- 
няться. Недаром многие 
статьн кончаются примерно 
так же, как статья Робер- 


та Маршака «Ядерные 
снлы»,  помещенная в чет- 
вертом выпуске: 


«Что можно сказать о 
заветной мечте физиков — 
истинном теоретическом‘ пю- 
нимании ядерных сил? Все, 
что мы можем сделать в 
настоящий момент, — это 
выразить надежду, что мы 
находимся на вервом пу- 
тн... Тем не менее мы убеж- 
дены, что когда-нибудь мы 
сможем написать правиль- 


ные уравнения и найдем 
способ решить них. До 
тех пор у нас, по-видимому, 
нет другого выбора,  кро- 
ме как пробиваться вперед 


при помощи эмпирических 
приближений, описанных 
в этой статье» 


В наши дни наука развн- 
вается необычайно быстро, 
н учебники, естественно, не 
успевают за этим развитием. 
Если знакомиться с ка- 
кой-нибудь современной на- 
укой только по учебнику, 
то может показаться, что 
в ней все уже сделано, все 
проблемы решены, шахта, 
так сказать, уже выработа- 
на, руда добыта и на твою 
долю осталась только пус- 
тая порода. Становится даже 
как-то обидно, что поздно 
‚родился. Уже открыты все 
страны н нет белых пятен 
на карте Земли, найдены 
все законы — Ньютона, Ку- 
лона,  Ампера, Джоуля — 
Ленца ит. д., созданы тео- 
рня относительности и кван- 
товая механика. Казалось 
бы, чего же еще? Но в 
действительности это не 
так, к физика стоит 
сегодня перед множеством 
нерешенных проблем. | 

Из какого вещества сос 
тоят элементарные частицы 
(электроны, нейтроны, про- 
тоны н т. д.) н каково их 
строение? Может быть, они 
являются однородными ко- 
мочками неведомой мате- 
рки, а быть может, как 
писал когда-то известный рус- 
ский поэт Валерий Брюсов, 


«эти электроны — 
Миры, где пять материков, 


Искусства, знанья, войны, 
троны 
И память. сорока веков 


Какова природа сил тяготе- 
ния, и как они возникают? 
Что представляют собой ядер- 
ные силы? Где кончается 
периодическая система  эле- 
ментов и какие еще атомы 
можно в нее добавить? Су- 
ществуст ли где-то в без- 
дониых  глубкнах космоса 
хотя бы один антимир, пос- 
троенный из антивещества? 
Сколько У природы элемен- 
тарных частнци и каковы 
их. свойства? 


О таких проблемах и 
рассказывается в сборниках 
«Над чем думают физики». 
Причем рассказывается, как 
правило, из самых первых 
рук, крупнейшими учеными, 
которые сами проводят эти 
нсследования. Поэтому, Чи- 
тая статьи, как бы входишь 
к ним в лабораторию, узна- 
ешь много любопытных дета- 
лей ки начинаешь лучше ло- 
нимать, как делается наука. 


Несмотря на то. что в 
этих сборинках разговор 


все время идет о иовейиих 
проблемах физики, обыч- 
но очень трудных для 
понимания, оин неизмеино 
остаются вполне доступ- 
ными для старшеклассни- 


ков. Авторы с большим 
мастерством используют весь 
арсенал средств подлинио 
научной популяризации: они 
приводят простые — при- 
меры н аналогии. исполь- 
зуют ясные модели различ- 
ных физнческих процессов, 
практически полностью об- 
ходятся без сложного  ма- 
тематического аппарата. 
Статьн написаны очень 
интересно, живым,  образ- 
ным языком и иногда чи- 
таются как художественные 
произведения, хотя имеют 
глубокий физический смысл. 


Вот краткая характерис- 
тика основного содержания 
этих сборников. 

Два выпуска (первый 
н четвертый) рассказывают 
0б исследованиях атомных 
ядер. Прежде всего речь 
ндет о средствах  иссле- 
доваиия — ускорителях за- 
ряженных частиц, искровых 
камерах. специальных вы- 
сокочувствительных фото- 
пластинках, спектрометрах. 
В других статьях рассмат- 
риваются результаты, дос- 
тигнутые при  изучеини 
структуры атомных ядер 
н природы ядерных сил. 
Подробно описаны также 
работы по созданню транс- 
урановых элементов. 

Во втором и третьем 
выпусках собраны статьи 
об элементарных  частицах. 
Кроме — общих обзорок, 
здесь рассказывается о 
многих отдельных видах 
частиц — пионах, нейтрино, 
антипротоне, антинейтроке, 
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К-мезонах, гиперонах, ре- 
зонаисах, их открытин, свой- 
ствах и месте, которое 
они занимают в мникромнре. 

Пятый выпуск  объеди- 
няет статьи о макроскойн- 
ческих эффектах к явлениях, 
прирэда которых носит 
принципиально — квантовый 
характер. прежде 
всего квантовая  злектро- 
ника, создавшая молеку- 
лярные генераторы н усн- 
лители различиых излуче- 
ний,  сверхточные — атом- 
ные часы. Сюда же отио- 
сятся недавно открытые 
квантовые явления, — свя- 
занные — со сверхпроводи- 
мостью и сверхтекучестью, 
а также знаменитый эф- 
фект Мессбаузра. 

Шестой выпуск целиком 
посвящен проблемам совре- 
мениой астрофизикн. В нем 
рассказано о новых разделах 
астрономии — инфракрасной, 
рентгеновской, нентринной, 
гамма- и радиоастрономин — 
и добытых ими удивн- 
тельных сведениях. Что, 
например. заставляет взры- 
ваться грандиозные миры — 


Галактики? Почему пуль- 
сируют звезды? Сколько 
лет туманности  Оркоиа? 


Какие физические процессы 
происходят в Большом Ма- 
геллановом облаке? Вот 
некоторые — из проблем, 
рассмотренных в этой книге. 


К сожалению. среди 
авторов сборников очень 
редко встречаются имена 
советских ученых, многие 
низ которых внесли  дос- 
тойный вклад в развитие 
современной — физики. В 
некоторых статьях — этот 
вклад даже не отмечен 


не только в основном тек- 
сте. но ин в примечаниях 
редакторов. 

Большинство из этих сбор- 
ников достать нелегко. 
Они выходкли сравнитель- 
но небольшими тиражами, 
и тешюрь их можно найти 
только В библиотеках. 
Но каждый, кто даст себе 
труд прочитать хотя бы 
одну из этих книг,  по- 
чувствует могучее дыхание 
современной науки с © 
интереснейшими решеннымн 
н нерешенными проблемами. 


В. А. Лешковцев 
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ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 


К статье 
«Рассказ о кванте» 


(стр. 6—15) 

1. 3,8.10-? дж/смЗ. 

2. 2,3.10-12 орг» 1,5 электрон-вольта. 
Максимум числа квантов: 1,7.10-18 эзрг2ы 
—={1 электрон-вольт. 

3. 4,4. 1[0'2 квантов в одном кубическом 
сантиметре. 

4. Энергия кванта: 9,6 килоэлектрон-воль- 
та, энергия электрона: 0.1 кнлоэлектрон- 
вольта. 

К статье «Цепные дроби» 


(стр. 16—26) 
1. А = 5216,5. 
2. [0;1,2, 3, 4, 5]. 


5777 
1875 ° 


4. а) 1; 1212.--], 
6) [2; 444...], 
в) [2; 2424...]. 


3. 


6) Иа Е 4) —а6 , 


К статье 
«Что такое функция» 


(стр. 27—36) 


1. Естественная область 
а) х3х0; 6) х=-—1; х> 1. 

4. а) 9; 6) 8; в) 6. 

5. а) 8; 6) 6; в) 9; г) 0. 

6. 107; 4?. 

8. пт. 

12. Обратимы А и /{.. 

13 и М. Отображение совпадает с обрат- 
ным к нему. 

16. а) 1680; 6) 9240; в) 18 150=3'—3.29--3 

18. Ат=л (1-1) ... (п—т |), если 


тп; АО, если туп. 


определения: 





*) Это — положительный корень уравнения 
НИЕ МЕ 
Е 
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К статье 
Сухое трение» 


(стр. 37—43) 


1. Разложим силы трения, действующие 
на передние колеса автомобиля, на две сос- 
тавляющие: Р;, лежащие в плоскости колес, 
н Р., перпендикулярные колесам (см. рни- 
сунок). Силы Ё, заставляют колеса вращать- 
ся, а силы Ё, поворачивают автомобиль. 





2. Если центр тяжести палки не находится 
посередине между пальцами, то давление пал- 
кн на пальцы различно. Различны и силы 
трення, действующие на палку со стороны 
пальцев. Палка смещается в ту сторону, 
где трение меньше. ^ 


3. Пока брусок не скользит по плоскостн, 
сила трения равна по величине проекции вс- 
са бруска на наклонную плоскость Ель = 
=Р зпа. Брусок начинает скользить, когда 
сила трения достигает максимальной величн- 
ны трения покоя Ётр=АМ=ЕР с05@. Прн 
этом выполняется условие АР с0оза==Р та. 
Поэтому соскальзывание бруска начинается 
прн угле наклона плоскости к горизонту 
&— агсйр №. После этого сила трения будет 
равна ЁЕтр==АМ№== &Рсоза.. 

Угол 9-=атсё №, при котором брусок начи- 
нает скользить, называют углом трения. 
Он имеет еще и другой геометрический смысл: 
если к бруску, лежащему на горизонтальной 
плоскости, приложить силу, составляющую 
свертикалью угол меньший, чем угол трения, 
то брусок нельзя сдвинуть с места, сколь вели- 
ка ин была бы приложенная сила. Доказать 
это можно так. Посадим наблюдателя на на- 
клонную плоскость, на которой лежит бру- 
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сок, н будем увеличивать угол наклона плос- 
кости к горизонту. Наблюдатель скажет, 
что в его системе координат на тело, лежащее 
на плоскости, которую он считает горизон- 
тальной, действует сила, составляющая с 
перпендикуляром к плоскости угол @. Если 
41а< Е (т.е.а < ага #), то брусок не сколь- 
зит по плоскости, сколь бы велика ни была 
приложенная сила. 
4. Ответ показан на рисунке. 





5. Трос действует на стержни с силами 
Е: и Е›, велнчина которых завнсит от веса 
трубы. Направлены эти снлы вдоль стержней. 
Поэтому, если стержни составляют с перпен- 
дикуляром к поверхности трубы угол мень- 
ший, чем &—агсв А (Е — коэффициент тре- 
ния стержней о трубу), то стержни не будут 
скользить по трубе, сколь бы велики ни 
были силы Р; и Ра, а значит, каким бы боль- 
шим ни был вес трубы (см. решение задачи 3). 
В подобных случаях ннженеры говорят о 
заклинивании. 

Используя заклинивание, можно сделать 
простой н удобный замок для подвешивания 
карт н чертежей. Нужно изготовить две ме- 
таллические обоймы, как показано на рн- 
сунке (стр. 64, вверху), и, прибив обоймы 
к Доске; вложить в них по шарику. 


- 


Вставленный в прорезь чертеж прижмется 
шариком к доске. Если угол &, образуемый 
наклонной гранью обоймы с вертикалью, 
таков, что 4#2а< Ё (где А — коэффиинент 
трения между шариком и чертежом), то 
чертеж будет удерживаться снлой трения 
о шарнк, каким бы большим ни был вес 
чертежа и каким бы малым ин было трение 





чертежа о доску. Для того чтобы вытащить 
чертеж из замка, достаточно приподнять 
шарик указкой. 

6. Кубик начнет скользить, когда равно- 
действующая силы Р и составляющей веса 
кубика, параллельной наклониой плоскости, 


сарае чо пт ар а ое © оритрниь ны ина 


мои о ще 


= - 


пер отр вать дости учим. == 





Бе а а ода оны леса ст с в. сваю смальты > 


Ряла не станет равиа максимальной 
силе трення покоя: 


ЕР сова = | Р2зиа + Е*. 
Отсюда 
Е -- | ЕР? соза — РЁ зий а 
==\ИЗ Р.япа. 


7. 60 хГ. 
8. Скрип двери объясняется так же, как 
звучание струны. | 
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Идет урок геометрии, 
Нужно начертить в тетради 
окружность, а пиркуля нет. 

Можно выйти из ноложе- 
ния, нарнисовав окружность 
от руки. пользуясь толь- 
ко тетрадкой в клетку. Нуж- 
но лишь запомнить цифры: 

три — один, один — один, 


один — три. 


Окружность начните ри- 
совать в одной из точек 
{А) пересечения  горизон- 
тальнюй н вертикальной 
линеек тетради. Ведите нз 
нее «на-глаз» плавную 
кривую линию вправо н 
вниз, приговаривая (вслух 
или мысленно): три — один. 


Это значит, вы передвига- 
етссь от точки А к точке 
В ина три клетки вправо 
и на одну вииз (см. рису- 
нок; начинайте движение 
так, чтобы ваша личия 
касалась горизонтальной лн- 
нованной прямой в точке 
А). Затем из В идите к 
С. говоря: один — один 
(одна клетка  вираво и 
одна вниз} и, наконец, — 
отС кр, говоря: один — 


три. Линия АВОСЬ это — 


четверть окружности! 
Р идите к ЕЁ, снова 
начиная говорить: три — 


один, на этот раздвигаясь 


на три клетки вниз и на 
одну влево, далее: однн — 


один ны один — три, дДВН- 


гаясь в тех же направлени- 
ях. Получится вторая 
четверть окружности РЕЕС. 
Таким же образом  полу- 
чится третья четверть 
СН1У (вигайтесь влево и 
вверх) и четвертая У/КРА 
(вверх и вправо). Если вы 
следовали этому правилу н 
вн разу не сбились, то после 
точки Г понадетев началь- 
ную точку А. (На нашем 
рисунке вторая половина 
окружности не начерчена.) 

После двух-трех попыток 
вы быстро н уверенно сможе- 
те нарисовать превосходную 
окружность без инркуля. 

На чем основан этот 
способ? 








. — ыы = 
; > ии чето = р - 








. Квадрат, сумма цифр которого равна сумые цифр основанця. 


. Простое число, первая н последняя цифра которого равны. 


.- Квадрат, записываемый теми же цифрами, что н с по вертнкади. 


. Простое число, две пераые цифры которого равны. 
. Простое число на 10 меньшее, чем Ё по горизонтали. 
. Простое число на 6 большее, чем а по горнзонтали. 


куди тестю. 
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КРОССВОРД «ПРОСТЫЕ ЧИСЛА И КВАДРАТЫ»Ь °®) 





о горинизонталн: 


Квадрат наименьшего двузначного простого чнсяа. 
Квадрат, последняя цифра которого равна сумме цифр основания. 


Нан ьшее трехзначное число, являющееся квадратом. 

Простое число, остамищееся простым после перестановки двух его лервых цифр. 

Простое чнсло, получающееся из 4 по горизонтали перестановкой цифр. 

Квадрат чысла $ по вертикалн. 

Простое чнсло, вторая цнфра которого равна 8. 

Простое число с одинаковыми первой м последней цнфрамн. на 76 большее, чем Ё по вертнкалы. 
Простое чнсло; первая сго цифра равна сумые остальных. 

Квадрат, две последнне цифры которого равны. 

Простое число на 100 большее. чем : по вертнкалн. 

Простое число, сумма двук первых цифр которого равна третьей. 


о вертикали: 


Каадрат, запнсываемый темн же цифрами. что и { по горизонтады. 
Квадрат, первая цифра которого равна сумме цифр основання. 


Квадрат числа Ё по горизонтали. 

Квадрат, две первые цифры которого одинаковы. 

Простое число, начинающееся м оканчнаающееся на 1. 

Простое чнсло, получающееся нз 6 по вертикали перестановкой второй нм третьей цифр. 
Простое число, вторая инфра которого равиза 1- 

Простое чнело, первая цифра которого вдвое больше второй. 


"} В каждую ГнелеручепкиутуюР клетку вужио инисать одну цифру. 
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Редакции журнала «Квант» 


Во время Х/ Международной математической олимпиады я узнал, 
что в скором будущем в Москве начнет выходить Ваш журнал. Наша 
«Альфа» еще очень молода, ей едва минуло три года. Но’ свой свояка 
видит издалека. Поэтому мы желаем Вам успешного начала и будем 
рады настоящеми и тесному сотрудничеству. 

От имени наших читателей я Вас сердечно приветствую. 


Главный редактор журнала «Альфа» 


И. ЛЕМАН, 


преподаватель высшей школы, заслуженный учитель школы 


‹Альфаз — математический жуонал для 
учащихся. средних школ ГДР, издающийся 
© января 1967 года. Он рассчитан на уче- 
ников 5—1? классов. Ребята разных воз- 
растов находят в нем интересный для 
себя материал. Журнал уделяет большое 
внимание как национальным олимпиадам 
ГДР, так н международным математическим 
олимпиадам: печатает олимпиадные задачи, 
нх ранения, знакомит читателей с победите- 
лями. Традицией журнала стали выступле- 
ння па его страннцах немецких победите- 
лей международных олимпиад, в которых 
они рассказывают о себе, о занятиях ма- 
тематикой, о планах иа будущее. Журнал 


низ номера в номер помещает  научно- 
популярные статьи на различные темы, 
такне, например, как основы теорни множеств, 
операции над множествамн, доказательство 
методом математнческой ивдукцин ин др. 
Кроме теорин, статьн содержат также прн- 
меры ее приложения к решению мате- 
матических задач. Следует отметить, что 
все статьн налисаны доступно, интересно 
и таким языком, что их могут читать не только 
ученнки старших классов, но и более юные 
читатели. Журнал рассказывает о матема- 
тической жизни в разных странах, корот- 


.ко сообщает о конференциях и конгрессах, 


посвященных школ ной математике. 
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ЧТО ТАКОЕ ГРАФИК ФУНКЦИ 


А. Н. КОЛМОГОРОВ 





Здесь продолжается изложение новой, 
бопее общей точкм зрения 
на хорошо известные Из школы понятия — 


функция и ве график. 
Начало этого изложения было в статье 
«Что такое функция», 
помещенной в первом номере «Кванта». 
Для понмманмя настоящей статьи 
необходимо владеть понятиямм, которые определены в первой статье 


1. НАПОМИНАНИЕ И НЕБОЛЬШИЕ ДОПОЛНЕНИЯ 


В первом номере журнала по статье «Что такое функция» вы познако- 
мились с современным общим пониманием слова функция: функция — это. 
совершенно произвольное отображение некоторого множества ЕЁ на другое 
множество М. Множество Е называется областью определения функции, а 
миожество М — множеством ее значений. Чтобы задать функцию с областью 
определения Е, надо указать для каждого элемента х этого множества 
1 


вполне определенный объект *) 
у=Р(®. 


Каким бы способом мы это ни сделали, мы получим функцию с областью 
определения Е. Если множество Е состоит из учеников вашего класса ‚то 
можно, например, для любого ученика х принять за у=} (х) вторую букву 
его имени (предполагая, что в классе нет учеников, имя которых состоит 
из одной-единственной буквы, — хотя я и знал девочку Олю, которую зва- 
ли просто «О»). 

При таком задании функции само собой определится множество ее зна- 
чений М; это множество всех тех объектов у, для которых существует хоть 
один элемент х множества Е, для которого 


[(х) =у. 


Поэтому, описывая смысл термина функция, можно и не говорить в описании 
явно о множестве значений. Правильно будет, например, просто сказать, 
что «функция есть закон, по которому каждому элементу х некоторого мно- 
жества Е поставлен в соответствие вполне определенный объект и==} (х)». 
Мы подчеркивали, впрочем, что все эти описания лучше не считать опре- 
делениями. Если бы мы захотели в самом деле определить понятие 
функции через понятие «закона», то с нас потребовали бы точное определе- 
ние смысла термина «закон» и т. д. Понятие функции будем считать одним 
из основиых понятий математики, смысл которого только поясняется, а 
не дается формальным определением. 

В школе вы привыкли иметь дело только с числовыми функция- 
ми, область определения которых состоит из чисел и значения которых 
являются числами. Смысл выражения «числовая функция числового аргу- 
мента» не вполне определен. Ведь само понятие числа в школе постепенно 
обобщается. Мы остановимся на системе всех действительных 
чисел, с которой школьники знакомятся в девятом классе. Действитель- 
ные функции действительного аргумента и изучаются по преимуществу в 
старших классах средней школы. Их графики вы умеете вычерчивать на 
«числовой плоскости». 

В школьных учебниках пишут, что «числовая плоскость» — это такая 
плоскость, иа которой некоторым определенным образом введены коорди- 
наты. Если верить учебникам буквально, то числовых плоскостей очень 
много. Проводя на классной доске оси координат, учитель превращает в 
«чнсловую плоскость» плоскость этой доски; ученики на страницах своих 
тетрадок изготовляют все новые и новые «числовые плоскости», иногда по 
нескольку на одной странице! 

В п. 3 этой статьи вы узнаете, с какой числовой плоскостью в действи- 
тельиости имеют дело математики. Но сначала мне хочется сделать одно 
дополнительное замечание к изложению статьи «Что такое функция». 

В школьном курсе алгебры чаще всего имеют дело с функциями, задан- 
ными «аналитически» при помощи формулы. Областью определения такой 
функции, если не сказано ничего другого, считается множество всех тех 
значений аргумента, для которых все предписанные формулой операции 
над числами выполнимы. Будем, например, как это принято в школе, счи- 


*) Из первой статьн вы знаете, что значения функцин могут быть не только числамн, 
но и днями недели, мальчиками или девочками, вообще любыми предметамн. или, как при- 
нято говорить, «объектами». 
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тать знак У знаком «арифметического» квадратного корня. Ясно, что 


формула 
у=[(х) = (Ух (1) 


позволяет вычислить по заданному х соответствующее ему значение у лишь 
при неотрицательном х (иначе квадратный корень «не извлекается?). 
При неотрицательном х 
у=Г(х) =х. (2) 


Формула (2) проще, чем формула (1), и хотелось бы ее считать формулой, 
определяющей нашу функцию. Но область определения функцин, заданной 
формулой (2), состоит не из одних неотрицательных числел х, а из всех 
чисел х. Если мы хотим дать новое определение той самой функции, 
которая определена формулой (1), надо написать 


х при. х>0, 
УГ) | не определена при х<0. (3) 
Подобным же образом функцию & (х) = к можно записать так: 





ж--х--1 при хЕТ, 
= | Ех--Е при хэ- 
не определена при х=1. 


(4) 


На школьных и вузовских экзаменах требуют полной точности в по- 
побных вопросах. 


2. ГРАФИК ФУНКЦИИ 


Рассмотрим следующий. график дежурств (см. № 1 «Кванта», стр. 29): 






а а зе Ен и 
Ин Вт Со | В 
а 
Петя 
Е 
Ноля ЕЕ 
ЕС каких 
| Саша | 
НЕ ЕНЕНИИ НЕЕ" 
Володя ] ] | 
СВЕ ЕВ ЕН де ЕАН 








Мы уже знаем, что это график функции: имя дежурного можно считать функ- 
цней дня недели. Так как дней недели семь, а мальчиков четыре, то мы 
нарисовали 


1х4=28 


клеточек, но закрасили красным только семь из этих клеточек. Если бы 
мальчики решили расположить свои имена по алфавиту, то получилась 
бы табличка, приведенная на стр. 6. Выглядит она по-другому, но изо- 
бражает то же самое распределение дежурств — ту же самую функцию. 
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В обеих табличках 28 клеточек соответствуют 28 возможным парам 
(день недели, мальчик). 
Из этих 28 пар выделены семь пар 


(пн, Петя), (вт, Коля), (ср, Саша), (чт, Володя), 
(пт, Петя), (сб, Коля), (вс, Саша), 
т. е. все пары, в которых день недели соединен с дежурным на этот день: 
(день недели, дежурный на этот день), 
или абстрактно: пары вида 
(х, [(%)). 


„Только выбор этих пар и существен для задания функции. 

После этого примера вам, быть может, не покажется неожиданным такое 
определение: 

Графиком функции | называется множество всех таких пар *) 


(х, 9), 


что: 1) первый элемент пары х принадлежит области определения функции, 
2) второй элемент пары 

















у=р (<). 

| Пн Вт О О о | Св Вс 
ОЕ | = 
: Е ЕЕ 

Ноля Е: =—— 
| ть 

ПР ЕЕИИ 

| Саша | . = 
ВЫ ИННЫ | Е. Е _ РЕ 


В нашем примере график функции Ё 
Г; = ((пн, Петя), (вт, Коля), (ср, Саша), (чт, Володя), (пт, Петя), (сб, Коля), (вс, Саша)}. 
Для функций, заданных таблицей 





*) Всюду в этой статье имеются в виду «упорядоченные пары». Пара (1,2) отличается 
от пары (2,1). Первый и второй элементы пары могут и совпадать: (1,1) или (2,2) — тоже 
пары. 


в соответствии с данным определением получим графики 
Г, = (А, А), (В, А)}, Г, = (А, В), (В, В)}, 
Г. = (А, А), (В, В)}, Га= (А, В), (В, А)}. 


Ясно, что для функций с конечной областью определения число эле- 
ментов графика (т. е. число входящих в график пар) равно числу элемен- 


тов области определения функции. Для функций с бесконечной областью 
определения все пары 
(х, (>) 


выписать нельзя. Приходится описывать эти пары при помощи их свойств. 
Например, для функции 


у=[ (х) = Ут м 


У 


график состоит из всевозмож- 
ных пар чисел вида 


(х, ИТ м), 


т. е. из всех пар (х, у), для ко- — — 
торых выполнены два условия 


э- и =1 ну 0. 


Это определение графика функ- | 
ции можно записать в виде 


Гу= (хх, у +и-Ь, у 0}. 
Само общее определение графика функции { можно записать в виде 
такой формулы *): 
Гу= {(х, уу=Ех)}. 


Определив график функции как множество пар, каждая из которых со- 
стоит из значения аргумента и значения функцин, соответствующего этому 
значению аргумента, мы освободили понятие графика от всего случайного. 


В этом абстрактном пониманни у каждой функции имеется один-единствен- 
ный график. 


3. ЧИСЛОВАЯ ПЛОСКОСТЬ 


Обратимся к нанболее обычным в школе действительным функциям 
действительного переменного. В школе вы привыкли к тому, что графиком 
такой функции { называется множество тех точек Р (х, и) числовой плоскости, 
координаты которых х и и удовлетворяют равенству 


у={ (>). 
Эта формулировка и общее определение графика, данное выше, в п. 2, 
похожи, но слегка отличаются. В п. 2 говорится о множестве пар (х, и), а 
в обычном школьном определении — о множестве точек Р с коорди- 


натамн х и у. Но нет ли возможности привести эти две формулировки к пол- 
ному согласию? 


*) Мы пользуемся стандартным обозначением, принятым в теории множеств. 


{1 АС} 
обозпачает множество вссх объектов х, удовлетворяющих условию А(х). Например, {х|х?=1 } 
— множество всех х, для которых х?=1, т.е. множество из двух чисел: 


,.—). 
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Оказывается, это очень просто. Это простое решение и получило всеоб- 
щее распространение в современной научной литературе. По опреде- 
лению считают, что числовая плоскость есть множество всех пар действи- 
тельных чисел. Числовую плоскость обозначают А*. Ее определение можно 
символически записать 


Ю*® = [х, ухЕК, уЕК}- 


Немного подумав, вы сами убедитесь в том, что при таком определении чис- 
ловой плоскости обычное школьное определение графика действительной 
функции действительного переменного становится частным случаем общего 
определения, данного в п. 2. 

Обозначение Р (х, у} для точки с координатами х и и делается теперь 
излишним. Точками числовой плоскости в новом понимании являют- 
ся просто сами пары чисел (х, у). Можно говорить просто о «точке (0, 0}» 
(начало координат), о точках (1, 2), (—2, —1) ит. д. 

Не лишне заметить, что и термину «числовая прямая» надо теперь при- 
дать новый смысл: числовая прямая это просто само множество действитель- 
ных чисел В. Естественно, что точками числовой прямой при этом надо 
считать просто сами действительные числа. Обычно в школьных учебниках 
этого не говорят прямо, но час- 
то употребляют в применении к у 
числам геометрический язык: 3 
множество. чисел 


а, = (х|а=х=6} 


называют «отрезком», говорят, 
что «точка» 2 принадлежит ‹от- Ри АВЕ СР 
резку» [1, 3] ит. п. 
Любое множество точек 
числовой плоскости будем назы- 
вать расположенной на число- 
вой плоскости геометрической 
фигурой. Такова, например, ок- 
ружность с центром (0; 0) и ра- 
диусом единица: это ‘множество точек, т.е. пар чисел (х, И), для которых 


э-+у = 1. 


Естественно, что точки и геометрические фигуры числовой плоскости можно 
наглядно изображать на чертеже. Для этого на реальной плоскости (листе 
бумаги или классной доске) выбирают оси координат и точку числовой 
плоскости (х, у) изображают реальной точкой с координатами х и у. Конеч- 
но, такое изображение может быть только приближенным. Начерченные на 
бумаге или классной доске графики являются лишь приближенными изоб- 
ражениями «настоящих» графиков функций, которые в нашем новом пони- 
мании суть просто подмножества числовой плоскости. К. этим «настоящим» 
графикам и относится утверждение, что функция полностью определяется 
своим графиком. 
Пусть задано множество пар 


М= ((х, у}. 


Таким множеством, например, является любая «фигура» на числовой плос- 
кости. Что надо дополнительно потребовать, чтобы это множество пар 
было графиком некоторой функции? 


Кматгоссте.гы 
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Ответ не сложен: для этого у Рис. 1 
необходимо и достаточно, чтобы 
в множестве М нельзя было 
найти две пары (х, и) и (х, у.) с 
общим первым элементом х и 
различными вторыми элемента- 
ми и9:55у.. (Проведите доказз- 
тельство самн.) На рис. 1 
красная кривая есть график 
функции, а черная графиком 
не является. © 


Множество пар (х, и). в котором не существует двух пар вида (х, и1), (х, у.), Иззи, 
можно назвать фунхнциональным графиком. Заметьте, что мы сейчас определили «функцио- 
нальный график», не пользуясь понятием «функции». Нельзя ли с этой стороны дать фор- 
мальное определение и самого понятия функцин, которое мы считали основным, т.е. не 
подлежащим формальному определению? Я не хочу давать ответ на этот вопрос здесь. Он 
не совсем прост. В нашем журнале мы еще будем иметь повод вернуться как к современным 
представленням о понятин функции, так и к его истории. , 


4. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 


Чтобы освоиться с, широтой общего понимания термина «функция», 
рассмотрим еще некоторые простейшие геометрические преоб- 
разования. 

Чтобы повернуть плоскую фигуру вокруг точкн О (рис. 2), можно пе- 
ренести контуры фигуры на наложенную на плоскость чертежа кальку, 
закрепить кальку булавкой в 
точке 0 и, повернув кальку, пере- 
нести контуры копии фигуры с 
кальки на плоскость чертежа 
{например, при помощи копиро- 
вальной бумаги). При повароте 
все точки фигуры поворачива- 
ются вокруг точки О в одном и 
том же направлении на один и 
тот же угол. 


Рис. 2 








Обозначим Г ь 
|. / 
@= Ко(Р) (1) 
положение точки Р после пово- я р 
рота на угол @ против часовой > 
стрелки. Если точка О и угол ИХ 
а заданы, то каждой точке ЕЁ: 


Р по формуле (1) соответству- 9 
ет вполне определенная точка (. Ясно, что в смысле нашего общего опреде- 
ления Юд есть функция. Ее областью определения является множество 
всех точек плоскости Р. 

Углы поворота указывают со знаком. На рис. 3 точка О, получается из 
точки Р’ поворотом на 120°, а точка @, — поворотом на —120° (или поворо- 
том на 240°). Если точка @ получена из точки Р поворотом на а, градусов, 
то точку Р можно получить, повернув @ на —а градусов: если 
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Р1 
.” 
Р; Рз 
Рис. 3 Рис. 4 
то 
Р=Е`“о(0). 


Мы видим, что поворот Юо всегда является обратимой функцией. 

В применении к поворотам чаще говорят об «отображениях». Отобра- 
жение, обратное к повороту Юд, есть поворот Во“. Символически можно 
написать: 

Ко” (Ко (Р))=Р, 
(КЗ) * = Во“. 

Поворот отображает множество точек плоскости на самого себя. Если 
считать, что плоскость есть не что иное, как множество своих точек (так 
и поступают в современном изложении геометрии), то можно сказать, что 
поворот есть обратимое отображение плоскости на себя. 

Обратимые отображения плоскости на себя и называются геометри- 
ческими преобразованиями плоскости. С геометрическими преобразованиями 
вы еще неоднократно встретитесь на страницах нашего журнала. Пока же 
приведем еще только один пример геометрического преобразования плос- 
кости. Параллельным переносом называется отображение плоскости на 
себя 


Р -Ч=Т(Р), 


при котором все точки Р перемещаются на одно и то же расстояние и в 
одном и том же направлении (рис. 4). 


5. ВЕКТОРЫ 


Хотя возможно, что вы уже устали от знакомства с новыми понятиями 
н необычным толкованием понятий вам уже известных, сделаем еще одно 
усилие. Постараемся понять, что такое график параллельного переноса 
Р— О=тТ{Р). По общему определению это — множество всех таких пар 
точек 


(А, В}, 
для которых 


в=Т(А). 


В В Выберем одну такую пару точек 

(А.В). Чем характеризуются 

остальные? Тем, что отрезки АВ 

А равны по длине и одинаково 
1 В) направлены с отрезком А.В, 
(рис. 5). График параллельного 
переноса ТГ есть по определе- 
нию множество всех таких пар 


А | точек (А, В). 
} А” Обычно считают, что любая 
рик пара точек (А, В) определяет 


.. 
«связанный «вектор» АВ, связан- 


—> +» 
ные же векторы АВ и А’В” определяют один и тот же свободный вектор», 
если отрезки АВ и А’В’ равны по длине и имеют общее направление. 
Проще сказать, что «связанный вектор» это просто сама пара точек 
— 


(А, В), а «свободный вектор» АВ — это множество всех связанных векторов 
(А’, В’), равных (А, В) по длине и направлению. А при общем определении 
графика это множество есть не что иное, как график параллельного переноса 
Т, который определяется тем, что 


Т(А=В. 
Если 
Т (А) =В,, Т(А.) =В., Т (А.) =Ву, оу 
то пишут 
от В 
ТТ = Г =Т_.=...=а. 
А, В, А,В, А.В, 


Логика образования общих понятий нас привела к несколько необыч- 
ному утверждению: свободный вектор а есть не что иное, как график со- 
ответствующего параллельного переноса Та на вектор а. Будет хорошо, ес- 
ли вы полностью разберетесь в том, что этот вывод является неизбежным 
следствием принятых нами определений графика, свободного вектора (как 
множества равных по длине и направлению связанных векторов} и связан- 
ного вектора (как пары точек). Замечу, впрочем, что такие определения 
связанного вектора и свободного вектора не вполне общеприняты, хотя и 
представляются автору этой статьи самыми удобными. 


ЗАДАЧИ 


1. Напоминание и небольшие дополнения 


1. Какова область определения функцнй 
х Ит—х м | 
1) =, 2) № = ура’ 3) 15) = =? 


2. Какое условие иадо добавить к формуле 


Гы =мЬ, 
чтобы она определила функцию р, из задачи 1? 


э* 
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3. Какое дополнительное условие надо добавить к формуле 
[® =1, 
чтобы получилось определение функции 


ь® = (Их + (Ут)? 


Замечание. В задачах 1—3 под знаком У понимается «арифметический» квадрат- 
ный корень, т. е. неотрицательное число. 





2. График функции 


4. Сколько существует функций с областью определения 1, 2, 3, графики которых 
являются подмножествами множества пар 


{(1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (2,3), (3,3)} 


(см. рис. 6)? 
Сколько из этих функций имеет обратную? 
5. Покажите, что график обратной 


Го Е А функции }— определяется формулой 
3 | Гл = (©, 91, ЭЕГИ. 


(Естественно, предполагается, что функция | 








нмеет обратную.) 


| 

| 

3. Числовая плоскость 

| 6. Опишите устройство графика функ- 
| 





1 ции Дирихле: 
ЕЕ : = 1, еслн х рационально, 
] р з 0, если х иррационально. 
м . 7*) Число х из отрезка [0; 1] разла- 
Рис. 6 гается в бесконечную трончную дробь 


х= О,хх.хз ... (хп =0, 1, 2). 
Значение функции у=С(х) определяется двончной дробью 
у = О, улууз ... (Уп=0, 1) 
следующим образом: 
если хп = 0, то ип =0, 
если хл = [или хп =, 10: 
Уп = 1 при условин, что среди цифр ху, хе, ..., Хп—а Не было единиц, 


уп ==0 при условин, что среди цифр хи, х», .-., Хп а уже встречалась 
одна единица. 


Попробуйте начертить график этой функции. Докажите, что он содержит бесконечное 
число горизонтальных отрезков. Если вы знакомы с понятием непрерывности функции, по- 
пробуйте доказать, что наша функция непрерывна. 

Замечание. В этой задаче мы ие избегаем троичных дробей, в которых все знаки, 
начиная с некоторого, двойки, и двончных дробей, в которых все знаки, начиная с некоторо- 
го, единицы. Например, мы пишем в троичной системе 


0,2222... =1; 0,12222, ..=0,200000... 


.Н В Двончной системе считаем, что 


ОЛДИ. .. =1; 0,010. .. =0,01100000... 


*) Это— трудная задача (см. $ 15 в книжке: С. В. Фомин «Системы счисления», 
1968 
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4. Геометрические преобразования 
8. Опишите в геометрических термннах преобразования числовой плоскости, которые 
аналитически задаются формулами: 
а) (х, у) > (—ч, х), 
6) (х, >С, — У, 
в) (х, у - (у, —х), 
г) (х, у) > { —х, у, 
д) (х, уу, 
©) (х, у) (ха, уа). 
9. Докажите для поворотов вокруг общего центра О формулу 
ЮО ТАВ(Р)] = ВОВ (Р). (1) 
10. Докажите, что при любых центрах Оз и О. преобразование 
Е(Р) = Во, [Во (Р)} 


будет параллельным переносом. На какое расстояние и в каком направлеини? 
5. Векторы 


11. Докажите формулу 
Те (Ть(Р)} = Та+ь(Р). (2) 


12. Покажите, что преобразование 
Е(Р) = То [ЕО (РЛ 


является поворотом на угол &. Вокруг какого центра? 
Замечанне. Формулы (Г) и (2) короче пишут 


КаЮВ = КОВ, 
ТаТь = Та+ь- 
Взятие функции от функции во многих отношениях похоже на умножение. Но это уже 


особая тема, разработка которой нё умещается в этой статье. Мы воспользуемся такой ко- 
роткой записью функции от функцни (композяцни отображений) в задачах 13 и 14. 


13. Докажите, что всегда 
Тоть =— ТьГа 


ов = ВКО 
при поворотах вокруг общего центра. Покажите на примере, что, вообще говоря, 
Аб, КВ, = ВВ, КС, 


при п вокруг различных центров От, Ох. 
18. Выясиите полностью вопрос о том, когда все-таки 


Аб, В, Е 28, КС, з 
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ее на расстоянии, большем, чем раз- 
меры фокусирующего прибора. Иное 
дело лазеры. После возникновения 
квантовой электроники и создания ла- 
зеров *) появилась возможность кон- 
центрации мощных световых потоков 
в виде лучевых шнуров. 

Слово лазер является сокращенной 
записью английской фразы МЫ 
АтрИЙсанол Бу ЗУипШаед Епи5- 
$1юп 0 Кабайоп, которая перево- 
дится так: усиление света путем ин- 
дуцированного испускания излучения. 
Попробуем разобраться, что означает 
эта фраза. Мы знаем, что свет — 
это электромагнитное излучение, рас- 
пространяющееся в виде волны и 
несущее энергию. Световая волна — 
быстропеременная электромагнитная 
волна, распространяющаяся в ваку- 
уме со скоростью 3.10 смдек. Ос- 
новными характеристиками волнового 
процесса являются: длина волны — 
расстояние между двумя гребнямн 
бегущей волны и частота — величи- 
на, показывающая, сколько раз в 
секунду в какой-то фиксированной 
точке пространства возникает гребень 
волны. Длина световой волны `А и ее 
частота у связаны со скоростью света 
с простым соотношением Ау = с. 

Видимому свету соответствуют вол- 
ны длиной от 0,4 мк до 0,8 мк (1 мк = 
=10-“см) и частоты от 0,75-1018 гц 
до 0,375.10'8 гц (частота \ гц — 
одно колебание в секунду). ^ 

В световой волне периодические 
изменения в пространстве и во време- 
ни испытывают электрическое и маг- 
нитное поля, подобно тому как это 
происходит в радиоволне. Однако 
обычная световая волна, в отличие от 
радиоволны, не является монохрома- 
тической. О волне говорят как о мо- 
нохроматической, когда периодичес- 
кое изменение электрического и маг- 


*) Квантовая электроника ведет свое на- 
чало с 1954 года, когда одновременно в 
СССР и в США были заложены основы этой 
науки. Первые лазеры появились в 1961 го- 
ду. Нобелевская премия по физике 1964 года 
за создание квантовой электроники присужде- 
на Н. Г. Басову, А. М. Прохорову (СССР) 
и Ч. Тауису (США).-Ред. 
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нитного полей волны происходит на 
одной строго постоянной частоте. В 
этом случае вся переносимая волной 
энергия сосредоточена на этой часто- 
те. Такая электромагнитная волна 
подобна звуковой волне, создаваемой 
хорошим камертоном. 

Частота (длина волны} светового 
излучения определяет цвет видимого 
света. Слово «монохроматическое» оз- 
начает одноцветное. Поэтому если 
монохроматическая звуковая волна 
соответствует предельно чистому му- 
зыкальному тону, то монохроматичес- 
кая световая волна соответствует пре- 
дельно чистому цвету. 

Длины волн излучений, исходящих 
от разных источников, могут, вообще 
говоря, совпадать. Если при точном 
совпадении частот гребень одной вол- 
ны все время совпадает с гребнем дру- 
гой, то происходит удвоение ампли- 
туды результирующей волны. В этом 
случае говорят, что волны склады- 
ваются в фазе. Фазовые соотношения 
между волнами характеризуют рас- 
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положение гребней одной волны по 
отношению к гребням другой волны. 
Если это взаимное расположение ос- 
тается все время неизменным, то 
волны называются когерентными. Сло- 
во «когерентность» буквально озна- 
чает. сцепленность, связность. По- 
нятие когерентности играет болышую 
роль ишироко используется в фни- 
зике. 

Обычная световая волна не явля- 
ется моиохроматической. Дело в том, 
что свет, который мы видим, — сол- 
нечный свет, свет люминесцентных 
ламп или ламп накаливания — из- 
лучается болышим количеством от- 
дельных независимых излучателей 
(атомов), каждый из которых испуска- 
ет свет вне какой-либо связи с тем, 
испускают или не испускают свет 
его соседи. В результате такого ха- 
отического испускания световые вол- 
ны, из которых состоит наблюдаемое 
нами излучение, не когерентны друг 
другу, а результирующая световая 
волна не является монохроматической. 
Именно немонохроматичность и не- 
когерентность обычного света пре- 
пятствуют концентрации световой 
энергии в лучевой шнур (отсюда — 
невозможность построить «гиперболо- 
ид инженера Гарина»). 

Мы знаем, что свет испускается 
атомами. Именно атомы являются 
теми отдельными независимыми излу- 
чателями, о которых мы только что 
говорили. На атомном уровне пред- 
ставление светового излучения в ви- 
де непрерывной световой волны не- 
справедливо. Атом может  погло- 
щать или излучать свет только в 
виде определенных порций  свето- 
вой энергии — световых квантов. 
Величина энергии квантов = = й\, 
где #= 6,6.10-34 дж/гц — постоян- 
ная Планка, а у — частота света. 

Энергия квантов видимого света 
заключена в пределах от 2,5. 10-18 дж 
до 5.10-1 дж. Хотя эта энергия 
очень мала, квантовая природа света 
существенно проявляется во взаимо- 
действии света с веществом. Вместе 
с тем свет не утратил своей волновой 
природы, проявляющейся во всех тех 
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явлениях, где важны фазовые соот- 
ношения (сложение волн, формиро- 
вание световых пучков и т. д.). 
Таким образом, свет обладает сово- 
купностью волновых и корпускуляр- 
ных, то есть присущих частицам, 
свойств. 

Итак, микроизлучателями света яв- 
ляются атомы, дающие в обычных ус- 
ловиях поток квантов некогерентного 
излучения. Очевидно, что излучение 
испускается атомами, обладающими 
некоторой избыточной энергией, так 
называемыми возбужденными атома- 
ми. Но возбужденный атом неустой- 
чив, он может самопроизвольно без 
каких-либо внешних причин испус- 
тить квант излучения. Акты самопро- 
извольного испускания происходят 
случайно. Такое самопроизвольное из- 
лучение носит нерегулярный, хаоти- 
ческий характер. Оно некогерентно. 
Но возможности излучения световой 
энергии не ограничиваются только 
самопроизвольными процессами. Не- 
обходимо помнить, что внутренняя 
энергия атомов может принимать толь- 
ко некоторые определенные значения. 
Как говорят, атом может находиться 
только на том или ином уровне энер- 
гии. Переходы атома с одного уровия 
на другой сопровождаются изменени- 
см его внутренней энергии. При пере- 
ходе с нижнего уровня энергии на 
верхний атом поглощает энергию, при 
переходе с верхнего на нижний атом 
отдает энергию. Эти переходы, сле- 
довательно, сопровождаются либо по- 
глощением, либо излучением света. 
Частота светового излучения, погло- 
щцаемого или излучаемого при пере- 
ходе с уровня энергии Е, на уровень 
Е›, определяется формулой 

2: — Е\ 

Г? . 

Кроме самопроизвольных переходов 
атомов с верхнего уровня энергии на 
нижний, существует удивительное яв- 
ление индуцированного излучения, о 
котором догадался А. Эйнштейн. Про- 
цесс индуцированного излучения от 
самопроизвольного отличается преж- 
де всего тем, что происходит не сам 
по себе, а под воздействием внешнего 


по отношению к атому излучения. 
При этом вторичные кванты неотли- 
чимы от первичных. Они точно повто- 
ряют частоту и направленме расиро- 
странения первичных квантов. Ин- 
дуцированное излучение потому и 
называют индуцированным, что акты 
ето испускания индуцируются (вы- 
зываются) внешинм по отношению к 
атому излучением. В результате, в 
отличие от самопроизвольного излу- 
чения многих атомов, индуцированное 
излучение когерентно. 
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Таким образом, в оптике имеется 
явление, пригодное для получения 
когерентного излучения. Это — ин- 
дудированиое излучение. Но для од- 
ного атома вероятность индуциро- 
ванного излучения при переходах 
с верхних уровней энергии на нижние 
равна вероятности поглощения при 
переходах с ннжних уровней на верх- 
ние. Для того чтобы индуцированное 
излучение превалировало над по- 
глощением, надо на верхних уров- 
нях иметь больше атомов, чем на 
нижних. А в условиях теплового рав- 
новесия дело обстоит как раз наоборот: 
на нижних уровнях энергии атомов 
больше, чем на верхних (рис. 1). 
При взаимодействни излучения с та- 
кой системой атомов произойдет сле- 
дующее. Часть излучения поглотится, 
и часть атомов перейдет на верхний 
уровень энергии (рис. 2). Если же 
система атомов так предварительно 
подготовлена, что на верхнем уровне 
энергии атомов больше, чем на ниж- 
нем, то при взаимодействии излучения 


Рис. 1 
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Рис. 2 
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Рис. 3 


с такой снстемой атомов в силу эф- 
фекта индуцированного испускания 
произойдет усиление исходного из- 
лучения, как это схематически нока- 
зано на рисунке 3. В силу свойств 
индуцированного излучения вторич- 
ное излучение усиливает первичное, 
являясь точной его копией. Вместе 
они составляют одку волну, ам- 
плитуда которой нарастает проюр- 
ционально числу актов индуцирован- 
ного иснускания (рис. 4). Системы 
атомов, в которых хотя бы для двух 
уровней энергии существует такая 
ситуация, что верхний уровень энер- 
гии населен более нижнего, назы- 
ваются системами с инверсией на- 
селенностей. Слово инверсия означает 
перевернутость, изменение нормаль- 
ного порядка вещей на обратный. 

Так вот, основой квантовой электро- 
ники как науки в целом служит явле- 
ние нндуцированного излучения, и 
главвым в лазерах является исполь- 
зование индуцированного излучения 


Рис. 4 
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в системах с инверсией населенностей 
для когерентного усиления и гене- 
рации световых волн. 

Здесь следует подчеркнуть разницу 
между усилением и генерацией. Оп- 
тический усилитель служит для того, 
чтобы увеличивать напряженность 
электрического поля световой волны, 
поступающей на его вход. На выходе 
усилителя должна быть получена более 
интенсивная, но точная копия вход- 
ного излучения. В этом смысле опти- 
ческий усилитель полностью подобен 
своему предшественнику — радио-уси- 
лителю. Оптический же генератор 
должен быть источником оптического 
излучения, зарождающегося непосред- 
ственно в генераторе и выходящего 
низ него во внешнее пространство. 

Для работы оптического генератора 
необходима обратная связь. Она осу- 
ществляется следующим образом. Сис- 
тема атомов с инверсией населенностей 
располагается между двумя строго 
параллельными друг другу зеркалами. 


«= 


В какой-то точке между зеркалами 
самопроизвольно возникает излуче- 
ние. Оно распространяется в сторону 
зеркал и по мере распространения 
усиливается. Дойдя до зеркал, све- 
товые волны отражаются и повора- 
чивают назад. Если гребни отражен- 
ных волн совпадают с гребнями падаю- 
щих волн, то волны усиливают друг 
друга. Для этого расстояние между 
зеркалами должно быть кратно цело- 
му числу полуволн. Обычно между 
зеркалами укладываются сотни тысяч 
полуволн. Излученная энергия на- 
капливается в пространстве между 
зеркалами и воздействует на систему 
атомов, вызывая индуцированное из- 
лучение. Если мощность индуциро- 
ванного излучения превышает мощ- 
ность неизбежных потерь на нагрев 
зеркал, рассеяние, а также на полез- 
ное излучение во внешнее простран- 
ство, то возникает незатухающая све- 
товая волна. В силу свойств индуци- 
рованного излучения эта волна в 
высшей степени монохроматична. Все 
атомы работают синхронно. Так их 
заставляет работать обратная связь, 
осуществляемая излучением, накоп- 
ленным между зеркалами. 

Для применения лазеров очень 
важно, что при индуцированном 
излучении вторичные кваиты повторя- 
ют ие только частоту, но и направление 
распространения первичных квантов. 
В результате лазерное излучение об- 
ладает не только высокой степенью 
монохроматичности, но и идеальной 
направленностью. Таким образом, 
формирование светового шнура проис- 
ходит автоматически. 

Прежде чем перейти к описанию 
собственио лазеров, завершим изло- 
жение основ квантовой электроники 
следующей грубой аналогией. Пред- 
ставим себе трибуны болышого ста- 
диона, заполненные тысячами страст- 
ных болельщиков. Перед началом игры 
болельщики о чем-то говорят, что-то 
выкрикивают, но каждый независимо 
друг от друга. Создается сильный и 
ровный шум. Игра началась, все 
замерли. Тихо. А затем вдруг, на- 
чавшись где-то, нарастает и достигает 
3* 


оглушительной силы  единодушный 
крик «шай-бу, шай-бу». Все кричат в 
унисон, кричат синхронно, чем и 
достигается эффект, подобный лазер- 
ному. 

В первом лазере был применен ру- 
бин — монокристалл окиси аллюми- 
ния (АЬО.). В кристалле рубина часть 
атомов алюминия заменена атомами 
хрома. При концентрации около 
0,05% примесь хрома придает рубину 
характерный розовато-красный цвет. 

Инверсия населенностей в рубине 
достигается с использованием трех 
уровней энергии н вспомогательного 
излучения накачки. В методе трех 
уровней для увеличения числа атомов 
на верхнем энергетическом уровне или 
(что эквивалентно) для уменьшения их 
числа на нижнем уровне применяется 
мощное вспомогательное излучение, 
которое связывает один из рабочих 
уровней с третьим вспомогательным 
уровнем н перекачивает атомы снизу 
вверх. 

В настоящее время рекордные энер- 
гни и мощности в импульсе дают ла- 
зеры на рубине ин лазеры на стекле с 
примесью неодима. Поэтому они пред- 
ставляют наибольший интерес. 

Основной элемент лазера на руби- 
не — кристалл синтетического рубина 
высокой ‘однородности. Кристалл 
обычно имеет форму цилиндра диамет- 
ром 0,4--2 см и длиной 3--20 см. Ис- 
точником возбуждения является лам- 
па-вспышка. Накачка происходит 
следующим образом. Атомы хрома, ко- 
торые до вспышки находились на 
нижнем невозбужденном уровне, бла- 
годаря поглощению зеленого или си- 
него цвета, содержащегося в излу- 
чении ламлы-вспышки, переходят в 
возбужденное состояние (рис. 5). Вре- 
мя жизни атомов на верхнем возбуж- 
денном уровне мало (менее 10-7 сек). 
Они быстро переходят на нижний 
возбужденный уровень, отдавая из- 
быточную энергию решетке кристалла, 
то есть нагревая кристалл. На новом 
возбужденном уровне время жизни 
уже сравнительно велико и составляет 
примерно 10-3 сек. Поэтому этот уро- 
вень называется метастабильным. С 
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Рис. 5 


него атомы переходят в основное не- 
возбужденное состояние с испуска- 
нием кванта света в красной области 
спектра. 

При достаточно мощной вспышке 
можно перебросить на метастабильный 
уровень достаточное количество час- 
тиц для создания сильной инверсин. 

В качестве ламп накачки применя- 
ются мощные газоразрядные лампы. 
Вначале они делались в виде спирали, 
охватывающей кристалл. Сейчас, как 
правило, используются более мощ- 
ные стержневые лампы, устанавли- 
ваемые параллельно кристаллу. Лам- 
пы работают в импульсном режиме. 
Длительность импульса вспышки с0с- 
тавляет примерно тысячную долю се- 
кунды (1 мсек). Вспышка производится 
от батареи конденсаторов емкостью до 
10 000 жкф, заряженных до несколь- 
ких тысяч вольт. При разряде через 
лампу конденсаторы в одном испульсе 
отдают энергию в десятки, а то и в 
сотни тысяч джоулей. Мощвость на- 
качки в импульсе может превышать 
десятки миллионов ватт. 

Только часть энергии излучения 
лампы-вспышки, приходящаяся на зе- 
леную и голубую части спектра, идет 
на возбуждение ионоз хрома. Осталь- 
ная часть переходит в тепло. 

Использование имнульсного режи- 
ма обусловлено двумя обстоятель- 
ствами. Во-первых, трудно иметь ис- 
точник света накачки большой мощ- 
ности, работающий непрерывно. Во- 
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вторых, кристалл сильно нагревается 
при длительном возбуждении и теря- 
ет оптическую однородность. 

Естественно, что при импульсной 
накачке генерация тоже носит им- 
пульсный характер. При этом полу- 
ченная в кристалле инверсия может 
быть реализована двояко. Расемот- 
рим обе возможности. 

Пусть зеркала-отражатели настрое- 
ны в резонанс и жестко закреплены. 
Тогда, как только на метастабильном 
уровне накопится достаточное коли- 
чество частиц, начнется генерация, 
которая будет продолжаться до тех 
пор, пока накачка будет эффективна. 
Обычно такая так называемая сво- 
бодная генерация начинается через 
100-300 мсек после начала вспышки 
и продолжается 1! мсек. 

В режиме свободной генерации боль- 
шие кристаллы при мощной накачке 
дают в импульсе энергию до 1000 джоу- 
лей. Этому соответствует импульсная 
мощность до миллионов ватт. 

Другой режим достигается путем 
включения зеркал” резонатора в тот 
момеит, когда инверсия достигла мак- 
симальной величины. Тогда все на- 
копленные на метастабильном уровне 
частицы излучают практически сразу, 
и генератор выдает гигантский им- 
пульс излучения очень короткой дли- 
тельности 10-8--10-? сек со сравни- 
тельно небольшой энергией (около 
трех джоулей). Но так как эта энергия 
излучается в очень короткое время, 





то максимум мощности импульса до- 
стигает значений 300 миллионов — 
3 миллиарда ватт. 

Здесь встает вопрос а коэффициенте 
полезного действия лазера (к. нп. д.). 
Из приведенных оценок видно, что в 
лазерное излучение преобразуется 
лишь малая доля энергин накачки. 
В режиме свободной генерации к. п. д. 
рубинового лазера менее 1%, в ре- 
жиме гигантских импульсов и того 
меньше. 

В чем же тогда вынгрыш, который 
дает лазер? 

Дело в том, что мы, проигрывая в 
количестве энергии излучения, не- 
измеримо выигрываем в его качестве. 
Это новое качество — монохроматич- 
ность и паправленность — обуслов- 
ленно свойствами эффекта индуциро- 
ванного излучения. 

Длина волны излучения рубинового 


лазера равна 6943 А = 6,943.10-5 см. 
И в окрестности этой длины волны, 
в очень узком интервале с шириной 


порядка 0,1 А, заключена вся мощ- 
ность лазера. Ширина же спектра 
излучения теплового источника ви- 
димого света составляет примерно 


на 
3000 А, то есть в 30 000 раз больше. 
Один из самых мощных тепловых 
источников света — наше Солнце — 
с одного квадратного сантиметра по- 
верхности в видимом свете излучает 
мощность 8.103 вт/см?. При этом 


на интервал длин волн в 0,1 А при- 


Куап-тссте.ги 


ходится 0,2 вт/см?. А рубиновые 
лазеры дают в этом интервале 10° 
-—10 вт/см?! 

Соответствующие электрические по- 
ля составляют 3-10%--108 в/см. Солн- 
це в том же интервале длин волн соз- 
дает поле 12 в/см. 

Новое качество лазерного излуче- 
ния можно проиллюстрировать сле- 
дующим образом. Излучение Солнца 
в принциие не может нагреть какое- 
либо тело до температуры выше 6000°. 
Световое излучение  газоразрядных 
ламп более ярких, чем Солнце, не 
способно нагреть тело до температуры 
свыше 10 000. Но когда то же излу- 
чение газоразрядных ламп, пусть даже 
с болыной потерей энергии, преобра- 
зовано в лазерное монохроматическое 
излучение со спектральной плотностью 
змергии в миллиарды раз больше ис- 
ходной, то оно может нагреть тело до 
нескольких миллионов градусов. 

Лазеры на кристаллах могут ра- 
ботать и в непрерывном режиме. 
Но бблывие мощности дают, конечно, 
импульсные лазеры. 

Несколько особняком стоят газо- 
вые лазеры. В настоящее время лазе- 
ры на газах, возбуждаемых электри- 
ческим разрядом, работают в очень 
широком диапазоне частот — от ульт- 
рафиолетового излучения до далекого 
инфракрасного. Основной конструк- 
тивный элемент газового лазера — 
газоразрядная трубка, то есть трубка, 
в которой поддерживается электри- 
ческий разряд в газе. Обычно газ 
разрежен до давлений, в 100-1000 
раз меныших атмосферного. Материал 
трубок — стекло или кварц. Длина 
трубок в зависимости от назначения 
лежит в пределах от 5 см до 50 м. 
Газоразрядные трубки газовых лазе- 
ров в значительной мере подобны 
трубкам неоновой светящейся рек- 
ламы. Зеркала лазеров установлены 
либо непосредственно на торцах га- 
зоразрядных трубок, либо снаружи, 
но в любом случае строго перпенди- 
кулярно осин трубки. 

В настоящее время наиболее рас- 
пространенным является неон-гелие- 
вый лазер непрерывного действия на 
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волну 6328 А (красный свет). С его 
помощью получены световые коле- 
бания очень высокой стабильности и 
высокой монохроматичности. Хотя 
к. п. Д. этого лазера крайне невелик 
(0,01%), высокая степень монохро- 
матичности и направленности его 
излучения, обусловленные, в част- 
ности, однородностью его газовой ак- 
тивной среды, сделали этот лазер 
незаменимым при всякого рода юсти- 
ровочных и нивелировочных рабо- 
тах: при прокладке метро, выравни- 
вании взлетно-носадочных полос боль- 
ших аэродромов и т. п. 

Большим достижением стало созда- 
ние мощного лазера непрерывного 
действия, рабочим телом которого 
служит смесь углекислого газа, азота 
и гелия. Он дает инфракрасное излу- 
чение с длиной волны А 10,6 мк. 
Интерес к этому лазеру обусловлен 
прежде всего тем, что его к. п. д., 
достигаюц ий 30% , превосходит к. п. Д. 
всех существующих в настоящее вре- 
мя лазеров, работающих при комнат- 
ной температуре. Уже сейчас с по- 
мощью этого лазера можно получить в 
непрерывном режиме мощность в 10 
киловатт. 

Монохроматичность, направлен- 
ность и высокая мощность этого лазе- 
ра делают его весьма перспективным 
для целого ряда технологических при- 
менений. На рис. 6 показано, как ин- 
фракрасный луч СО,-лазера прожига- 
ет отверстие в куске горной породы. 


Рис. 6 
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Сейчас промышленность выпускает 
лазеры различных типов. Они исполь- 
зуются как эффективный инструмент 
в научных исследованиях, для рене- 
ния разного рода практических задач 
медицины (бескровный скальпель) и 
технологии (точная обработка туго- 
нлавких матерналов, раскрой тек- 
стильных матерналов). 


Лазерный луч измерил расстояние 
до Луны © болышей точностью, чем 
это было сделано радиосредствами. 
После того как на Луне был установ- 
лен снециальный отражатель, расстоя- 
ние до нее было измерено с точностью 
до четырех метров. 


Самое широкое применение лазеры 
нашли в физике. Они дают возмож- 
ность проводить уникальные физиче- 
ские эксперименты. Например, с по- 
мощью лазеров, работающих в режиме 
гигантских имнульсов, осуществлен 
пробой воздуха электрическим полем 
световой волны. Этот пробой происхо- 
дит в фокусе линзы, собирающей энер- 
гию лазерного пучка в точку. Моно- 
хроматичность и высокая направлен- 
ность лазерного излучения позволяют 
при фокусировании концентрировать 
лазерный свет в очень малом объеме 
(в принципе размер пятна в фокусе 
может быть доведен до длины волны). 
В образующуюся при пробое лазер- 
ную «искру» практически мгновенно 
«вкачивается» почти вся энергия им- 
пульса. Плазма «искры» сильно ра- 
зогревается. Получена температура в 
несколько миллионов градусов. Ус- 
тановлено, что лазерная искра излу- 
чает рентгеновские лучи. Уже полу- 
чены первые нейтроны, рожденные 
возникающей при таком нагреве тер- 
моядерной реакцией. 


Работа с лазерами ведется в ла- 
бораториях всего мира. Многое сде- 
лано, но много еще нерешенных проб- 
лем. Нет сомнения, чта развитие кван- 
товой электроники будет и дальше про- 
должаться высокими темпами. 





Кап лисспте.го 


———— мы 


Геометричесние 
неравенства 





На страницах нашего журнала на- 
чинает свою работу математический 
кружок. Темы его занятий будут в 
основном доступны уже восьмиклас- 
сникам, номы надеемся, что они будут 
интересны всем читателям «Кванта». 

Первое занятие кружка посвяща- 
ечся геометрическим иеравенствам. 





В самом начале изучения геометрин 
мы знакомимся с важным фактом: 
сторона треугольника меньше суммы 
двух других сторон (рис. 1). Одно 
это неравенство, которое называют 
неравенством треугольника, позво- 
ляет решить ряд интересных геомет- 
рических задач. 

Задача 1. Докажите, что сумма 
расстояннй от любой точки, лежащей 
внутри треугольника, до его вершин 


больше половины периметра этого 
треугольника. 

Решение. Рассмотрим  тре- 
угольники АОВ, ВОС и СОА 


(рис. 2) и напишем три неравенства 


Рис. 1 


С 
АС < АВ + ВС 


М. И. БАШМАКОВ 


` 


треугольника: 
АО -- ОВ > АВ, 
ВО + ОС`> ВС, 
С0О+ ОА СА. 


Складывая эти меравенства и деля 
пополам, получим 


А0-+ ВО + СО>> (АВ ВС- СА. 


что и требовалось доказать. 

Попробуйте решить._самостоятельно 
еще несколько задач на доказатель- 
ство неравенств. Надо разумно вы- 
бирать треугольники, выпнсывать не- 
равенства для их сторон и преобра- 
зовывать эти неравенства к нужному 
внду. 

Докажите, что: 


Задача 2. Сумма днагоналей 
выпуклого пятиугольника меньше уд- 
военного периметра. 


Задача 3. Сумма диагоналей 
выпуклого пятиугольника больше ие- 
риметра. 


Рис. 2 
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Задача 4. Медиана  треуголь- 
ника меньше полусуммы сторон, меж- 
цу которыми она заключена. 


Задача 5. Сумма меднан тре- 
угольника меньше периметра, но боль- 
ше трех четвертей периметра. 


Вы, наверно, обратили внимание на 
то, что в каждой задаче ириходится 
по-своему выбирать, каким способом, 
в какую сторону проводить оценку 
(устанавливать неравенство). При этом 
не всегда удается сразу получить 
нужный результат. Например, в по- 
следней задаче легко получить, что 
сумма медиан больше половины 
периметра. (Достаточно рассмотреть 
треугольники АВО, ВСЕ и САЕ на 
рис. 3.) В то же время из других 
треугольников можно получить более 
точную оценку, требуемую в задаче. 
Возникает вопрос: какова наи- 
большая константа #1, для ко- 
торой верна оценка 

? 


рт ть+т,! 


(здесь те, ть, т,.— медианы к сторо- 
нам а, бис, а р — периметр треуголь- 
ника). Точно так же, интересно 
получить точную оценку и сдругой 
стороны: найти наименьшую 
константу №,, для которой неравен- 
ство 


т. +ть- т. < Ёр 
верно для любого треугольника. 


Задача 6. Докажите, что при 
сравнении суммы медиан треуголь- 


Рис, 4 


РС 


Кеалегпссгеги 


Рис. 3 


ника с его периметром лучшими (т. е. 
крайними) константами будут А; = —;- 
и А, == 1. Более точно: докажите, что 
отношение 
то ть пс 

р 


Хх = 


3 
[принимает все значения между -х и 1. 


Обратим внимание на то, что не- 
равенства во всех предыдущих за- 
дачах были строгие. Если мы 
хотим приблизиться к границе, т. е. 
искать треугольники, для которых 
неравенство близко к равенству, мы 
должны и треугольники выбирать 
близкие к «вырожденным». Так, что- 
бы показать неулучшаемость оценки 


3 
по ттьт, > Р, 


можно рассмотреть, например, такие 
равнобедренные треугольники, вер- 


шины которых приближаются к 
основанию (рис. 4). Ясно, что их 
периметр близок к удвоенной сто- 
роне основания, а сумма медиан 


близка к -— основания. Равенство 


2 
получится, когда вершина упадет 
на основание, а треугольник «выро- 
дится» в двойной отрезок. 
Вообще, для любого числа х из 
интервала 


3 
<х<! 


можно указать такой равнобедренный 
треугольник, для которого 


та Е ть те 


=. 
р 


Это позволяет решить задачу 6. 


Задача 7. Докажите, что сумма 
расстояний любой точки внутри тре- 
угольника до его вершин меньше 
периметра. 


Задача 8. Сравните задачи | и 
7, 2 и 3; поставьте и исследуйте воп- 
рос, аналогичный тому, который мы 
обсуждали относительно медиан. 


Задача 9. Рассмотрим всевоз- 
можные выпуклые п-угольники (п — 
определенное число). Возьмем точку 
внутри такого многоугольника и со- 
ставим отношение суммы ее расстоя- 
иий до вершин к периметру. Какие 
значения это отношение может при- 
нимать? *) 

В следующих задачах нужно ис- 
пользовать, кроме неравенства тре- 
угольника, некоторые другие простые 
неравенства, например то, что из двух 
сторон треугольника больше та, ко- 
торая лежит против большего угла, в 
частности, что гипотенуза прямоуголь- 
ного треугольника болыше катета, 
ит. п. 


Задача 10. Докажите, что для 
всех прямоугольных треугольников 


*) Ср. задачу 4 на стр. 59 первого но- 
мера «Кванта». 
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верны следующие — неравенства: 


0,4 <= < 0,5, где л — радиус вписан- 


ного круга, й — высота, опущенная из 
вершины прямого угла. Являются 
ли написанные границы точными? 


Задача 11. На  биссектрисе 
внешнего угла С треугольника АВС 
берется точка М, отличная от С. 
Локажите, что сумма ее расстояний 
до‘вершин А и В больше, чем сумма 
расстояний от точки С до этих же вер- 
шин. 


Задача 12. Для того чтобы 
угол А в треугольнике АВС был 
острым, необходимо и достаточно, 
чтобы медиана, проведенная из вер- 
шины А, была более чем вдвое больше 
стороны ВС. 


Задача. 13. В остроугольном 
треугольнике АВС наибольшая из 
высот (обозначим ее через АН) равна 
медиане ВМ. Докажите, что угол 
АВС меньше 60°. 


Задача 14. На продолжении 
нанбольшей стороны АС треугольни- 
ка АВС отложен отрезок СО =ВС. 
Докажите, что угол АВЮО тупой. 


Задача 15. А, В, С, р — по- 
следовательные вершины выпуклого 


четырехугольника АВСО. Докажите, 
что если 


АВ-ВР=АС-СО, 
то 
АВ=АС. 
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Куми пестю.ги 


К концу прошлого века в физике м а химии утвердилась, нак тогда говорилм, 
гмпотеза об атомах м молекулах — мельчайших частицах, мз ноторых составлены 
все тела окружающего нас мира. В химим атомная гипотеза позволила понять 
м очень удобно описывать химическке реакции: всякая реакция — 
это просто соединение атомов в молекулы млм, наоборот, разложение молекул 
на атомы мли группы атомов. Из анализа состава разпичных молекул 
химики сумелы выяснить, что втомы разных элементов обпадают различными массами. 
Им даже удалось узнать, во сколько раз один атом тяжелее или пегче другого; 
уже к началу второй половмны Х!Х столетмя быпи мэнестны так называемые 
атомные веса всех открытых к тому времени химических элементов, 
то есть числа, показывающие, во сколько раз атом данного химического элемента 
тяжелее самого легкого из атомов Г В Знаменитый русский химик 


Д. М. Менделеев, расположив химн Ккме элементы а порядке возрастания 










атомных весов, показал в 1869 году, чт] т нм образуют определенную систему, 


в которой свойства злементо Во т р 
А р и 

‚2 к 

а утес р 


В физике гипотеза об\5$$ ай 


[пермодическая система]. 

менее важную роль. 

Она позволила физикам НН. . " Че ясное ед РНЕНА о множестве 

самых различных явлений. Она помогла ь, что такое тепло м хопод. почему тела 

прм нагреваним расширяются, почему „ны вещество может быть твердым, жидким 
н газообразным м многое друг ы мобы все это понять, нужно было 


те 7% ополнительно о продлена я — Цнто атомы м молекулы не СЕР 
я 2 . 
( % 


С 


И 
й 
й 


УГ. ь р 
ИИ: 
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н беспорядочно движутся м что между инми действуют силы притяжения м оттапкизания. 
Но прм всем этом атомы оставались только некоторым представпенмем 
в головах людей. Мх не только никто не видел, потому что онм очень малы, 
но никто не знал, насколько они малы, каковы массы атомов, сколько атомов в том 
илн мном тепе. Нельзя сказать, чтобы не делались попыткм все это как-то узнать. 
Но эти попытки ма прмыводмлм к убедительным результатам. У некоторых ученых 
появмлась даже уверенность в том, что об атомах м молекулах ничего 
к нельзя будет узнать, потому что нх на самом деле на существует. Эти ученые полагали: 
что атомы — это нечто вроде меридианой м параллелей на географической карте: 
ммм удобно пользоваться, но реально в природе мх нет. 
Физики, однако, не теряли надежду доказать реальность атомов м молекул, 
взвесить мх, сосчитать мх число, определить мх размеры. 
8 предлагаемом отрывке мз книги выдающегося советского физика-теоретика 
Матея Петровича Бронштейна «Атомы, электроны, ядра» рассказывается о том, 
как впервые удалось измерить массу атомов м даже сосчитать мх. Эта книга, 
изданная в 1935 году небольшим тиражом [асего 10000 экземпляров}, давно ужа стала 
быблмографической редкостью. 
Публикацию подготовмл профессор А. К. Кикомн. Сделанные нм добаеления 


взяты а прямые скобкм, 


... И в конце концов атом действи- 
тельно удалось взвесить. Этому по- 
могло одно очень странное явление, 
открытое еще в первой половине 
Х[Х века и на которое физики в свое 
время не обратили должного внима- 
ния. Это явление называется браунов- 
ским движением. 

В 1828 году знаменитый английский 
ботаник Роберт Браун проделал одно 
в высшей степени интересное наблюде- 
ние. Испытывая только что прислан- 

4* 


ный ему новый усовершенствованный 
микроскоп с ахроматическим объек- 
тивом, Роберт Браун вздумал рассмот- 
реть с помощью этого микроскопа нич- 
тожную каплю жидкости, содержа- 
щуюся в крохотных зернышках пыль- 
цы растений. В такой жидкости всегда 
имеется большее количество микроско- 
нических твердых частиц. Как удив- 
лен был Браун, когда увидел, что 
эти Частицы не остаются на месте, а 
движутся, движутся непрерывно, точ- 
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но исполняя какой-то фантастический 
танец! Когда в поле зрения микро- 
скопа было видно много таких частиц, 
то получалось такое же впечатление, 
как от тучи каких-то мельчайших 
мошек. Твердые частицы микроскопи- 
ческих размеров, находящиеся в жид- 
кости, движутся, как если бы они 
были живыми... Но уже Роберт Браун, 
который первым наблюдал это хаоти- 
ческое движение микроскопических 
частиц, получившее свое название 
отего имени, пришел к другому заклю- 
чению: частицы движутся не потому, 
что они живые... Так утверждал Бра- 
ун, и это было подтверждено много- 
численными последующими наблюде- 
НИЯМИ. 

Можно было бы думать, что брау- 
новское движение микроскопических 
частиц вызывается какими-то потока- 
ми в самой жидкости, связанными с 
разностью давлений в различных точ- 
ках жидкости. Всякому приходилось 
наблюдать движение пылинок в воз- 
духе, освещенном падающими сбоку 
солнечными лучами. Это движение 
действительно связано & такими то- 
ками воздуха, но брауновское движе- 
ние имеет совершенно другой харак- 
тер. В самом деле, если внимательно 
наблюдать за движением пылинок в 
солнечном луче, то легко заметить, 
что соседние пылинки, попавшие в 
одну и ту же неболыную струю 
воздуха, движутся в одну и ту же 
сторону. А если наблюдать за брау- 
новским движением микроскопичес- 
ких частиц, то оказывается, что 
между направлением движения со- 
‹едних частиц нет решительно ничего 
общего: частицы движутся совершенно 
независимо друг от друга, даже если 
им случается подойти друг к другу на 
самое крохотное расстояние, равное 
днаметру отдельной частички. Зна- 
чит, совсем не от токов жидкости 
происходит это непостижимое и фан- 
тастическое движение микроскопи- 
ческих твердых частичек. 

Во второй половине ХХ века 
брауновское движение подробно ис- 
следовал французский физик Гуи. 
Он проделал целый ряд опытов, ко- 


торые убедили его в том, что причина 
брауновского движения скрыта в са- 
мой жидкости. Не от внутренних токов 
жидкости, вызванных ничтожными 
разностями температур, и не от внеш- 
них толчков и сотрясений происхо- 
дит брауновское движение. Гуи про- 
бовал сравнивать брауновское дви- 
жение в лаборатории, расположенной 
на шумной улице, по которой проез- 
жают тяжелые экипажи, с тем же 
брауновским движением, наблюдае- 
мым ночью в глухом подвале в де- 
ревне. Разницы не получалось ника- 
кой. Толчки от экипажей заметны, 
но они сказываются не на хаотн- 
ческом движении брауновских частиц, 
8 на движении всей капельки жид- 
кости в целом: двигаясь, как целое, 
капелька увлекает за собой все час- 
тицы в одном и том же направлении, 
и это движение очень легко отличить 
от накладывающегося на него хаоти- 
ческого движения брауновских час- 
тиц, происходящего по всем возмож- 
ным направлениям. 

Гуи убедительно доказал, что брау- 
новское движение, как уже предпо- 
лагал и сам Браун, нисколько не 
связано с тем, что жидкость, в кото- 
рой оно наблюдается, взята из жи- 
вого существа — из растения: искус- 
ственно приготовленные жидкости с 
взвсшенными в них микроскопичес- 
кими частицами, в которых нет ниче- 
го живого, тоже обнаруживают брау- 
новское движение. В 1881 году 
польский физик Бодашевский пока- 
зал, что брауновское движение про- 
исходит и в газах, а не только 
в жидкостях. 

Для того чтобы наблюдать брау- 
новское движение, он рассматривал 
при боковом освещении микроскопи- 
ческие частички, образующие табач- 
ный дым. Крохотные частички угля, 
из которых состоит дым, плясали во 
все стороны совершенно таким же 
образом, как плясали твердые час- 
тички, наблюдавшиеся Робертом 
Брауном в жидкости. 

Настоящую причину брауновского 
движения угадал в 70-х годах прош- 
лого столетия бельгиец Карбонель. 
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Его объяснение, гениальное по своей 
простоте, состоит в следующем: мик- 
роскопические частицы движутся по- 
тому, что они испытывают толчки 
со стороны невидимых молекул и ато- 
мов окружающей их жидкости. Рас- 
сматривая движение  брауновских 
частичек, мы получаем некоторое 
представление о том, как движутся не- 
видимые молекулы жидкости, совер- 
шенно таким же образом, как мы уга- 
дываем © волнении на море, когда, 
стоя далеко от берега, видим качание 
лодки, швыряемой волнами во все 
стороны. Брауновское движение яв- 
ляется поэтому мостом, соединяющим 
невидимый мир атомов и молекул с 
миром. достунным восприятию при 
помощи наших органов чувств. 
Почему брауновское движение мож- 
но наблюдать только в том случае, 
когда частички очень малы? Очень 
просто, отвечает на этот вопрос Кар- 
бонель; если поверхность частицы 
велика, то количество толчков, полу- 
чаемых ею справа, всегда окажется 
приблизительно равным количеству 
толчков, получаемых ею же слева, и 
ничтожное различие в количестве тол- 
чков будет совершенно недостаточно 
для того, чтобы сдвинуть с места 
большую и тяжелую частицу. Если 
же частица имеет ничтожную массу 
и ничтожные размеры, то в хаосе мо- 
лекулярных движений жидкости всег- 
да может случиться, что с одной 
стороны частицы будет в данный мо- 
мент случайно болыше толчков, чем 
с другой, а поэтому легкоподвижная 
частица двинется в ту сторону, куда 
ее толкнут молекулы. Через какой- 
то очень короткий промежуток вре- 
мени избыток молекулярных толчков 
будет сдвигать брауновскую частицу 
уже по другому направлению, еще 
через какой-то короткий промежуток 
времени — по третьему и т. д. 
Если это предложенное Карбоне- 
лем объяснение правильно, то чем 
частицы легче и мельче, тем браунов- 
ское движение должно быть интен- 
сивнее. Так и есть в действительности 
— уже Браун сумел это заметить. 
Кроме того, ведь мы знаем, что дви- 


жение молекул жидкости происходит 
тем быстрее, чем выше температура; 
и в самом деле, Гун нашел, что при 
повышенни температуры брауновское 
движение делается все интенсивнее 
и интенсивнее. Когда Жигмонди изоб- 
рел ультрамикроскоп и смог наблю- 
дать ничтожнейшие частицы золота 
в коллоидном растворе (диаметр час- 
тиц меньше миллионной доли санти- 
метра), то брауновское движение этих 
частиц оказалось таким быстрым, что 
получилось какое-то сплошное мель- 
кание. Жигмонди описывает свое пер- 
вое впечатление так: «Это какое-то 
непрерывное прыганье, пляска, ска- 
кание, столкновения и разлетания, 
так что трудно разобраться в этой 
путанице»... 

Мы переходим теперь к рассказу 
о классических работах, которые сде- 
лал французский физик Жан Перрен 
(1908 г.). В этих работах было окон- 
чательно проверено и установлено, что 
брауновское движение в жидкостях 
вызвано движением молекул и тем 
самым дано решающее доказательство 
действительного существования Мо- 
лекул и атомов. 

Перрен брал кусочки резиновой 
смолы «гуммигута» и растирал их 
рукой в воде, пока она не становилась 
ярко-желтого цвета. После этого Пер- 
рен брал немножко такой жидкости 
под микроскоп. Под микроскопом ока- 
зывалась, что гуммигут на самом 
деле не растворился в воде, а распался 
на множество шаровидных мелких 
зернышек, которые разбрелись по 
всему объему воды. Зернышки эти 
очень различны по размерам. А Пер- 
рену хотелось иметь такую жидкость, 
в которой были бы совершенно одина- 
ковые по размерам частицы гуммнгу- 
та. Для этого он воспользовался 
«центрифугой» (центробежной маши- 
ной), такой же самой, какой пользу- 
ются на крупных молочных фермах 
для отделения сливок от молока или 
же в медицинских лабораториях для 
удаления кровяных шариков из крови, 
после чего остается однородная жнд- 
кость — кровяная плазма. Центри- 
фуга Перрена делала 2500 оборотов 
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в минуту, и возникающая при этом 
центробежная сила выбрасывала из 
жидкости зернышки гуммигута. Пер- 
пендикулярно к оси центрифуги были 
расположены стеклянные пробирки, 
в которых содержалась эмульсия гум- 
мигута (так называется вода с взве- 
шенными в ней частичками гумми- 
гута). 

Первыми выпадали тяжелые части- 
цы, а вслед за ними и легкие. Это 
давало возможность отделить частицы 
друг от друга по весу (а значит, и 
по размерам, потому что все частицы 
сделаны из одного и того же материа- 
ла, и поэтому, чем больше их масса, 
тем больше и размеры). 

Это очень кропотливая и тяжелая 
работа: приходится работать целый 
месяц для того, чтобы из одного ки- 
лограмма гуммигута получить не- 
сколько десятых или даже сотых 
долей грамма круглых зерен нужной 
величины. Таким образом, Перрен 
сумел получить несколько порций 
эмульсии с диаметром зерен в 0,5, 
0,46, 0,37, 0,21 и 0,14 микрона 


Распределение зернышек по высоте в гум- 
мнгутовой эмульсии. 
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(микрон — это тысячная доля 
лиметра). 

С помощью таких эмульсий Жан 
Перрен произвел множество заме- 
чательных опытов, о которых мы 
здесь и расскажем. Он поместил кап- 
лю эмульсии с определенным диамет- 
ром зерен в плоскую ванночку (кю- 
ветку) с глубиной 0,1 мм. Кюветка 
была затем покрыта тонким покров- 
ным стеклышком, края которого были 
залиты парафином: таким образом, 
капля оказалась размазанной в сосу- 
де, в котором она герметически за- 
перта, так что никакое испарение уже 
невозможно. 

Перрен сперва поставил свою кю- 
ветку набок и стал смотреть на нее 
в микроскоп. В поле зрения микро- 
скопа оказалась тонкая вертикальная 
водяная стенка, внутри которой рас- 
пределялись участвующие в браунов- 
ском движении зернышки гуммигута. 
Распределение зернышек сперва было 
однородным, но потом, с течением 
времени, распределение изменилось и 
в конце концов стало таким: очень 
много зернышек внизу, а по мере про- 
движения вверх их становится все 
меньше и меныше (см: рисунок). Чис- 
ло зернышек в одном кубическом 
микроне уменьшается с увеличением 
высоты и притом по некоторому впол- 
не определенному закону. 

Этот закон уменьшения плотности 
эмульсии с высотой Перрен захотел 
исследовать. Для этого он положил 
кюветку на дно, и после того как 
частицы расположились по высоте 
подобно тому, как в кювете, стоящей 
вертикально, стал смотреть на кюветку 
сверху в микроскоп, имевший очень 
маленькую глубину поля зрения: в 
микроскоп было видно все, что про- 
нсходит в тонком слое глубиной в 
один микрон. Передвигая микроскоп 
вверх и вниз, можно было помещать 
этот слой то выше, то ниже. Перрен 
стал работать так: поставил микрос- 
коп на какой-то высоте и начал счи- 
тать, сколько зернышек виднеется 
в поле зрения на этой высоте, затем 
передвинул микроскоп на новую вы- 
соту и снова сосчитал число зернышек 


мил- 


и т. д. Заметим, что при этом числом 
зернышек считается среднее из не- 
скольких наблюдений, потому что зер- 
нышки движутся совершенно хаоти- 
чески и, следовательно, их число в 
поле зрения микроскопа бывает то 
больше, то меньше в зависимости от 
случая. Поэтому на одной и той же 
высоте Перрен производил подсчет 
зернышек много раз и затем уже вы- 
числял значение, характерное для 
каждой такой высоты. 


рон, а число частиц на высоте 
95 микрон равнялось половине чис- 
ла частиц на высоте 65 микрон. 
Иными словами, при поднятии вверх 
на каждые 30 микрон число частиц в 
данном объеме (соответствующем глу- 
бине и ширине выбранного поля зре- 
ния) уменьшалось вдвое. Поэтому 
математический закон убывания плот- 
ности (числа частиц в данном объеме, а 
значит, и в каждой единице объема) 
с высотой может быть словами выра- 





Фотографии гуммнгутовой эмульсин, сделанные Ж. Перреном через 


Приведем результаты одного из 
опытов Перрена. Глубина кюветки бы- 
ла, как мы уже говорили, 100 микрон 
(то есть 0,1 мм). Отсчеты производи- 
лись на высотах 5, 35, 65 и 95 микрон 
над уровнем донышка кюветки. Ока- 
залось, что среднее число частиц на 
высоте 35 микрон составляет полови- 
ну того, которое было на высоте 
5 микрон, число частиц на высоте 
65 микрон было равно половиие 
числа частиц на высоте 35 мик- 
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Результаты опытов Перрена. 
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микроскоп. 


жен так: если высоты образуют ариф- 
метическую прогрессию, то числа зе- 
рен образуют геометрическую про- 
грессию. 

Такой закон убывания плотности 
зерен с высотой должен был сильно 
поразить и заинтересовать Перрена: 
ведь по такому же самому закону 
спадает плотность при поднятии в 
нашей атмосфере. Блэз Паскаль, зна- 
менитый французский ученый, жив- 
ший в ХУЙ столетии и впервые 


в 
о 


Так изменяется количество молекул возду- 
ха с высотой. 
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применивший к изучению атмосферы 
барометр, изобретенный итальянцем 
Торричелли, ‘обнаружил закон, по 
которому спадает с увеличением вы- 
соты плотность атмосферного возду- 
ха. Этот закон, получивший название 
барометрической формулы, гласит то 
же самое: плотность каждого из га- 
30в, составляющих атмосферу, убы- 
вает вместе с увеличением высоты в 
геометрической прогресии. 

[Закон этот можно выразить и ма- 
тематически, в виде формулы. 

Предположим, что на какой-то вы- 
соте й, над Землей в каждом кубичес- 
ком сантиметре содержится пу моле- 
кул какого-то газа. На какой-то 
другой, большей высоте А таких же 
молекул в одном кубическом санти- 
метре будет, конечно, меньше, на- 
пример п. Тогда барометрическая фор- 
мула может быть записана в таком 
виде: 

18 ^^ = Ата (#—№)*). (1) 

Здесь А — это некоторая постоянная 
величина, одинаковая для всех га- 
зов (при данной температуре), а т — 





*) Если Ё — это число «шагов», за которое 
мы поднимаемся на высоту Я, а АЙ — вы- 
сота «шага» то  #=Но-т (ЕЮ АВ, а 

ДТ Е 1 
В = По (--) „где - — знаменатель про- 
грессин, которую составляет плотность га- 
за (9>1. Из этих двух формул, исклю- 
чив А, мы найдем, что 


(°) 


Аналогичную формулу можно записать 
и для другого газа; величины, относящиеся 
к нему, мы снабдим штрихом: 

п шо’ 
о 9, ' че 
7 = ля’ (в — №5). (**) 

Очень важным оказывается То обстоятель- 
ство, что, если плотности первого и второго 
газов уменьшились в одно и то же число 


пе по 
раз, то есть — — —. 0 отношение разнос- 
п п 
тей высот, при которых это произошло, 
№ 


Ри: в точности равно обратному отно- 
= о < 
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масса молекулы того газа, о котором 
идет речь, & — ускорение силы тя- 
жести. 

Сразу видно, что в левой части 
равенства стоит отношение чисел 
частиц в единице объема (правда, под 
зиаком логарифма), а в правой — 
разность высот. Это и означает, 
что если высоты образуют арифмети- 
ческую прогрессию, то числа частиц 
образуют прогрессию геометрическую. 

Выберем такую разность высот #— 
—йЙь, чтобы число частиц п на высоте 
й было вдвое меньше числа частиц 
по на высоте й,. Тогда формула (1) 
примет вид 


152 = Атв (®— №5). (2) 
В таблице логарифмов легко найти, 
что |6 2 = 0.30103, так что 


0,30103 = Атя (В — Во). (3) 

Если бы было известно численное 
значение постоянной А, то, подсчитав 
число частиц в единице объема п и 
по на высотах Й и А,, легко было бы 
вычислить и массу молекулы т, то 
есть взвесить ее. Правда, сосчитать 


шению масс молекул этих газов: 


Разделим почленно уравнение (*) на урав- 
ненне (**): 
189 (А — Во) АЛ" 


Ы$—————щ—, НЫ 


99’ — в) Ав ' 


| 4_ Айт 
69 Ат’ ° 


Таким образом. |# 4^—Алт. Это дает возмож- 
ность записать, что 


124 = А. Айт, 


где А;— это некоторая постоянная величина, 
не зависящая от величины шага н одинако- 
вая для всех газов (прн данной температуре). 

Теперь барометрическую формулу (*) мы 
можем записать в таком виде: 


п 
| г =. Арт (А — Во). 


молекулы мы тоже не можем, но 
ведь нам и не надо знать каждое из 
чисел пи п, в отдельности. Нужно 
знать только их отношение. А его лег- 
ко найти, если измерить барометром 
давления на высотах Й и Й,: отноше- 
ние давлений как раз и равно отно- 
шению чисел частиц в единице объе- 
ма. Но дело в том, что величина А 
во времена Перрена не была известна 
(именно опыты Перрена и позволили 
определить ее). Поэтому Перрен мог 
рассуждать так: известно, например, 
что] при поднятии на 5 км количество 
кислорода, находящегося в куби- 
ческом  сантиметре, — уменышается 
вдвое; при поднятии на следующие 
5 км оно уменьшается еще вдвое 
итд. ит.д. Это — тот же закон, 
по которому уменьшается с высо- 
той число зернышек гуммигута в 
кубическом сантиметре эмульсии, но 
только здесь иные масштабы — вмес- 
то 30 микрон здесь мы имеем 5 км. 
Отчего же здесь получаются другие 
масштабы? 

Слой гуммигутовой эмульсии в 
100 микрон — это, в сущности, такая 
же атмосфера, но только состоящая 
не из молекул кислорода или азота, 
а из зернышек гуммигута, которые 
уже достаточно велики, чтобы их 
можно было видеть в микроскоп. 
Вследствие болышей массы этих зер- 
нышек (по сравнению с молекулами 
газа) уменьшение плотности с высотой 
происходит быстрее, чем в обыкновен- 
ной атмосфере, окружающей нашу 
Землю, а именно (в случае гуммигу- 
товых зернышек диаметром 0,21 микро- 
на) плотность уменышается вдвое при 
поднятии на 30 микрон. «Эмульсия,— 
говорит Перрен, — это атмосфера 
в миниатюре, тяготеющая к Земле. 
В масштабе такой атмосферы высота 
Альт представилась бы несколькими 
микронами, а отдельные холмы стали 
бы равны молекулам». Для нас всего 
важнее, что молекулы этой миниа- 
тюрной «атмосферы» — зернышки гум- 
мигута — могут быть взвешены, а 
это позволяет вычислить и массу 
молекул обыкновенного газа. Так 
Перрен сумел сделать то, что каза- 
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лось совершенно невозможным, — 
взвесить молекулы и атомы. 

[Из формулы (3) видно, что произ- 
ведение массы молекулы т на 
разность высот, между ко- 
торыми число молекул в единице 
объема изменяется вдвое, во всех 


случаях (то есть для любых частиц} 
0,30103 


д: 
Поэтому, если для гуммигутовых зе- 
рен разность высот меньше, чем для 
кислорода в атмосфере, то это пото- 
му, что масса гуммигутового зерныш- 
ка больше массы молекулы кисло- 
рода и как раз во столько раз, во 
сколько раз 5 км больше, чем 30 
микрон. ] 

Проделаем нехитрый расчет... 5 км 
в 166 миллионов раз больше, чем 
30 микрон. Значит, масса гуммигуто- 
вого зернышка с диаметром 0,21 


равно одной и той же величине 


микрона превышает массу кислоро- 
дной молекулы в 166 миллионов 
раз. 


Сколько же весит такой гуммигу- 
товый шарик? Это нетрудно рассчи- 
тать, если измерить предварительно 
массу кубического сантиметра гум- 
мигута. При этом расчете не следует 
забывать, что в опытах Перрена зер- 
нышки гуммигута находились в во- 
де, а значит, по закону Архимеда 
каждый кубический сантиметр гум- 
мигута терял в весе ровно столько, 
сколько весит кубический сантиметр 
воды, то есть | г. Значит, каждый 
кубический сантиметр гуммигута был 
в воде на один грамм легче, чем в 
воздухе. В результате всех расчетов 
{которые мы пропускаем) получается, 
что масса зернышка (с поправкой 
на закон Архимеда) была равна 
8,5.-10-25 г. И она в 166 миллибнов 


раз болыше массы молекулы кисло- 


рода. Значит, масса молекулы кис- 
лорода равна 5,1.10-23 г. А так как 
молекула кислорода в 32 раза тяжелее 
атома водорода (молекулярный вес 
кислорода равен 32), то масса атома 
водорода — этого самого легкого из 
всех атомов — равна 1,6.10-24 2. 
В грамме водорода содержится, сле- 
довательно, 6-10?3 атомов. 
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[Так атомы и молекулы были ие 
только взвешены, но и сосчитаны!] 

Эти цифры, найденные Перреном, 
позволили связать употреблявшуюся 
в то время единицу атомного веса — 
массу атома водорода — с граммом. 
Масса атома водорода, выраженная в 
граммах, получилась настолько нич- 
тожной, что ее никак невозможно себе 
представить, тем не менее она полу- 
чилась вполне определенной. Атом 
был взвешен. Важнейшая — задача 
атомиой физики была решена. 

[Заметим здесь, что цифры, полу- 
ченные Перреном, конечно, не очень 
точны. Впоследствии были найдены 
другие способы определения масс ато- 
мов и молекул, и теперь мы распола- 
гаем более правильными значениями 
масс. По современным данным масса 
атома водорода, например, равна 
1,673.10-2%г,а молекулы кислорода — 
5,314 .10-23 2. Как видите, эти 
цифры не так уж сильно отличаются 
от тех, что впервые были получены 
Перреном. ] 

Вот какой результат получил Пер- 
рен, изучая распределение зернышек 


Брауновское движение. 
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гуммигута в гуммигутовой эмульсии в 
зависимости от высоты. Но всего 
любопытнее то обстоятельство, что 
точно такой же результат был выве- 
ден с помощью тех же гуммигутовых 
шариков, но совершенно иным путем, 
о котором мы также скажем несколько 
слов. 

Брауновское движение в гуммигу- 
товой эмульсии совершается необык- 
новенно быстро. Нет никакой воз- 
можности проследить за движением 
отдельного гуммигутового зернышка. 
Поэтому Перрен и не пытался этого 
делать, а поступал следующим обра- 
зом: он отмечал на чертеже положе- 
ние гуммигутового зернышка через 
определенные промежутки времени, 
например через каждые 30 секунд, и 
полученные точки соединял прямыми 
линиями (хотя на самом деле гуммигу- 
товое зернышко за это время двига- 
лось не по прямой, а по причудливой 
ломаной линии). Полученные рисун- 
ки дают возможность судить о бес- 
порядочности, хаотичности браунов- 
ского движения вообще. Но Перрен 
делал эти рисунки не только для 
того, чтобы получить наглядную 
нллюстрацию к брауновскому дви- 
жению. Его интересовала количест- 
венная сторона дела. Знаменитый 
Альберт Эйнштейн, который был тог- 
да еще молодым человеком, написал 
(в 1905—1906 годах) замечательные 
работы, где он вывел формулу, опре- 
деляющую для заданного промежутка 
времени среднее смещение гуммигу- 
тового зернышка относительно его 
первоначального положения в жид- 
кости. Мы не станем здесь приводить 
эту замечательную формулу, заметим 
только, что в эту формулу входит 
величина, равная числу атомов во- 
дорода в одном грамме. Поэтому, 
сравнивая формулу Эйнштейна с ри- 
сунками Перрена, определяющими пе- 
ремещение частицы за 30 секунд, 
можно вычислить эту величину. Так 
и сделал Перрен, и у него получи- 
лось, что число атомов водорода в 
одном грамме равно 6.1023, то есть 
получилось такое же число, как и 
раньше. 


Совпадение двух чисел, которые 
были получены совершенно различ- 
ными способами, является лучшим 
доказательством правильности всех 
сделанных предположений. Значит, 
молекулы и атомы действительно су- 
ществуют, а не только являются 
удобной для химиков выдумкой. Та- 
кое заключение вынуждены были сде- 
лать даже те, которые долго и упорно 
не хотели признавать  существова- 
ния атомов. 

... Вековой спор между сторонни- 
ками и противниками атомов закон- 
чился, таким образом, победой сто- 
ронников атомной теории. И в настоя- 
щее время мы можем с уверенностью 
утверждать, что все вещи на свете — 
и вода, и камни, и растения, и живот- 
ные, и воздух, и железо ит. д. ит. д.— 
все это состоит из мельчайших 
невидимых глазу атомов. 


ЗАДАЧИ К СТАТЬЕ 
«КАК БЫЛ ВЗВЕШЕН АТОМ» 


1. Пользуясь приведенными в статье 
данными, найдите, на какой высоте дав- 
ление уменьшается вдвое. Воздух легче 
кнслорода в отношении 28,8:32. 


2. Ро — давление воздуха на уровне 
моря, Р; — на высоте й. Каково давление 
воздуха на высотах: 28, ЗВ, пй? Считать, 
что температура воздуха ны ускорение 
свободного падення не меняются с вы- 
сотой, н поэтому постоянная А не зависит 
от высоты. 


3. Найдите высоту над поверхностью 
Земли, где давление воздуха равно 0,25 
и 0,125 атмосферного. Постройте  крн- 
вую зависимостн. давления воздуха от 
высоты. 


—_—=———— 333 ——_д————— 


ЛОГИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА 





Будем условно считать, 
что если человек не будет 
семь суток ость или семь 
суток спать, то он умрет. 
Пусть человек неделю не ел 
и не спал. Что он должен 
сдепать в первую очередь 
к концу седьмых суток: по- 
есть или поспать, чтобы ос- 
таться в живых. (Несмотря 
на шутливый характер, зада- 
ча нмеет строгое и един- 
ственное решенне.} 


ВОПРОСЫ 
ПО ФИЗИКЕ 


1. Почему, когда купаясь 
» жаркий день, вы входите в 
воду, вода кажется холоднее 
воздуха, а когда выходите, 
то наоборот? 

2. Почему холодильник 
время от временн приходит- 
ся зыключать и оттамвать? 

3. Коробку, в которой на- 
ходится мышь, подбрасьва- 
ют вертикально вверх. Ког- 
да мышь находится в состоя- 
нии невесомости, еслн со- 
противленма воздуха отсут- 
ствует! 

4. На плиту поставили две 
одинаковые кастрюли с рав- 
ными  количествеми воды 
при одной м той же темпе- 
ратуре. Через мекоторов 
время а одну кастрюпю до- 
лили иемного кипятка мз 
чайника. В какой кастрюле 
вода закипит раньше? 

4а. Из той кастрюлы, где 
воды больше, отливают во 
вторую кастрюлю столько, 
что в ных снова становится 
воды поровну. В какой каст- 
рюле теперь вода закипит 
раньше? 
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КРИВЫЕ 
АРАКОНА 
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ЧТО ТАКОЕ КРИВАЯ И ЛОМАНАЯ 
ДРАКОНА 


Возьмите длинную полоску бумаги, 
сложите ее пополам и еще раз пополам. 
Сложенную полоску положите ребром 
на стол и разверните так, чтобы угол 
при каждом сгибе был равен 90” 
(рис. 1). Если смотреть сверху, то 
видна ломаная линия, нзображенная 
на рис. 2, а или б. 

При трех складываниях полоски 
пополам уже получаются существенно 
различные ломаные (рис. 2, в илиг) 
в зависимости от того, как еклады- 
вается полоска. Если полоску скла- 
дывать четыре раза и болышне, а затем 
разворачивать ее сгибы до прямых 
углов, можно получить много раз- 
личных ломаных. На рис. 3 показана 
одна из ломаных, получающихся при 
пяти складываниях пополам. 

Практическн вам пе удастся сло- 
жить полоску бумаги болыше семи 
раз — ведь уже при восьмом склады- 
ванни получилось бы 28 = 256 слоев! 
Однако мы скоро научимся рисовать 
довольно длинные такие ломаные, 
обходясь без полоски. На странице 
38 (внизу) уже нарисована одна из 
ломаных, которая получилась бы, 
если бы мы складывали полоску 12 раз. 
Она состоит из 21? = 4096 звеньев. 


р с = 


=> >> 


Рис. 2 


Куапетссте.ги 





Рис. 1 


Легко убедиться в том, что если 
складывать полоску более трех раз, то 
после разворачнвания некоторые ее 
углы обязательно будут «касаться» 
друг друга (рис. 2, г и рис. 3). Из-за 
многочисленных таких касаний на 
длинных аоманых местами получает- 
ся сетка. Чтобы разобраться, как 
идет ломаная, можно закруглить у нее 
углы (так, как показано на рис. 3 
цветной линией). Если проделать это 
для ломаной, изображенной под 
рисунком 3, то получится замыс- 
поватая линия, нарисованная на пре- 
дыдущей страннце. Этот рисунок 
и подсказал американскому физику 
Джону Хейвею (Нешрй\уау) название 
«кривые дракона». Тот, кто когда-ни- 
будь видел дракона, мог бы подтвер- 
днть, что оп выглядит именно так. 
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Такая ломаная («Главная ломаная дракона») получается, еслн начиная с отрезка. 
каждый раз поворачивать предыдущую ломаную в одну н ту же сторону. (Это соответст- 
вует способу складывания пополам, показанному на рис. 2 а, в; здесь полоска каждый раз 
загибается «справа вверх налево».) На рис. 3 изображено начало этой ломаной (32 звена), 
на этом рисунке — 4096 звеньев. Если ломаную продолжать таким же образом дальше, 
то она будет медленно обходнть вокруг своего начала, делая один полный оборот за 8 
«удвоеинй». Красные точки лежат на 10гарифмической спирали (для тех, кто знаком с поляр- 
ной системой координат мы можем написать ее уравнение: ф=1о8з г, где г, ф — поляр- 


2:л 
ные координаты; а=@а )). 


КАК РИСОВАТЬ ДЛИННЫЕ 
ЛОМАНЫЕ ДРАКОНА? 


Мы будем называть любую лома- 
ную, полученную из бумажки, сло- 
женной пополам п раз, разворачи- 
ванием сгибов до 90”, ломаной дра- 
кона ранга п. Выясним, как устроены 
ломаные дракона и как их рисовать 
для достаточно болыших п. 


Первый способ 


Ломаная дракона ранга пл состоит 
из 2" звеньев и соответственно имеет 


2"—] вершин (не считая концов). Та- 
ким образом, у нее есть средняя 
верш-ина (при п>>0). поскольку 
число вершин нечетно. На рис. 2 и 3 
у каждой ломаной средняя вершина 
отмечена зеленым кружочком. Можно 
подметить, что каждая из этих лома- 
ных состоит из двух одинаковых кус- 
ков, получающихся друг из друга по- 
воротом на 90°. Оказывается, это 
общая закономерность. 

Теорема 1. Если продолжить 
любую ломаную дракона ранга п с 
концом в точке О точно такой же 
ломаной, полученной из данной пово- 
ротом на 90° вокруг точки О, то 
получится ломаная дракона ранга 
п--!, и обратно, любая ломаная дра- 
кона ранга п--1 получается из неко- 
торой ломаной ранга п этим спо- 
собом. 


В самом деле, допустим, мы хотим сложить 
полоску п-!-|! раз пополам. Сложим ее сна- 
чала одии раз пополам. Тогда две ее поло- 
винки совпадут и при дальнейших склады- 
ваниях будут сгибаться пополам совершенио 


Рис. 5 


Куапетссте.ги 


одинаково (рис. 4). Теперь развернем на 90° 
последние п сгибов полоски. Получим две 
совпадающие ломаные дракона ранга п; 
остается развести их иа 90°— и мы полу- 
чим ломаную дракона ранга п-+-1 (рис. 5). 
Подумайте, как из этих соображений вы- 
вести оба утверждения теоремы 1. 


Пользуясь теоремой |, легко ри- 
совать длинные ломаные дракона. 

Поскольку любая ломаная дракона 
идет по линиям квадратной сетки, ее 
удобно рисовать на клетчатой бумаге. 

Возьмем любую короткую ломаную 
дракона (например, просто отрезок). 
Условимся, что одна из ее крайних 
точек — начало, а другая — конец. 
Продолжим ее такой же ломаной; по- 
вернутой относительно ее конца на 90° 
по (или против) часовой стрелке. По- 
лученную новую ломаную таким же 
снособом продолжаем от конца; так 
проделываем столько раз, сколько 
захочется и сколько сможем. Это. 
автоматически и быстро можно де- 
лать, если под рукой есть калька нли, 
еще лучше, слегка прозрачная клет- 
чатая бумага. (Подумайте, как!) 

Очевидно, точно так же мы можем 
сразу рисовать икривые дракона: 
нужно только каждый раз закруглять 
средний сгиб. 

Замечательное свойство всех кривых 
дракона заключается в том, что они са- 
ми себя не пересекают, или, что то же 
самое, ломаные дракона никогда не про- 
ходят по одному и тому же отрезку 
дважды. Таким образом, хотя ломаная 
дракона может дважды проходить че- 
рез одну и ту же точку (вершину сет- 
ки), но более двух раз она в одну и 
ту же точку не попадает. 


Рис. 4 
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Из теоремы | сразу не видно, как 
доказать, что ломаные дракона не 
проходят дважды по одному и тому 
же отрезку — наоборот, чем более 
длинные и запутанные ломаные или 
кривые рисуешь, тем более удиви- 
тельно, как удачно их «выступы» и 
«впадины» подходят друг к другу 
(см. кривую дракона «паровоз» на 
стр. 43). 

Однако нетрудно это доказать *), 
используя другую теорему об «удвое- 
нии» ломаных дракона, которая, кста- 
ти, дает еще один способ рисовать 
длинные ломаные. 


Второй способ 


На рис. 6 вершины черных ломаных 
дракона соединены красными отрез- 
ками через одну. Мы видим, что 
красные отрезки снова составляют 
ломаные дракона. Оказывается, это 
тоже общая закономерность. 

Чтобы точно ее сформулировать, 
заметим еще, что каждый красный 





Рнс. 6 


отрезок является гипотенузой равно- 
бедренного прямоугольного треуголь- 
ника, катеты которого — звенья ис- 
ходной ломаной (на рисунке треуголь- 
ники слегка закрашены), причем каж- 
дые два соседних таких треугольника 
получаются друг из друга поворотом 
на 90° вокруг их общей вершины; 
другими словами, если идти вдоль 
красной ломаной дракона, то этн 


*) См. задачу 9 в конце статьи. 


треугольники будут встречаться по- 
очередно то справа, то слева. 

Теорема 2. Если на каждом 
звене ломаной дракона ранга п, как 
на гипотенузе, построить  прямо- 
угольный равнобедренный треугольник, 
причем так, чтобы для двух соседних 
звеньев эти треугольники получались 
один из другого „поворотом на 90° 
относительно общей вершины, то ка- 
теты построенных треугольников со- 
ставляют ломаную дракона ранга 
п--!. И наоборот, каждую ломаную 
ранга п-] можно получить этим 
способом из некоторой ломаной ран- 
га п. 


В самом деле, проследим за послед- 
ним складыванием полоски пополам. Для 
удобства мы будем ссылаться на условный 
рис. 7. Мы хотнм сложить полоску пополам 
п-:-1 раз. Сложнм ее сначала п раз и посмот- 
рим на нее в профиль (красная лниня на 
рис. 7). Затем сложим ее еще раз пополам 
н развернем этот последний сгнб на 90° 
(черная линня на том же рисунке*). Теперь 
бумажка ндет от сгибов А к сгибам В ни обрат- 
но не по гипотенузе, а по катетам равнобед- 
ренного прямоугольного треугольника 
АВС. Развернем теперь нсе остальные сгибы 
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до 90° (на рис. 8 показано, как разворачн- 
вается отдельный сгиб). Тогда катеты пря- 
моугольных треугольииков образуют ло- 
маную дракона ранга п-1-!, а гипотенузы — 
ранга л. 

Пользуясь этими соображениями, легко 
доказать оба утверждения теоремы 2. Вы 
можете попробовать дать другое доказатель- 
ство: вывести теорему 2 из теоремы 1. 


*) На вашем рисунке черная линия ву! 8 
раз длиннее красной, но это не имеет зна- 
чения, поскольку иас интересует форма ло- 
маной, а не ее размеры. 
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Рис. 8 


С помощью теоремы 2 из каждой 
ломаной дракоиа ранга п можно по- 
лучить две разные ломаные ранга 
п--1: все зависит от того, по какую 
сторону от первого звена достроить 
треугольник. 

Обратите внимание на то, что когда 
мы переходим от ломаной ранга п 
к ломаной ранга п--1 по теореме |, то 
ломаная получается вдвое длиннее, а 
длина каждого звена не меняется; 
если же мы пользуемся для «удвое- 
ния» теоремой 2, то длина ломаной 
увеличивается в У 2 раз, а длина зве- 
на уменьшается в у2 раз. 

Потренируйтесь теперь в рисова- 
нии ломаных дракона с помощью 
теоремы 2. 


СЛОВА 


Свойство, о котором идет речь в 
теореме 2, можно объяснить совсем 
просто, если посмотреть на ломаные 
дракона (или, если угодно, на способы 
складывания бумажки) несколько с 
иной точки зрения. 





Пусть по ломаной дракона ползет 
черепаха (рис. 9). Каждый раз, когда 
она доползает до вершины, ей прихо- 
дится поворачивать на 90? налево нли 
направо. С точки зрения черепахи, 
ее путь будет определяться последо- 
вательностью поворотов. Например, 
для ломаной на рис. 2, а (начало в 
красной точке) эта последователь- 
ность будет выглядеть так: налево, 
налево, направо. 

Будем поворот направо обозначать 
буквой К, поворот налево — буквой 
[*). Тогда вся ломаная запишется 
таким «словом»: 


Е.К 


{«словом» во многих разделах мате- 
матики и логики называют просто 
любую — последовательность букв). 
Точно так же можно записать словом 
из букв [и К любую ломаную дра- 
кона. 

Чтобы получить из ломаной а ло- 
маную б (рнс. 2), нужно бумажку 
сложить еще один раз «налево» (см. 
рис. 2, би 10). При этом между каж- 
дыми двумя вершинами ломаной а 
возникнет еще по одному повороту, 
причем на рис. 10 хорошо видно, 
что эти новые повороты будут чере- 


*) Мы выбрали первые буквы английских 
слов ГЕЪЁ (правый) и 1е# (левый), потому 
что русские буквы П и Л слишком похожн 
друг на друга (кстатн, немецкие гес и 
ИпК$ начинаются с тех же букв). 
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Эта кривая получается, если, начиная с отрезка, повторять процесс «удвоения» 12 раз. 
нричем чередовать повороты по и против часовой стрелки. Чтобы лучше показать, как идет 
эта кривая, мы поворачиваем каждый раз не на 90°, а на 95° (черная линия); если уменьшить 
углы до 90°, то получится кривая дракона, которая изображена па том же рисунке цветной 
линией; она заполняет раввомерным узором равпобедренный прямоугольный треугольник. 
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Эта кривая дракона ранга 12 имеет 

специальное название «Папа, мама н СУ 2 
сын». Найлите се середину. Можете (УХ 

ли вы себе представить, что кривая 


разбивается этой точкой на два совер- РА 

шенно одинаковых куска, получаю- 

шихся друг из друга поворотом на АРА 

90°? Чтобы поверить в это, нам ирн- а 

дется вероятно, пройтись по кривой а 
о 


Ао 


Здесь одна из двух половии, кривой («она называется «паровоз») нарисована на цветном 
фоне, чтобы показать, как этн две кривые «сцепляются» между собой. Одиа половина 
после поворота ее вокоуг средией точки на 90”, совпадет с другой 
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доваться; таким образом, 


Е К 
Не» + М.ВЫ.ВВ. 


получим 


т. е. слово, являющееся записью ло- 
маной 6. При еще одном сгибе налево 
мы получили бы ломаную, характе- 
ризуемую словом 


РИ 
ГРЕРВЕЙЕЮ " 


- ЦИВИРЮЮМЛ.ЮЮЕВЮ. 


Начертите эту ломаную. Это — Глав- 
ная ломаная дракона ранга 4. Если 
хотите, закруглите у нее углы, как 
это предложил Хейвей. 

Если вы проделаете над последним 
полученным словом ту же операцию 
еще раз (снова начав последователь- 
ность чередующихся букв с Г), то 
получите слово из 31 буквы — за- 
пясь Главной ломаной дракона ранга 
5, изображенной на рис. 3. 

Разумеется, последовательность че- 
редующихся букв можно начинать 
не с Г, ас Ю — при этом получатся 
другие ломаные. 

Легко видеть, что наш способ изго- 
товления слова для ломаной ранга 
п--| из слова для ломаной ранга п 
в точности соответствует геометри- 
ческому способу удвоения, о котором 
идет речь в теореме 2 (новым буквам 
соответствуют достраиваемые — тре- 
угольники). Вообще всю «теорню» ло- 
маных дракона можно было бы строить 
не геометрически — с помощью по- 
воротов, достраивания треугольников 
ит. п., а «алгебраически»— с помо- 
щью операций над словами из двух 


Рис. 10 
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букв Г и Ю, «записями» ломаных ‘дра- 
кона *). 

Читатель сможет частично проде- 
лать этот путь и познакомиться с 
нелым рядом интересных закономер- 
ностей, которыми обладают слова — 
записи кривых дракона, решая ни- 
жеследующие задачи. 


ЗАДАЧИ 
1. Какой длины надо взять полоску, 
чтобы, сложяв ее пополам 30 раз, полу- 


инть расстояние между соседними сгиба- 
ми равным | см? Больше или меньше рассто- 
яния от Землн до Луны? 

2. Как изменится ломакая дракона, 
если полоску бумаги положить на стол 
другим ребром? Как изменится при этом 
слово, заинсывающее ломаную? 

3. а) Сколько существует различных (ие 
подобных друг другу) ломаных дракона 


ранга 4? Нарисуйте них все. Напишите 
соответствующие им слова из букв Ён 
6) Сколько существует различных — ло- 
маных ранга п? 

4. Допустим, что черепаха  проползла 
по ломаной дракова и прочла слово ив 


буквы Ри Ю. Какое слово она прочтет. если 
проползет по этой ломаной в обратном 
направлении? 

5. Пусть $ — некоторое слово из букв 


Г н Ю. Обозначим через $ слово. которое 
получится из $, если переставить В нем -бук- 
вы в обратном порядке и потом поменять 
Е ва Юн Юна Г. (Наиример. если 5=ГЁЮ, 
то $ 1[.ЮЮ). 

Пусть $и { — некоторые слова из’ букв 
Ги Ю. Будем обозначать через $ слово, 
получающееся, если слова $ и Ё нанисать 
рядом. (Например, если $— [[Ю, (= ЮГ, то 
5ё=Г1.Ю®Ю1,). 

Докажите, что: 

2) Аля любых слов зи # 


А 


$5: ={$$. 


6) Еслн ‹п+, — слово. соответствующее 
ломаной дракона ранга п-|-}, то 


$п +1 — $пХ5л, 


где 5„ — иекоторое слово, соответствующее 
ломаной дракона ранга п, а Хх — слово, 
состоящее из одной буквы. 





*) Именно такой способ изложения нзбра- 
ли канадские математикн Кнут и Дэвис, 
по рукописи которых «МитьБег гергезащаН- 
оп апё дгавоп сигуез» (СН. аут, О. Е. КищН) 
авторы статьи впервые познакомились с 
кривыми дракона. Из этой рукописи занмст- 
вован и ряд рисунков длииных кривых 
дракона. 


в) Если $„— слово, соответствующее ломаной 


дракона, то 5„ отличается от $„ только одной 
средней буквой. 

г) Слово, записывающее ломаную  дра- 
кона ранга п, можно и притом едииствен- 
ным образом построить, если задать произ- 
вольно п букв, которые должны стоять в 
этом слове на местах с номерами 2%, 
гле А=0,1, 2....., п (1. е. иа первом, вто- 
ром, чегвертом, восьмом...., 29-1-м местах); 
после этого, чтобы найти, какая буква 
стоит па л-м месте. вужно представить 
т в виде т-= 9 (22-Ю, где Ён Е целые; 
если [ четно, то ка 1-м месте стоит та же 
буква, что и на 2-м, если [ нечетно — про- 
тивоположная. 


д) Два слова $„ и 5, задают одинаковые 
по форме (подобные) ломаные дракона в 
зом и только в том случае, если после вы- 
черкивания средией буквы эти слова либо 
совпадают, либо одио получается из другого 
заменой [, на Ю и В на Г. (Например, 
слова ГГВЬЕКЮ, МЕЮКЕ, ЮЕЮКЮМ., 
ЮЮЕЮМ. задают одинаковые ломаные. 


6. Пусть мы имеем ломаную дракона ранга 
п. Из нее можно получить две ломаные дра- 
кона ранга п-1, пользуясь либо теоремой 
| (принимая за точку О тот или другой ко- 
нец ломаной), либо теоремой 2 (достран- 
вая треугольникн вту или другую сторону). 
Будут ли в обоих случаях получаться те 
же самые две ломаные дракона ранга п--] 
илн, вообще говоря, другие? Как получать 


их слова из слова данной ломаной ранга п? 


7. На плоскости даны две точки А и В. 
Начертим квадрат с центром в середине от- 
резка АВ, одна из сторои которого равна 
2АВ и параллельна отрезку АВ. Докажнте, 
что любая ломаная дракона с концамн в 
точках А и В лежит внутри этого квадрата. 
Докажите, что для любой точки М внутри 
этого квадрата н любого положительного 
числа & можно найти такую ломаную дра- 
кона с концами А и В, которая проходит 
от точки М на расстояиии меньше Е (говоря 
математическнм языком, «объедниение всех 
ломаных дракона с концами в точках А и В 
всюду плотно в этом квадрате»). 
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8. Пусть черепаха ползет по плоскости 
из точки А с постоянной скоростью — вна- 
чале по направлению АВ, а затем через каж- 
дые 15 минут поворачивает на 90°. Дока- 
зать, что вернуться в А черепаха может лишь 
через целое число часов и лишь по направ- 
лению, перпендикулярному к АВ 


9. Докажите, что ломаная дракона ни- 
когда ие проходит по одному н тому же от- 
резку более одного раза. 


10. Докажите, что если ломаную дракона 
повериуть вокруг ее начала О на 90°, 180°, 
270°. то из полученвых четырех ломаных 
(включая исходиую) никакие две не нмеют 
общего отрезка. 


11. Рассмотрим множество ломаных А, 
обладающих такими свойствами: А нмеет 2п 
звеньев равной длины, и если ее разбить 
на А кусков по 27-й звеньев в каждом куске, 
то два сосединх куска получаются однн из 
другого поворотом вокруг общей вершины 
на 90° (для любого А)». Доказать, что это 
множество ломаных в точности совпадает со 
множеством ломаных дракона ранга п. 


12. Введем на клетчатой бумаге систему 
коордянат, направив 0<©и мо линиям сетки 
и взяв за единицу масштаба сторону клетки. 
Будем рисовать Главную ломаную дракона 
так, чтобы первымн тремя ее вершинами 
были точки (0, 0), (0,1), (1,1) (См. рисунок 
на стр. 38). 

Пользуясь теоремой 1, можно продолжать 
эту ломавую сколько угодно рзз: мы будем 
получать последовательно ломаные ранга 
1, 2, 3, 4, 5,... Можно представить себе, 
что мы нарисовали их все и получклн 
бесконечную ломаную дракона («Главную ло- 
маную дракона ранга со »). Ее первые 27 
звеньев образуют ломаную ранга п. 


Докажите, что: 


а) Ковец такой ломаной ранга п будет 
находиться в точке 


п дл 


(2? с0$ =. > эт “) 


{красные точки на рисуике на стр. 38). 


оы = 


2 


И у а. ты 


ИИПЕРТЕ, ‚7 тает: 


и ич 


й ПИН, ИАН ПР 
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6) Слово, являющееся записью этой ло- 
маной, можно быстро написать так. Сна- 
чала записываем чередующнеся буквы Ё 
н А. оставляя между вимн промежутки для 
пропущенных букв: 


Г-Ю-ЕТ_В. ГЕКЕТЕВЕР Ю., 


а затем поступаем следующим образом. 
Пальцем левой руки укажем на первую 
букву, а правой рукой запишем ее в первый 
промежуток, затем левой рукой укажем 
на вторую букву, а правой вставим ее во 
второй промежуток, левой на третью... и 
так последовательно по всем буквам (не про- 
пуская вновь вставленных), а правой вно- 
сим каждую указанную букву в первый сво- 
бодиый промежуток’ 

И м 

Н.В ЮЮЫА.ВЮЕЮЕЮАА.Ю.... 

в) Если, как в задаче 10. выпустить из 
одной точки четыре главных ломаных дра- 
кона рангасо, то по каждому отрезку сеткн 
пройдет ровио одио звено одной из этих 
ломаных (рис. 11). 

(Это — трудная теорема; ее впервые до- 
казал ©. Е. Кри.) 


Рис. 11. 
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Для тех, кто примет учас- 
тие в заключительном туре 
Всесоюзной олимпиады 
школьников, апрель окажет- 
ся «жарким». Именно в этом 
месяце будут соревноваться: 
юные математнки — в Сим- 
ферополе (< 23 по 29), 
физики — Свердловске, хн- 
мики — Воронеже (с8по 15). 
Сюда приедут по четыре 
представителя каждой из об- 
ластных, краевых‘ и респуб- 
ликанских олимпиад, восемь 
москвичей, шесть ленииград- 
цев, ребята, занявшие первые 
и вторые места на предыду- 
щей олимпиаде, и по четыре 
посланца от специальных 
физико-математических  ин- 
тернатов. 

Уже на следующий день 
после торжественного откры- 
тия олимпиады начнется ее 
деловая часть — все учасгни- 
ки засядут за письменные ра- 
боты по своей «специально- 
сти». Им предстоит решить 
по 4—5 задач. Физиков н хи- 
миков, кроме того, 12-го ап- 
реля ожидает эксперимен- 
тальный тур. 

Самый приятный и легкий 
день — закрытия олимпиады 
и вручения наград. 

Трниадцать учеников вы- 
пускного класса — восемь 
математиков и ‘пять физи- 
ков, успешно выступившие иа 
Всесоюзной олимпиаде, полу- 
чат путевки на очередную 
международную олимпиаду 
летом этого года. 

Журнал «Квант» будет по- 
стоянно информировать сво- 
их читателей обо всем, что 
происходит на этнх соревно- 
ваннях. 
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ЗАДАЧНИК 
°.КВАНТА? 


В этом разделе, продолжающемся из номера в номер, мы помещаем 
несколько задач, как правило, довольно трудных. Лучшие из решений этих 
задач, присланных читателями, будут опубликованы в журнале через нес- 
колько месяцев. 






По математике 
М6. Перед вами часы. Сколько существует положений стрелок, по 
которым нельзя определить время, если не знать, какая стрелка часовая, 
а какая — минутная? 
(Считается, что положение каждой из стрелок можно определить точно, 
но следить за тем, как стрелки двигаются, нельзя.) 
М7. а, 6, с — стороны треугольника. Докажите, что 


О ИЕН ВХ "Е Ве 
бе—а Нефа-ь5 Таро —с> : 


С: Берколайко 


МВ. Двое играют в такую игру. Из кучки, где имеется 25 спичек, каж- 
дый берет себе по очереди одну, две или три спички. Выигрывает тот, у 
кого в конце игры — после того, как все спички будут разобраны, — ока- 
жется четное число спичек. 

Кто выигрывает при правильной игре — начинающий или его партнер? 
Как он должен играть, чтобы выиграть? Как изменится ответ, если считать, 
что выигрывает забравший нечетное число спичек? 

Исследуйте эту игру в общем случае, когда спичек 2п--| и разрешается 
брать любое число спичек от | до т. 

М9. Рассмотрим следующие свойства тетраэдра (тетраэдром мы назы- 
ваем произвольную треугольную пирамиду): 

а) все грани равновелики; 

6) каждое ребро равно противоположному; 

в) все грани равны; 

г) центры описанной и вписанной сфер совпадают; 

д) суммы плоских углов при каждой вершине тетраэдра равны. 

Докажите, что все эти свойства эквивалентны. 

Постарайтесь найти другие эквивалентные им свойства тетраэдра. 

М1О. Четыре круга, центры которых являются вершинами выпуклого 
четырехугольника, целиком покрывают этот четырехугольник. Доказать, 
что из них можно выбрать три круга, которые покрывают треугольник с 
вершинами в центрах этих кругов. 


Г. Гальперин 
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Ф7. Горизонтальный стержень О,А длиной { вращается вокруг верти- 
кальной оси О, (см. рис. 1). На ось, прикрепленную к концу стёржня 
О.А, насажено колесо радиуса г. Ось колеса горизонтальна и составляет 
угол а со стержнем О.А. Колесо вращается на оси без трения и катится по 
земле. Трение между колесом и почвой большое. Сколько оборотов сделает 
колесо, когда стержень О.А сделает один оборот вокруг вертикальной оси? 

Г. Коткин 

Ф8. Длинный стержень АВ с резьбовым отверстием на конце накручен 
на вертикальный винт (см. рис. 2). Стержень отпускают. Трение между 
винтом и стержнем пренебрежимо мало. Как будет двигаться стержень пос- 
ле того, как он слетит с винта? 

Физико-математическая олимпиада МИЭМ 


Рис. 1 


Ф9. На горизонтальном столе находится грузик, прикрепленный к 
столу при помощи длинной пружины. Сначала пружина была не растянута. 
Затем грузик сдвинули на 20 см от положения равновесия иотпустили. 
Грузик начал колебаться вдоль пружины. За счет трения амплитуда его 
колебаний за период уменышается на 7%. Сколько всего колебаний совер- 
шит грузик до остановки? На каком расстоянии от положения равновесия 
он остановится? 

Всесоюзная заочная физико-математическая олимпиада 1967 года 

Ф1О. Как из четырех тонких проволочных спиралей с сопротивлениями 
10 ом, 20 ом, 30 ом и 40 ом, рассчитанных на выделение мощности не бо- 
лее 2 вт на каждой, составить 
нагреватель наибольшей воз- 
можной мощности, если имеется. 
источник тока сэ. д.с. 20 ви 
внутренним сопротивлением 20 
ом? Б. Биуховцев 

Ф11. Три открытые бочки 
наполнены водой и установлены 
на разной высоте (см. рис. 3). 
Из каждой бочки проведены 
вверх трубки, соединяющиеся 
вместе. Трубки тоже заполнены 
водой. Куда будет перетекать 
вода по трубкам, если одновре- 
менно открыть краны К., К. 
и Кз? Рис. 3 
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Многих юношей и девушек волнуют вопросы‚связанные с приемными 
экзаменами, особенно по математике и физике. Ведь эти экзамены проводят- 
ся во все технические вузы, на многие (в том числе и гуманитарные!) фа- 
культеты университетов и педагогических институтов. Что ожидает пос- 
тупающего на вступительных экзаменах? Как они проводятся? Как лучше 
к ним подготовиться? Все это несомненно, интересует читателей «Кванта». 

Мы будем на страницах журнала регулярно помещать «Практикум 

абитуриента» — информацию о материалах приемных экзаменов по ма- 
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тематике и физике, проводить консультации по отдельным темам, обычно - 


вызывающим затруднения, рассказывать о книгах, специально адресован- 
ных поступающим в вузы. 

В этом номере будет информация о письменных экзаменах по мате- 
матике. Как правило, на этих экзаменах проверяется прежде всего умение 
решать задачи с помощью приемов, изучаемых в школе. Предлагаемые на 
экзаменах задачи не требуют знаний, выходящих за рамки «Программы 
. вступительных экзаменов для поступающих в высшие учебные заведения 
СОСРь. 

К поступающим на математические, физические и некоторые другие 
факультеты университетов, естественно, предъявляются более высокие тре- 
бования, чем к поступающим в большинство втузов. Это, однако, не значит, 
что, например, от будущих физиков требуются какие-то дополнительные 
знания, выходящие за пределы программы. Просто они должны свободнее 
владеть материалом, проявить определенную самостоятельность мысли, 
должны уметь решать более сложные задачи. 

Чтобы научиться уверенно решать задачи вступительных экзаменов, 
надо внимательно повторить теоретический школьный курс и получить до- 
статочную практику в решении подобных задач, пользуясь каким-либо 
из распространенных сборников задач по математике, составленных спе- 
циально для поступающих в вузы. 

Начинайте готовиться к вступительным экзаменам не откладывая, 
особенно, если вы собираетесь сдавать экзамены уже через полгода! 


Редакция. 


О ПИСЬМЕННОМ ЭКЗАМЕНЕ НА МЕХМАТЕ МГУ В 1969 ГОДУ 
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Н. С. БАХВАЛОВ, Н. Н. КУЗНЕЦОВ 


Письменный экзамен по математи- 
ке является основным экзаменом для 
поступающих на механико-математи- 
ческий факультет МГУ. Часто при- 
ходится слышать о его чрезмерной 
трудности, о том, что получить даже 
«тройку» на этом экзамене могут толь- 
ко выпускники московских матема- 
тических школ. 

Эти слухи совершенно неоснова- 
тельны *). Задания (так называемые 
«варианты», состоящие из 4 задач), 
предлагаемые на письменном экзаме- 
не, составляются так, чтобы в каждом 
варианте одна-две задачи были 


*) В 1969 году из 922 поступавших мобкви- 
чей получило на инсьменном экзамене по- 
ложнтельную оценку (тройку и выше) 469 
(около 50%), и из 2356 иногородних — 912 
человек (около 40%). 


. 


= 


ЗАКАААААМА 
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МА 


У 


ЩЮюЮ5\ 


А АЮКААААААААААЗААААААААААЛЛААМА 


О Е НЫ, 


Варнант 1 


1. Пункты А и В находятся на дорогах, пересекающихся под углом АСВ= 60°. И 
пункта А в В можно доехать на автобусе — сначала по одной дороге до перекрестка С, по 
ом по другой, — затратив 11 мнн. Если пойтн нз Ав В пешком напрямик. то это займе 
час. 10 мин., а если сначала дойти кратчайшнм нутем до дороги, на которой стонт пунк 
а затем подъехать на автобусе, — то еще больше времени, даже если на автобус сест 


Каково расстояние от пункта А до перекрестка, если скорость пешехода равн 
км/час, а скорость автобуса — 30 км/час? (Дороги считать прямыми.) 

2. В треугольнике АВС проведены биссектрисы АР и ВБ, пересекающиеся в точке 0. 
звестно, что отрезок ОБ имеет длинну 1, а вершина С лежит на окружности, проходяще 
ерез точкн Е, О, О. Найти стороны н углы треугольника ЕБО. 

3. Найти все значения х, удовлетворяющие одновременно следующим условиям 


со$ 1Зх = созх, 
0$ 2х + зтбх =1, 
М3. 


4. Прямоугольные проекцин плоского четырехугольника на две взаимно перлендику- 
ярные плоскости являются квадратами со сторонамн 2. Найти периметр четырехуголь- 


ника, зная, что одна из его сторои равна 5. 


вполне доступны тому, кто обла- 
дает средней математической подго- 
товкой. Решение таких задач уже 
гарантирует тройку. Поэтому для ус- 
пенной сдачи письменного экзамена 
нужно лишь твердое знание школьной 
программы по математике, а неудов- 
летворительную оценку получают 
только те абитуриенты, которые не по- 
казали подготовки, достаточной 
для успешного обучения на факуль- 
тете. 

Конечно, наряду с нетрудными за- 
дачами, в вариант включаются и за- 
дачи, решение которых требует доста- 
точной математической культуры (но 
не дополнительных знаний, выходя- 
щих за рамки программы). Поэтому 
высокую оценку на этом экзамене по- 
лучить действительно нелегко. Для 
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этого нужно специально подготовить- 
ся, пользуясь, соответствующей лите- 
ратурой *). 

Здесь мы рассмотрим для примера 
один типичный набор задач в варианте, 
предлагавшемся на письменном экза- 
мене на мехмат в 1969 году (вариант 
| на стр. 50). Наего решение давалось 
4 часа. Для получения оценки «3» бы- 
ло достаточно решить хотя бы одну 
задачу; оценка«б» выставлялась, если 
имелось полное решение любых трех 
задач, а четвертая была в основном 
решена. 

Мы обстоятельно разберем эти за- 
дачи и отметим характерные ошиб- 
ки, допущенные поступавшими при 
их решении, а в заключение предло- 
жим читателям «Кванта» еще один 
вариант для самостоятельного реше- 
НИЯ. 


РАЗБОР ЗАДАЧ 


Задача 1 


Сделаем чертеж (рис. 1). Р — бли- 
жайшая к точка прямой ВС. Зза- 
метим, что расположение точки В 
относительно Д заранее неизвестно 
(на чертеже изображены два варианта 
ее расположения). Пусть х=АС, 
у=СВ (эти расстояния измерены в 
километрах). Записывая условия за- 
дачи, получим систему двух уравне- 
ний: 


2 (10 
х + и — ху = 12,25 
и неравенство: 

10хи3+ |2, —х| > 70 (2) 





*) В качестве нодходящих задачников 
укажем, например, на книгн Е. Б. Вахов - 
ского и А. А. Рывкина «Задачи по 
элементарной математике повышенной труд- 
ности» {о ней см. статью «Как решать 
задачу» на стр. 60 этого номера «Кванта», 
Н. Х. Розова, М.К. Потапова, 
Г. В. Дорофеева, «Пособие по матема- 
тике для поступающих в вузы», В. Б. Лид- 
ского, П. В. Овсянникова, А. Н. 
Тулайкова и МИ. Шабунина 
«Задачи по элементарной математике». 





Рис. | 


Система уравнений (1) имеет два 
решения: а) х=4, у=1,5; 6) х=1,5, 
у=4, и мы должны выбрать из них 
то, которое удовлетворяет дополни- 
тельному условию (2). Второе реше- 
ние этому условию не удовлетворяет, 
ибо 15у 3-6,5<30--6,5< 70. Первое 
же решение ему удовлетворяет. Что- 
бы убедиться в этом, нужно проверить, 
что 40у 3+ 1>>70, или 40у/ 3>>69. Воз- 
ведя последнее неравенство в квад- 
рат, получаем 48007>478] и тем са- 
мым убеждаемся, что оно верно. Итак, 
решением задачи является х-=4 км. 

Отметим типичные ошибки, которые 
донускали абитуриенты при решении 
этой задачи. 

С составлением и решением системы 
уравнений (1) справилось большин- 
ство из них; однако, выбор нужного 
решения при помощи дополнитель- 
ного условия (2) оказался для мно- 
гих непреодолимым препятствием. По- 
жалуй, наибольшую долю ошибоч- 
ных решений породило неверное на- 
глядное представление о взаимном 
расположении точек В и О, в резуль- 
тате которого вместо перавенства (2) 
проверялось неправильное неравен- 
ство 


10ху3+ 2у—х> 70. (3) 
При этом довольно часто экзаменую- 
щиеся ограничивались проверкой лишь 
одного из найденных решений. На- 
пример, установив, что неравенству 
(3) второе решение системы (1) (х==1,5; 
у=4) не удовлетворяет, они автома- 
тически делали на этом основании 
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вывод, что искомым является первое 
решение (хотя легко заметить, что 
неравенству (3} оно также не удовлет- 
воряст). Отметим еще одну ошибку, 
которую допустила немалая часть 
поступавших: при проверке условия 
(2) значение УЗ заменялось прибли- 
женным рациональным значением, на- 
пример, 1,7, и проверялось непра- 
вильное равенство 


17х + [?у— х| > ТО 


{ему, как легко проверить, также не 
удовлетворяют оба решения системы 
уравнений (1)). 


Задача? 


Соединим точки С и О (см. рис. 2). 
Прямая СО — биссектриса угла С, ибо 
она проходит через точку пересечения 
биссектрис АР и ВЕ. Поэтому 


= ЕСО = = рСО (1) 
Вписанные в окружность ОЕСР углы 
С 
Е 


$2 


Рис. 2. 


ОЕО и РСО равны, как опирающиеся 
на одну дугу. То же верно относи- 
_ тельно углов ЕРО и ЕСО. На осно- 
вании (1) заключаем, что 


-- РЕО = -- ЕБО, 


т. е. треугольник ЕДО — равнобед- 
ренный. 

Вписанные углы ЕСО и ЕОР опи- 
раются на дополнительные дуги; по- 
этому их сумма равна 1807. С другой 
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стороны, имеем цепочку равенств: 
= БОР = = АОВ = 
= 1802 — (.-ОАВ + -< ОВА) = 


= 180°—- (2 А+=В)= 


5 1 о 
=180°—-5 (180°— = С)= 
= 90° + (= 0). 
Поэтому 
180°— (С) =90°+--(-- 0), 


откуда 
= С = 60°. 


Из рассуждений, 
ше, следует, что 


= РЕО = = ЕБО = 30°, 
„= ЕОР = 120°, 


так что стороны треугольника ЕРО 
равны 1, Ти УЗ. 

Наиболее типичной ошибкой в этой 
задаче было «доказательство» того, 
что ДАВС — равносторонний. Часть 
экзаменующихся, основываясь на 
геометрической иллюзии, предполага- 
ла, что центр окружности ОЕСР 
лежит на прямой СО. Отсюда следо- 
вало, что углы ОЁС и ООС — пря- 
мые, так что биссектрисы АР и ВЕ 
являются одновременно высотами, 
что возможно только в равностороннем 
треугольнике. 

Другая часть экзаменующихся, до- 
казывавших равносторонность тре - 
угольника АВС, основывалась на сле- 
дующем рассуждении: опустим из точ- 
ки О перпендикуляры ОЁ’и ОБ’ на 
стороны АС и ВС соответственно. Рас- 
смотрим два варианта расположения 
точек Р’и Е’ относительно точек ри 
Е (см. рис. 3). В случаеа) углы СРО и 
СЕО — тупые, а в случае 6) они оба 
острые. Поэтому вокруг точек С, 
р, 0, Е можно описать окружность 
лишь тогда, когда точка Ё’ совпа- 
дает < Е, ад’— ср. 

Отсюда следует заключение, 


АР 1 ВС и ВЕТАС. 


приведенных вы- 


что 








6 


Рис. 3 

Мы хотим предоставить читателям 
в качестве упражнения найти ошиб- 
ку в приведенном выше рассуж- 
дении. 

Следует заметить, что число экза- 
менующихся, правильно решивших 
эту задачу (и аналогичные задачи 
других варигнтов) было сравнитель- 
но невелико: ее решил, примерно, 
| человек из 9. 

Задача 3 

Решение первого уравнения дан- 

ной системы: 


с0$х — с0$ 13х ==0 
или 


2 т 7х п 6х =0 
дает две серии значений 


а) х=-- пл о о В ВА 


6 х= тп (т=0, +1, +2....). 


Отбнирая из этих значений те, которые 
удовлетворяют неравенству [>| <3, 
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находим: 
1 


а) х= 7 пм, = 6, 
6) х— мя, п] =5. 


Теперь мы должны выбрать те зна- 
чения х, которые удовлетворяют вто- 
рому уравнению системы. Это урав- 
нение можно представить в виде: 


1 = 5 5х -+ с0$ Эх = 


= п 5х + зп (> ое 2х) = 


. 7х д 3х л 
2 (5+4) сз (5—2). 
Подставим в него сначала серию (а). 
Поскольку 7х=лл ( [п] < 6), то долж- 
но выполняться равенство: 


Зил м) = 2 


——_ —— =— 


Е 1 4 


Зпл д 
тельно, 74 `` `4_ должно отличаться 


л х 
от—— начисло кратное —. Однако 


4 2° 
Зпл 31 я Зп 
= я‘>5, так что = 
быть целым. При ограничении [п] < 6 
это имеет место лишь при лп=0. 
Подставляя значение п=—0 в уравне- 
ние (1), убеждаемся, что оно ему 
удовлетворяет. Итак, из серии (а) ре- 
шением является только х=0. 

Проверим теперь серию (6). Пред- 
ставив второе уравнение данной си- 
стемы в виде 


п 5х = 1 — с0$2х = 2 1т2х, (2) 


должно 


замечаем, что яп 5х должен быть 
неотрицательным, то есть угол 5х = 
5 
= -5_тл ("| <=5) заключен в первых 
двух четвертях. Подставляя в выра- 
жение —5- тл 
чения тот —5 до --5, устанавливаем, 
что проверке подлежат только шесть 


возможные целые зна- 


из них: т=0, |, 3,5; —2, —4. Вычис- 
ляя при этих значениях левую и пра- 
вую части уравнения (2), получаем 
таблицу: 





из которой получаем искомые решения: 
т-=0, 1, 5, т. е. 


5 
х-=0, -5-, (3) 


Три значения (3) и дают полное ре- 
шение задачи, так как решение серии 
(а) давало значение х=0, уже вклю- 
ченное в (3). 

Отметим, что таким же образом, пу- 
тем перебора, можно проверить и се- 
рию (а). 

При решении этой задачи характер- 
ной ошибкой было следующее: мно- 
гие забывали, что решение должно 
удовлетворять всем условиям зада- 
чи одновременно, а зачастую 
просто не нонимали этого. Некоторые 
ограничивались тем, что решали одно 
из уравнений и совершали отбор ре- 
шений по неравенству, другие ком- 
бинировали уравнения и решали в 
конце концов также лишь одно урав- 
нение, не эквивалентное предложен- 
ной системе. 


Задача 4 


Пусть АВСР — данный четырех- 
угольник, АВ=У5. Прямоугольные 
проекции любого многоугольника на 
параллельные плоскости равны меж- 
ду собой; поэтому проведем плоскости 
Р:иР. параллельные исходным пло- 
скостям, через вершину Д и 
в дальнейшем будем говорить о про- 
екциях четырехугольника именно на 
эти плоскости. 

Для каждой точки М пространства 
мы будем обозначать через М.М. и 
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Мз проекции точки М соответственно 
на плоскость Р., плоскость Р. и 
прямую пересечения Р, и Ро; очевидно, 
ММ.=М.М., и ММ,=мМ,М.. По 
принятому построению плоскостей Р; 
и Р, все три проекции точки А 
(А, А. и А.) совпадают с А; по 
условию задачи АВ:С'О: и А,В.С.0. 
—квадраты со стороной 2. 








Так как АВ,=2, чо из прямоуголь- 
ного треугольника АВВ, находим 
ВВ, =У 5—4 = 1.Поскольку в прямо- 
угольном треугольнике АВ.„В. гипоте- 
нуза АВ, равна 2, а катет В.В. = 
—=ВВ:=|, то =В.АВз=30°; следо- 
вательно, острый угол АБ.О,, 
стороны которого перпендикулярны 
сторонам угла В,АВ, (АВ. | АБ., 
р... | АВ.), тоже равен 30°; поэтому 
из прямоугольного треугольника 
АР.,О., находим, что 


рр, = Б.А. 13 УЗ. 
откуда 
рр. =р.0.=УЗ 


и 
АР=У4-+3=У7. 

Прямые АВ и ОС. являются ли- 

ниями пересечения параллельных 


плоскостей АВВ, и ОР.С.С с плос- 
костью данного  четырехугольника 
АВСРО; поэтому АВ|ЬС. Аналогич- 
но заключаем, что ВС|ПАР. Следо- 
вательно, АВСР — параллелограмм, 


РАО ААА 
Вариант 2 


Г. В пувктах А и В от реки отходят два канала, пересекающиеся друг с друго 
под прямым углом. Катер идет от А до В по реке | час 15 мин., а по каналам Г ча 
10 мин. Из пункта С на реке, находящегося между Ан В, в полтора раза ближе к А 
чем к В, до точки пересечения каналов можно доехать напрямик на автомобиле менее 


ОЮюЮмЮ 


ем за [3 мин. 


м 


‚ 9. Найти КМ, если КР =? м. 


3. Найти все значения х, удовлетворяющие одновременно следующим условиям: 
2 с05? 9х = 1 - с0$ [0х, 
с0$ 9х 5 т 5х = 1, 
| < 5. 
4. Прямоугольные проекцня треугольника АВС на две взаимно перпендикулярные 
лоскости являются правильными треугольннками со сторонамн, равными 1. Медиана Ар 


9 
‘треугольника АВС равна / --. Найти ВС. 


Сколько времени катер идет от А до точки пересечения каналов, если скорост 
движения катера по реке на одну треть меньше, а скорость автомобиля вдвое больше 
чем скорость движения катера по каналу? (Реку и каналы считать прямыми.) 

2. В равнобедренном треугольнике КЕМ ( 

Р, МО. Известно, что вершина К лежит на окружности, проведенной через точки № 
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а поэтому его периметр равен 


2(И5+и7.. 

Заметьте, что мы записали решение 
таким образом, что нам нигде для 
обоснования рассуждений не прихо- 
дилось ссылаться на чертеж (хотя 
для того, чтобы разобраться в реше- 
нии, полезно делать для себя рисунки 
вроде 4 а, 6, в). Часто при решении 
подобных задач существенно опирают- 
ся на чертеж, забывая проанализиро- 
вать все возможные случаи взаимно- 
го расположения фигур. 

Следует заметить, что при оценке 
задачи 4 на экзамене не требовался 
подробный анализ всех возможных 
расположений четырехугольника 
АВСО относительно плоскостей Р. и 
Ро. Задача считалась решенной пра- 
вильно, если было рассмотрено хотя 
бы одно их них. 

Эту задачу решили очень немно- 
гие; поэтому говорить о типичных 
ошибках в связи с этой задачей 
невозможно. 

В заключение предлагаем читате- 
лям для упражнения еще один из 
вариантов письменного задания. 


м 


< 


МАКА 


Т =КМ) проведены биссектрисы КМ 


< 


ЗАКААААХ 


АМА 
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ЧТО МОЖНО ДОБАВИТЬ К НАЗВАНИЮ 


НАШЕГО ЖУРНАЛА? 


Из статьи «История квакта», напечатанной 
в первом номере журнала, читатель узнал 
© важном понятии современной — физики 


н о происхожденни самого термина «квант». 
Любопытно отметить, что тому же латин- 
скому корню обязан своим рожденнем дру- 
гой термин — хвантор, на этот раз мате- 

на вопрос, 
у . математика 


матический. Так что ответ 
поставленный в заглавии, 
не вызывает затруднений. 


(РЕПЛИКА МАТЕМАТИКА) 


равенство (1) будет верным (истинным), 
а для другнх — неверным (ложным). Так, 
ложно равенство 12-=21, а равенство 4*=2% ис- 
тикно. 

В связн с нашим исходным равенством 
уместно рассмотреть два утверждения: 
1} данное равенство удовлетворяется все- 
ми (любыми) натуральными значениями 
х, 2) существуют натуральные зна- 
чения х, удовлетворяющие данному равенст- 





Термин «квантор» принадлежнт одной из 
важнейших отраслей современной матема- 
тнки — математнческой логике — и вошел 
в научный обиход примерно в то же время, 
что и «квант», т. е. в начале нашего сто- 
летия. 

Попытаемся же вкратце пояснить значение 
этого термина и связанные с ннм обозиа- 
чения. Рассмотрим для примера такое ра- 
венство: . 

х = (1) 


и будем переменной х придавать в качестве 
значеннй всевозможные натуральные чис- 
ла: |, 2, 3, 4, 5 ит. д. При этом окажется, 
что для одних натуральных значений х 


ву. В приведенном примере утверждение 1) 
следует признать ложным, а утверждение 
2} — нстинным. 

Утверждение [) обозначают 
ческой логике так: 


в математи- 


Ух (= 2%), 


Снывол \у читается для всех и называется 
квантором общности. А произошел этот 
символ от английского слова АЙ (что зна- 
чит 852}, в котором оставилн только пер- 
вую букву (математики очень экономны), 
а потом еще и перевернули ее (математики 
весьма изобретательны). 


Далее для утверждения 2) принято та- 
кое обозначение: 


35(й =2). 

Снмвол 3 чнтается существует и назы- 
вается квантором существования. — Проис- 
хождение этого символа похоже: с англнй- 
ским словом Ех15{ (что зиачнт существовать) 
обошлись так же, как и с0 словом АП. 

Теперь, в новой сокращенной записи, 
получим 


\х (х = 2х) =Л (ложь), 
Эх (х? = 2х) -= И (истина). 


Обратимся к другому прнмеру, в котором 
исходным множеством будет миожество всех 
взрослых людей — таким образом, в запни- 
санных ниже утверждениях разрешается 
вместо х «подставлять» любого взрослого 
человека. В данном случае не без смущения 
придется признать, что утверждение \ух 
(х — честный человек) ложно, но зато не- 
сколько обнадеживает истинность утверж- 
дения Эх (х — честный человек). 





Вот, пожалуй, и все, что можно сказать 
на первый случай. 

Происхождение термииа кваятор (латин- 
ское слово дифит означает «сколько» (свя- 
зано с тем, что в традиционной логике 
утвержденкя классифицируются по «коли- 
чественному содержанию» — по тому, к 
скольким объектам они относятся. Напрни- 
мер, «Петров — честный человек» — единич- 
ное сужденне. Зх, х —- честный человек» — 
частное суждение. «ух, х— честный чело- 
век» — всеобщее суждение. 


Ф. Леонидов 


м поиььыы 


ооо 
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РАЗМЫШЛЕНИЯ 
ПО ДОРОГЕ В ШКОЛУ 


1. Пешком 


Сумма номеров домов на 
квартале (отрезке улицы меж- 
ду двумя перекрестками) рав- 
ва 33. Какие это номера? 

Легко сообразить следую- 
щее: 


1) Дома расположены на 
нечетной стороне, тах как 
сумма четных чисел всегда 
четна. 


2) Число домов на кварта- 
ле нечетно, так как сумма 
четного числа нечетных чи- 
сел также четна. 


3) Раз число домов не- 
четно, то есть средннй дом. 
Пусть его номер [. Соседние 
дома имеют номера [|2 и 
1—2, соседние с нимн {44 
и {4 ит. д. Таким образом. 
сумма номеров раввоудален- 
ных от среднего равна 2 
н, значит, двойная сумма но- 
меров домов ма квартале рав- 
на 2п, где т — число 
домов. Значнт, сумма номе- 
ров домов на квартале рав- 
на {п и не является простым 
числом. 


В нашем случае число 33 
может быть разложено на два 
сомножителя двумя  спосо- 
бами. 1) 33=3Х И, 2) 33= 
1%Ж33 Ясно, что  т< 
поскольку отрицательные но- 
мера домам не прнисванвают- 
ся. Значит, либо [И и 
квартал состоит из домов под. 
номерамн 9, 11, 13, лнбо {= 
—33 н весь квартал состоит 
из одного дома номер 33. 

Решите эту же задачу, если 
сумма номеров домов равна 


- 


А. Чульский 


{Продолжение на стр. 59) 


и 
Иные ЕинЕЕ 


ГОСУДАРСТВЕННЫЕ ПРЕМИИ 
1969 ГОДА 


Среди государственных премий. присуж- 
денных в 1969 году за научные исследо- 
вання, две премии были присуждены за ра- 
боты по физнке и одна — за работу по ма- 
тематнке. 


Группа сотрудников Института атомной 
энергии имени И. В. Курчатова (Л. В. Гро- 
шев, А. М. Демидов, В. И. Пелехов), воз- 
главляемая профессором Л. В. Грошевым, 
удостоена премин «за цикл — исследований 
спектров излучений, возникающих при зах- 
зате тепловых нейтронов ядрами». 

Этя исследования были начаты в 1953 го- 
ду в связи с сооружением атомных реакторов. 

Атомный реактор — источннк мощных 
потоков свободных нейтронов. Нейтроны 
охотно поглощаются атомными ядрами окру- 
жающих веществ. Поглотив иейтрон, ядро 
приобретает дополнительную энергию и 
становится возбужденным. Возвращаясь в 
нормальное состояние, ядро отдает энергию 
возбуждения в внде гамма-лучей (электро- 
магинтное излучение с очень малой дли- 
ной волны). Так как атомное ядро является 
сложным образованием из протонов и нейтро- 
нов, оно может поглощать и отдавать энер- 
гню разлнчными порцнями (квантами гамма- 
нзлучения). Возбужденвые ядра каждого 
элемента имеют свой набор гамма-лучей, 
который они способны излучать при пере- 
ходе в нормальное состояние, или как го- 
ворят физики, свой спектр гамма-излуче- 
ний. Эти спектры и изучались с исключн- 
тельной точностью в лабораторнн профессора 
Грошева. Полученные данные позволили 
выясинть, как нейтрон взаимодействует 
с ядерными частицами. 


Сведения о спекграх гамма-излучения имеют 
такую же ценность для физикя атомного 
ядра, как сведения об оптических спектрах 
для физикн атома. В частности, онн исполь- 
зуются для проверки и уточнения моделей 
атомных ядер. Недаром составленный под 
руководством Л. В. Грошева аглас спектров 
гамма-лучей, возннкающих при захвате ней- 
тронов ядрамн, является настольной кни- 
гой каждого специалиста в областн ядерной 
физикн. 

Работы Л. В. Грошева н его сотрудников 
имеют много ценных практических приме- 
нений. Точные данные о спектрах гамма- 
лучей разных элементов необходимы для 
расчета эпергии, освобождаемой внутри 
атомного реактора, а также для проектнро- 


вания его защитных оболочек. Измерение 
спектров гамма-излучений позволяег обна- 
руживать ничтожные примеси различных 
элементов, следить за выгораннем топлива 
в атомных реакторах, контролировать чис- 
тоту разделения радиоактнвных веществ. 
Эти же методы существенно облегчают поис- 
ки многих полезных ископаемых. 

Вторая Государственная премия по физике 
прнсуждена другой группе сотрудннков Ин- 
стнтута атомной энергии имени И. В. Кур- 
чатова (Б. Н. Самойлов, В. В. Скляревский, 
В. Д. Горобченко, Е.П. Степанов) «за ол- 
крытие и исследование эффекта  возникнове- 
ния сильных магнитных полей сверхтонкого 
взаимодействия на ядрах немагчитных эле- 
ментов в ферромагнетике и разработку 
нового метода поляризации атомных ядер». 

Этн ученые обнаружили в 1958 году уди- 
вительный эффект на радиноактнвных ядрах 
золота. 

Атомные ядра различных элементов обла- 
дают магнитными свойствами и имеют свои 
магнитные моменты. Онн являются как бы 
маленькими магнитиками. Еслн ядро ока- 
зывается радиоактивным, оно нспускает гам- 
ма-лучи в направленнн, определенным обра- 
зом согласованном с направлением своего 
магнитного момента. 

В обычных условиях магнитные моменты 
атомных ядер в куске радиоактнвиого ве- 
щества орнентированы совершенно случай- 
ным образом. Поэтому интенсивность гамма- 
излучения, испускаемого’ таким куском ве- 
щества (напрнмер, радиоактивного золота), 
будет одинакова по всем направлениям. 
Как говорят физики, такое излучение изо- 
тропно. 

Если бы удалось каким-то образом орисн- 
тировать магнитные моменты ядер в одиом 
направлении, их гамма-излученне оказа- 
лось бы неизотропным. Но величниа маг- 
нитиых моментов атомных ядер так мала, 
что даже сильные магниты обычно нев со- 
стоянии оказать на них упорядочивающее 
влняние. у 

Нарушские изотропни гамма-нзлучения бы- 
ло установлено ранее только у ферромаг- 
нитных элементов. Оно связано с ориента- 
цией магнитных моментов атомных ядер в 
сильных магнитных полях, в условиях, 
когда тепловое движение существенно ос- 
лаблено под влиянием сверхнизкой тем- 
пературы н не расстраивает магнитной ориен- 
тации. (Такче ядра, магнитные моменты 
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которых ориентированы в заданном направ- 
ленни, называются поляризованными.) Чем 
сильнее упорядочены инаправлення магнит- 
ных моментов радиоактивных атомных ядер, 
-то есть чем выше степень их поляризации, 
тем отчетливее проявляется различие в 
интенснвностях гамма-лучей, нспускаемых 
такими ядрами по разиым направлениям. 
Но золото не принадлежит к ферромагнит- 
ным материалам, и магнитное поле даже 
-очень сильных магнитов не может вызвать 
заметной ориентации его атомных ядер. 

Однако, Б. Н. Самойлов и В. В. Скляре- 
вский показали, что если радиоактивное 
золото ввести в состав ферромагнитного 
вещества, например железа, охладить об- 
разовавшийся сплав до сверхнизкой лемпе- 
ратуры (ниже 0,3° К) и поместить егс в силь- 
ное магнитное поле, то изотропия гамма- 
излучения нсчезает. Ядра золота «охотнее» 
испускают гамма-лучи в некоторых опреде- 
ленных направленнях. В дальнейшем выяс- 
ннлось, что атомы любого элемента, попав 
в ферромагнитный материал, подвергаются 
влиянию поляризованных атомов ферромагне- 
тика. На них действуют магнитные поля силой 
.до миллиона эрстед, вызывающие упорядо- 
чение ориентацин любых атомов. Благодаря 
этому появилась возможность осуществлять 
< ядрами немагнитных элемеитов исследо- 
‘вання целого ряда физических эффектов 
{так называемых сверхтонких расщеплений), 
которые раныше производились только на 
упорядоченно ориентированиых ядрах маг- 
митных элементов. 

Это открытие позволяет поляризовать ядра 
многих атомов и получать уникальную ин- 
-формацию о самих атомных ядрах, электрон- 
ных оболочках атомов н свойствах твердых 
тел. Пользуясь нм, уже удалось определить 
многие значения магнитных моментов в0з- 
бужденных атомных ядер. 

Государственная премия присуждена также 
двум известным ленинградским математи- 
кам О. А. Лацыженской и Н. Н. Уральце- 
вой «за цикл работ по краевым задачам 
‚для линейных и квазалинейных пораболиче- 
ских уразнений’, опубликованных в1962— 
1967 годах». 

Параболические уравнения являются од- 
ним из типов уравнений математической 
физики,  исследующих важнейшие за- 
дачи естествознання н техники. Они опи- 
сывают большую группу физических явле- 
ний, связанных с распространением тепла, 
диффузией различных веществ, изменением 
их концентраций и другими процессами, 
при которых происходиг постепенио вырав- 
ннвание значений физических величин (тем- 
пературы, концентрации и т. д.). 

В работегх О.А. Ладыжеиской и Н.Н. Ураль- 
цевой рассмотрены основные проблемы ре- 
апения различных уравнений параболического 
типа и получены важные результаты, вно- 
<ящие существенный вклад в общую теорию 
дифференциальных уравнений. 


В. А. Лешковцев 


РАЗМЫШЛЕНИЯ 
ПО ДОРОГЕ В ШКОЛУ 


2. В автобусе 


В автобус, идущий без кон- 
дуктора, вошло 15 незнако- 
мых между собой человек, 
Ни у кого из них нет мед- 
ных денег, а есть только мо- 
неты достоинством в 10, 15 
и 20 копеек. (Билет стоит 
5 копеек. В кассу можно бро- 
сить любую монету и оторвать 
соответствующее количество 
билетов.) Тем не менее во- 
едшие пассажиры смогли 
расплатиться за проезд, взяв 
слачу друг у друга. Поду- 
майте, как это могло быть? 

Тем, кто решил эту зада- 
чу, предлагаем решить три 
более трудные: 










стоимость". 





1. Докажите, что у этих 
гассажиров было не меньше 
20 серебряных монет (иначе 
сни не смогли бы расплатить- 
ся!) 

2. Докажите, что у них бы- 
ло не мевыше восьми 15-ко- 
неечных монет. 


3. Докажите, что у всех 
пассажиров вместе было не 
меньше 2 р. 50 к. 


Конечно, придумать при* 
мер, когла А’ пассажиров рас- 
плачиваются только монетами 
зостоинстном в 19, 15, 20 
копеек, можно для любого 
№2. Подумайге, каковы 
точные оненки для обще- 
го количества монет, общего 
количества 15-конеечных мо- 
нет н общего количества де- 
нег в этом случае? Н. В. 
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РЕЦЕНЗИИ 5 БИБЛИОГРАФИЯ 





КАК РЕШАТЬ ЗАДАЧУ! 


Что лучше — решить за- 
дачу самому илн прочесть 
ее решение? Для любителя 
математики не может быть 
двух ответов на этот воп- 
рос, — коиечио же. интерес- 
нее и полезнее найти реше- 
нне самостоятельно. Ну, а 
как быть, если над задачей 
долго бьешься, а решеине 
упорно не получается? Вро- 
де бы испробовано н то, н это, 
но иащупать ведущий к цели 
путь все не удается. 

Однако советов — чтб де- 
лать, если задача «не ре- 
шается», —задачники помате- 
матнке обычно не дают. Прни- 
ходится-открывать готовое ре- 
шение, помещенное в конце 
книги, и читать его. При 
этом невольно испытываешь 
чувство неудовлетвореиности, 
досады на себя — ведь все 
понятно, даже просто, ие хва- 
тало какого-то маленького 
толчка. Вот если бы кто под- 
сказал, с чего начать, какое 
дополнительное построение 
сделать, — и можно было 
бы довести решение до конца 
<амому! Еще хуже, если вмес- 


то решения в кннге помещен 
только ответ: тогда так и ос- 
таешься наедине с коварной 
задачей без всякой помощи... 

Многочисленные наблюде- 
иня (и, в частности, опыт 
прнемиых экзаменов в вузы) 
показывают, что миогие уча- 
щиеся не представляют себе, 
как приступить к решению 
задачи, еслн она не являет- 
ся упражнением на «извест- 
ный тип» а поставлена 
сколько-нибудь необычно, ес- 
ли ее формулировка отлича- 
ется от принятых в учебни- 
ках канонов. Большие труд- 
ности представляют задачи, 
в которых центр тяжести ле- 
жит не в формальных выклад- 
ках, а в последовательных 
логических ‘рассуждениях, 
требующих комплексного нс- 
пользования разиых  разде- 
лов школьного курса. 

Такие задачн в достаточ- 
ном количестве юный читагель 
найдет в новом  задачинке 
Е.Б. Ваховскогон А. А.Рыв- 
кина по элементарной матема- 
тике*). Всего здесь 477 задач. 
Почтн каждая из них требует 
индивндуального подхода и 
своей иден, т. е. представляет 
возможиость провести малень- 
кое самостоятельное иссле- 
дованне, а не просто приме- 
инть какой-иибудь стаидарт- 
ный алгоритм решения. 

Но интересно в книге 
Е. Б. Ваховского иА. А. Рыв- 
кина то, что авторы не просто 
подобрали разнообразные за- 





#. Е. Б. Ваховский, 
А. А. Рывкныи, Задачи по 
элементарной математике повы- 
шенной трудностн, «Наука», 
М., 1969, 496 стр. 


дачн и снабдили нх решення- 
мн. К традиционной формуле 
«условие задачн — решение» 
добавляется промежуточное 
звено — «указание», ставящее 
своей целью дать необходи- 
мый «добавочный импульс» - 
тем читателям, — которые 
нспытывают трудности при 
решенин той или иной за- 
дачи. 

Авторы как бы ставят себя 
на место решающего задачу, 
пытаются увидеть и понять 
источник его возможных зат- 
руднений, направляют его 
уснлия в наноолее естествеин- 
иное русло, расчленяя реше- 
нне на несколько этапов (ко 
миогим задачам дано два ука- 
зания, а к некоторым — 
даже три!), каждый из кото- 
рых по силам выполиить уча- 
щемуся самому. Умелая к 
естественная помощь чита- 
телю, оставляющая ему ра- 
зумную долю работы и пото- 
му максимальио стимулиру- 
ющая его самостоятельность, 
позволит юным любителяима- 
тематики развить свое «мате- 
матическое чутье», иакопить. 
тот опыт, который в дальней- 
шем поможет иаходнть под- 
ходы к новым задачам. 

Несомненно, что иовый 
задачник как по своему со- 
держанию, так и благодаря 
«полупрограммированной» 
системе подачи материала 
будет весьма полезен уча- 
щнмся, особенно тем из них, 
кто проживает в сельской 
местности, в поселках н ие. 
больших городах, где 
нет физико-математических 
школ. 

Книга Е. Б. Ваховского и 
А. А. Рывкина не лншена 


и отдельных недостатков. Не 
все указания можно приз- 
иать удачнымн;  иекоторые 
из них представляют собой 
не совет, как искать решение, 
а сжатый план всего решения, 
и если план понятеи, то 
остается провести лишь оче- 
видные вычисления. Во мно- 
гих случаях более уместно 
было бы задать читателю на- 
водящий вопрос, а иерекомен- 
довать сразу «рассмотреть то- 
то» илн «поступать так-то». 

В ппредисловин авторы пи- 
шут, что теоретические вве- 
дения, которые предпосланы 
главам задачника, «нужно ли- 
бо прочесть от начала до 
конца, либо не читать вовсе». 
К сожалению, во многих слу- 
чаях юному читателю лучше 
рекомендовать второе. Вве- 
дения же к некоторым гла- 
вам (иапример, 7, 9, 23) 
совсем неудачны, ибо там со- 
общаются отрывочные — све- 
дения, часто дискуссионные и 
не соответствующие матери- 
алу стабильных учебников. 

жно отметить н ряд дру- 
гих дефектов. Решения к не- 
которым задачам приведены 
не самые лучшие. Например, 
задачу 6.10 проще решать 
чв лоб», следуя правнлу ум- 
ножения многозначного` чис- 
ла иа однозначиое; решение 
задачи 13.13 сильно сокра- 
щается, если проаиализиро- 
вать ее условие и заметить, 
что для всех допустимых х 
должно выполняться  нера- 
венство со$ х>0. Встречают- 
ся в книге неточности и опе- 
чатки. Так, ответ к задаче 
18.13 должен быть такой: 
120-907 8 км; в приводимом 
решенни задачи 2.9 сущест- 
венио, что точки А и С, вок- 
руг которых производится 
поворот, — вершины острых 
углов треугольннка (очень 
рекомендуем читателю разо- 
браться, где в решении это 
неявно нспользовано!), усло- 
зне задачи 12.7 иеточно сфор- 
мулировано — надо  допол- 
интельно предположить, что 
@В-+ЬА 0. 

Впрочем, едва ли нмеет 
<мысл приводить здесь пол- 
ный перечень отдельных ие- 
достатков. Молодой читатель, 
будем надеяться, понимает, 
что создание кииги — делодо- 
зольис сложное, и не всегда 


удается, несмотря на уснлия 
авторов, все сделать идезль- 
но уже в первом изданни. 
Подавлякицее большинст- 
во включенных в книгу за- 
дач взято авторами из варнан- 
тов письменных работ, пред- 
лагавшихся в разные годы 
на вступительных экзаменах 
по математике в Московском 
университете, а также в ряде 
других вузов Москвы. Очень 
хорошо, что эти задачи, снаб- 
женные указаниями и реше- 
инями, становятся доступны- 
мн широким массам люби- 
телей математики, входят в 
школьную практику. Но при 
этом было бы уместно точно 
указывать источник заимство- 
вания, поскольку эти зада- 
чн являются плодом коллек- 
тивного творчества _ экзаме- 
иационных комиссий. Каж- 
дый. кто хоть раз занимался 
составлением задач, змает, 
скольких трудов и какого 
времени требует появление 
новой орнгинальной задачи. 
Кстати, этн ссылки были бы 
полезны и чнтателю —он 
смог бы по ним составить 
прелставление об уровне 
требований. предъявляемых 
к поступающим в различные 
вузы (или на разные факуль- 


теты университетов). 
.. Известный — американ- 
ский математик Д. Пойа 


в своей книге «Как решать 
задачу», посвященной общей 
методике решения математи- 
ческих задач, писал: «Если 
он (преподаватель математи- 
ки) будет пробуждать лю- 
бознательность учащихся, 
предлагая им задачи, сораз- 
мерные с их знаниями, и сво- 
ими наводящими вопросами 
будет помогать им решать эти 
задачи, то он сможет при- 
вить им вкус к самостоятель- 
ному мышлению и развить 
необходимые для этого спо- 
собности». Приятно предста- 
вить н порекомендовать чи- 
тателю книгу именно такого 
характера, книгу, имеющую 
своей целью не только пока- 
зать, как решать за- 
дачи, но и подсказать (там, 
где это необходимо), как их 
решать. 


Н. Х. Розов 
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ВВЕДЕНИЕ 
В ЭЛЕКТРОНИКУ 


Выпущенная — издательст- 
вом МГУ киига кандидата 
физико-математических на- 
ук А. М. Хазена «Введение 
в  электронмку» адресо- 
вана школьникам, которые 
интересуются физикой, ма- 
тематикой и особенно элек- 
троникой м раднотехнинкой. 

Книга рассчитана ма мас- 
сового читателя м вместе с 
тем написана на хорошем 
физическом уровне. Ясность 
изложения, оригимальмость 
приведенных примеров со- 
четаются в ней с достаточ- 
ной строгостью. Аожно с 
уверенностью сказать, что 
для школьника,  прочитав- 
шего внимательно эту кни- 
гу, многие понятия электро- 
ники станут ясными. 

Юным читателям будет 
интересно узнать, что прин- 
цип обычного вакуумного 
днода может использовать- 
ся для создания генератора 
электрического тока, рабо- 
тающего за счет внешнего 
источника тепла, чем похо- 
жи и чем отличаются линея- 
ный ускоритель электронов 
м лампа бегущей волны, что 
такое взрывомагнитный ге- 
нератор ы т. д. 

В книге выделяются узло- 
вые вопросы для различных 
классов электронных уст- 
ройств. Несмотря на боль- 
шое количество описанных в 
книге конкретных приборов, 
она не перегружена при- 
мерамн. 

Книгу можно рекомендо- 
вать как пособие для 
школьников, выбравших тех- 
ническне дисциплины  мли 
физику своей будущей спе- 
цкальностью. 


Д. Я. СВЕТ, 
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ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 


К статье 
«Что такоеграфикфункиии 


1. 1} х50; 2) х 1; 3) х—Ти хе - 1. 
3. 051. 
4. 6, из них 2 имеют обратную. 


6. Все точки графика лежат на двух от 
резках Р=0, 0<х=И, н Р=1, Ох, 
причем они расположены на каждом из этих 
отрезков «всюду плотно» (т. е. для любой 
точки М отрезков и для любого числа 
=>>0 найдется точка графика на расстоянин, 
меньшем 2 от точки М). 


7. См. рис. 1. 


8. а) В 06°) (поворот относительно начала 
координат против часовой стрелки наугол 90°): 


с 
1 


ид 1 
Рис. 1 


6) преобразование симметрии относитель- 
но оси Ох; 


е) параллельный перенос на расстояние 
[2] по направлению биссектрисы угла Оху, 


если а>>0, н в противоположиом направлении, 
если а< 0. 


10. Параллельный перенос на вектор 
с началом в точке О, н концом в точке 


Ко, (0.} (илн,что то же самое, на вектор 
с началом Ко” {О:) и концом О,). 


11. Отразите точку В симметрично от- 
носительно биссектрисы. 


13. Докажите, что если в треугольйнке 
АВС ВМ — медиана и АВ>ВС, то АВМ«% 
«МВС, выведите из условня АН==ВМ ра- 
венство <МВС=30°. 


К статье 
«Как был взвешен атом» 


1. 5,55 ки. 
Р 
Рз =Р!: (=). 


2. 
Р Р, \2 
ры Рь [5 (5: ‚ 


Р. \п-—1 
м-в ( $ 
3. 11,1 км; 16,65 км. Удобно восполь- 


зоваться результатом задачи 1. Давление 
пропорционально плотностн воздуха. 


К «Логической задаче» 


Человек не может одновременио и спать и 
есть. Поэтому срок в семь суток после сна, 
и после еды наступает в разное время. Че- 
ловек должен сделать то, что неделю назад, 
ои делал раньше: спал или ел. 


Ответы на вопросы по физике 
1. Из-за большой теплоемкости вода 
прогревается медленнее, чем воздух. Поз- 


тому она холоднее воздуха, Когда же вы 
выходите из воды, то капельки воды, остав- 
шиеся на теле, испаряются. Поглощая при 
этом много тепла, они отбирают его ие только- 
у окружающего воздуха, но и у тела. Тело. 
охлаждается, и воздух начинает казаться 
холоднее воды. 


2. Большинство продуктов содержит во- 
ду. Испаряясь, она вымерзает на самой 
холодной части холодильника — испарнтеле. 
Поэтому испаритель покрывается толстой 
снеговой шубой, обладающей низкой теп- 
лопроводиостью. Это приводит к уменьшению 

„ теплоотвода из камеры, и температура 


в холодильиике понижается недостаточно. 





ыы 


3. Во все время движения коробки после 
броска. Действительно, допустим, что мышь 
давит на коробку с силой М. Тогда на мышь 
со стороны коробки действует сила — М 
(реакция коробки). Так как коробка, а 
вместе с ней и мышь, движется с ускорением, 
свободного падения #, то уравнение движе- 
ния (второй закон Ньютона) запишется 
для мыши так: тя—\№== тд. Из этого уравиения 
справедливого, естественно, для всего вре- 
мени движения коробки, найдем, что №=0, то 
есть мышь находится в состоянии иевесомо- 
сти. 

4. Одновременно, так как количества теп- 
ла, которое нужно сообщить воде в обонх 
случаях, одно н то же. 

да. В той, где вначале воды было больше. 


К статье «Кривые драконы» 


1. Меньше: 280 см = 10243 см = (1,024) х 
х10ме-1,07.109см = 10 700 км, а до Луны 
примерио 384 000 км. 

2. Ломаная заменится зеркально симмет- 
ричной. В записывающем ее слове каждая 
буква изменится на противоположную: ВЮ 
на Ё, а [, на ВЮ. 

3. 6) 2п-? (при п>>2). Ср. с задачей 5, г, д) 

4. Черепаха прочтет слово, которое по- 
лучается из исходного слова, еслн запн- 
сать его буквы в обратном порядке, а затем 
всюду поменять Г. иа Ю, а В иа/.. Это утвер- 
ждение верно для любой ломаной. Для ло- 
маных дракона новое слово нз старого по- 
лучается совсем просто — надо только за- 
меннть в исходном слове среднюю букву 
иа протнвоположную (см. задачу 5). 

5. Используйте теоремы Г, 2 и задачу 3: 

6. Вообще говоря, другие ии 
для ломаной ВЮГ.ГЮЛ,ГЮЮГЮЕЮ1.. 

7. Используйте теорему 2. 

9. Можно провести нндукцню по я (ран- 
гу ломаной), доказав с помощью задачи 8, 
что достраиваемые согласно теореме 2 тре- 
угольники ие могут расположиться так, как 
показано на рис. 1. 





Рис. 1 


10. То, что две соседние ломаные 
(получающиеся друг из друга поворотом 
на 90°) не имеют общего отрезка, вытекает 
нз теоремы | и задачи 9. Чтобы строго до- 
казать, что две симметричные друг другу 
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относнтельно точки О ломаные не могут иметь 
общего отрезка, можно использовать теоре- 
му Жордана: «замкнутая несамопересекаю- 
щаяся линия делит плоскость на две такне 
области (внутреннюю и внешнюю), что лю- 
бая линия, один конец которой лежит 
во внешней области, а другой — во внутренней 
пересекает данную линию”); при этом, 
поскольку нашн ломаные дракона прихо- 
дят в некоторые вершины по два раза, 
удобнее перейти к кривым дракона (рис. 2). 

11. а) Проверьте, пользуясь теоремой 1 
(индукция по п). 

6) Ср. с задачей 7. 





Рис. 2 


К статье 
«О письменном экзамене» 
на мехмате МГУ 


Варнант 2. 


1) 30 мнын.; 


2) (1- УТ м; 


к Зк 
90,» — 1 


5 У- 


*) О теореме Жордана см., например, в кни- 
ге: Р. Курант н Г. Роббинс, «Что 
такое математика», изд-во «Просвещение», 
1967, стр. 275. 
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Исследования по дороге 
в школу 


1. Пешком 
Трн решения: |) девять домов от № 29 до 
№ 45; 2) три дома от № 109 до № ПЗ; 3) 
один дом № 333. 


2. В автобусе 


Легко сообразить, как могут рассчитаться 
двое, трое или четверо пассажиров (неко- 
торые варнанты изображены на рис. 1) и, 
пользуясь этим, построить много разных 
примеров, как могли рассчитаться 15 пасса- 
жиров. 

способе 


1. Заметьте, что при каждом 


расчета не менее 5 мопет опущено в кассу 
и ие менее 15 осталось у пассажиров. Не- 
трудно построить пример, когда общее число 
монет у всех пассажиров — 20. 





Рис. 1 


3. Докажкте, что если среди 15 человек 
& таких, у которых есть только одна монета 
в 15 коп.. то общее количество денег, во-пер- 
вых, не меньше 15#--20(15—#)’ копеек н, 
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во-вторых, не меньше 15-20 копеек 
(рис. 2). Постройте пример, когда общая 
сумма — 2 р. 50 к 

В общем случае — для № пассажиров — 
ответы такие: 1) минимально возможное 


количество монет у всех пассажиров (при 
котором они еще могут рассчитаться) 


Е +3]. 
ты 2} минимально возможное общее 
М1]. 

о ’ 
минимально возможная общая сумма денег 


М-2 
15№--5 [=] коп.; здесь через [х] мы 


обозначаем целую часть числа х, т. е. наи- 
большее целое число, не превосходящее х. 
(Без этого обозначения ответы можно 
сформулировать так: 


количество 15-копеечных монет | 


1) № монет и еще: по 


сумма 


300 
копеек 





Рис. 2 


одной монете на каждую полную или не- 
полную четверку пассажиров; 3) 15 монет 
у каждого н еще по 5 коп. на каждую пол- 
ную или неполную тройку пассажиров.) 
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ХРОССВО?А 


По горинзонталн: 
4. Прямая, нмеющая две общие точки с окружностью. 
9. Снстематичность в расположенны. 
10. Совпадение фигур по форме. 


11. Одна из важных точек. связанных с эллипсом, гиперболой илн параболой. 


14. Названне функцнн. 


15. Число. карактернзующее место члема в последовательностн. 


18. Геометрическое тело. 

19. Число. 

20. Элемент многоугольник. 

21. Латинская буква, часто употребляемая в алгебре. 
24. Составитель первых таблиц логаркфмов. 

258. Геометрическое понятне. 

28. Символкческая запись утверждення. 

29. Математическое предложенне. 

30. Часть круга. 


}. Общий способ. 

2. Часть прямой. 

3. Непреложное правило. 
5. Одночден. 


По вертихкалн: 


8. Выдающийся руссинй математик, основоположнык теорнн устойчивостн. 


7. Название функцин. 
8. Математический знак. 
12. Характеристика тригонометрических функций. 
13. Часть круга. 
.17. Часть прямой. 
18. Математическое предлощение. 
22. Вспомогательная теорема. 
23. Знак. входящий в обозначение числа. 
26. Назвамне функцнин. 
27. Высота сегмента. 


ОТВЕТЫ НА КРОССВОРД, ОПУБЛИКОВАННЫЙ В № | 
По горизонтали: 
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а) 121, с) 576. 4) 361, Г} 961, #} 491, Г) 163, 1) 58081, 21) 18). о) 383. 9) 211. 5) 143, #) 251. ы) 167, 


По вертикалн: 


а) 169, 5} 131. с) 529, 2} 196. &) 63001. А) 441, 1) 151, Й 113. #3- 313, Я) 841, РУ ЗВГ, 9} 241, г] 127. 
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пеанит 2 
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к МГНОВЕНИЕ ВЕЧНОСТИ 


Интерес к очень большим чиелам появился в 
Е самой глубокой древности. Егинтяне, чтобы 

к” сказать о чемею. шо оно очень велико. 
прибегали к образным сравиениям. В вэксте 
одной гробиицы жреца бога Ан (ХТУ век до н.5.) 
говорится: 


"Да ваградиг он (Бог) тебя юбилеями как число 

Итсску берега моря. измеряемого жезлом ипст, 
как мера моря. опредслясмая джахэком, или вес 
горы, в зЗВсиснной на вссах. или исрья ниц. Нли 
листья деревьев". 


Египтянам было трудно выразить иначе свою 
мысль, так как они не развили в достаточной 
мерс снстему числовых обозначений. Но сие 
коло 5000 лег тому пазад в Древнем Вавилоне 
появилась нестидесятеричная 














Конечный человек не отваживается 
рассматрымвать бесконечное как нечто 
данное м доступное его привычной 
интунции. 


Карл Фридрих Гаусс 
Бесконечносты Ничто не двигало так 


мудро разум человеческий. 
Давид Гильберт 


система счисления *), и вавилонские 
математики свободно справлялись с 
весьма большимн числами. В одной 
нз древневавилонских таблиц приво- 
дятся, например, все делители чис- 
та 60*--10.607=195 955 200 000 000. 

Об очень болыших числах говорит- 
ся и в нидийских легендах о Будде. 
По одной из них, его еше в детстве 
подвергли испытанню в числах, н, пе- 
реходя от одного разряда к другому, 
он дошел до чисел, которыми выра- 
жается число песчинок десятка лакх 
рек (лакха =100 060) таких, как Ганг. 
А затем пошли еще большие числа и, 
наконец, число, «при помощи которого 
боги исчисляют свое прошедшее и бу- 





*) Читатели, интересующиеся древиева- 
вилонской снстемой счисления, могут ло- 
знакомиться © ней по книге М. Я. Выгодско- 
го «Арифметнка и алгебра в древнем мире». 
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участвовало 1023 обезьян. Такое” 
личество обезьян не поместнлось бы 
не только на поверхности Земли, но 
и во всей Солнечной системе, даже 
если всю ее набить битком обезьянами! 

По-видимому, уже египтяне и ва- 
вилоняне пришян к идее вечности — 
к мысли, что течение времени не будет 
иметь конца. Эта идея ярко выражена 
в восточной притче: 

«Вот алмазная гора высотой в ты- 
сячу локтей. Раз в столетие приле- 
тает птичка и точит свой клюв о гору. 
Когда она сточит всю гору, пройдет 
первое мгновение вечности». 


ИСЧИСЛЕНИЕ ПЕСЧИНОК 


И в Египте и в Индии пользова- 
лись одним и тем же символом гн- 
гантского числа — количеством пес 
чинок на берегу рекн или моря. Чис- 
ло это. конечно, очень велико. Если 
даже считать, что объем одной пес- 
чинки — 1 кубический миллиметр (на 
самом деле она сте меньше), то в од- 
ном кубическом метре песка содер- 
жится миллиард песчииок, а в одном 
кубическом километре песка нх мил- 
лиард миллиардов! Человек, отсчи- 
тывающий по двезвесчинки в секунду 
и оао делом каждый 
день по 10 часов» В, яб4ение 80 лет, 
отечитал бы не болёе трех миллиардов 
песчинок. Поэтому одревергнуть пря- 
мым опытом мысль; что количество 
песчинок неисчислимо, было бы весьма 
затруднительно. Во всяком са мае, чи- 
сел, которые содержатся в 
ских табличках, для этого и 
Но. 












_^ надо было даль 
"— счисления, систем 





ож в": °. 
дящее количество песчинож 
нах населенных, та 


задачу решил великий математик др 
ности Архимед, родившийся, как. й 
лагают, в 287 году ло нашей эры 
убитый при взятии его родного города 
Сиракузы — в 212 году до нашей эры, 
Архимеду мы обязаны многими отк- 
рытиями в физике и математике, раз- 
витие которых привело впоследствии 
к созданию интегрального исчисления, 
гидростатики и других наук. Его имя 
может служить символом величайшей 
математической одаренности. Многие 
сочинения Архимеда не дошли до на- 
шего времени. В частности, утрачена 
работа Архимеда арифметического ха- 
рактера. Но, к счастью, сохранилась 
нига, в которой он развивает свою 
Систему счисления. Она называется 
«Псаммит», или «Исчисление песчинок 
в пространстве, равном шару непод- 
вижных звезд». 
“Еще до..Лрхимеда греки пользо- 
й ‚адусь десятичной системой счисления 
и доходили до Тысячи мириад, то есть 
до 19000 000. Архимед начинает счет 
Серщирнады. мирнад*), то есть с 
‚АЯ мисдо он называет 
октадой **) или единицей чисел вто- 
рых’ Пофм нет Чтола октад, ко- 
торую” он назвал” единицей чнсел 
третьих. Наконец, он доходит до октад 
чисел октадных, то есть до числа, 





*) Мирнада — древисгреческое — нанмено- 
вание числа 10000 (от греческого слова 


\  №Урюс (мюрнос), означающего «исисчислимо 


; большосз). 
^ **) охто (окто) -- восемь. 



















































то он объявил единицей 
Ода. Кончил Архимед 
сте октадсй чисел октадных 
октадното. ы юда. то есть числом 


олучится лента та- 


КОЙ ДЛИНЫ ожно будет опоя- 


сать земной тр примерно 5000 
раз. Даже в акетс, делакицей го 


Зкм в секунду, ‘прищлось бы лететь 
около 300 дней, чтобы: пролететь вдоль 
всей ленты. : 

И хотя еще до. "Архимеда ученые 
знали, ч7с количеётво н натуральных 
чисел бесконечно, что побледнего на- 
гурального чнсла не существу ет, толь- 
кс после «Псаммита». они получили 
зозможность называть числа, пре- 
восходящие не только количество иес- 
чинок ва берегу моря. но и Число пес- 
чинок В ешаре неподвижных звезд»; — 
как показал Архимед, сно меньше ты- 
сячи миригд чисел восьмых, то есть 
меньше, чем 108. Илея бесконечного 
числового ряза, математическая мо- 
лель. огражаве:зя вечность временн, 
как бы матернализовалась в октадах 
и пернодах исчисдения Архимедя. 





БЕСКОНЕЧНЫЕ МИРЫ 
8 БЕСКОНЕЧНОЙ ВСЕЛЕННОЙ 


Таким образом, идея бесконечности 
знерзые возинкла как идея вечности, 


ческие философы говорили: 


Вице с 800 миллионами 


куапытесттегу 


идея неограниченного ва врем‹ 

чи существования. мпра. Однако н 
в Египте и в Вавялене не было эще 
по-видимому, мысли с бесконечностч 
пространстза. Вселенная счр 
талась ограниченной твердой сферой. 
оипрающейся на Землю, а за пределг- 
ми этой сферы ке было ничего, дос- 
тулного пониманию смертных. Нос уже 
в УЕ веке до н, э. в Древней Греции 
возникла идея бесконечности прост 

ранства. Философ Анаксимандо впев- 

ые высказал догадку о бесконечности 
иров в бесконечной вселенной. Гре- 
«Где 


ни Стад воин, он сможет протянуть 


‚ свое колье еще дальние» *). 


Так возникла модель мира, 0ес- 


‘конечяого Во всех направлениях и веч- 


ного во времени. Наиболее смель‹ 
мыслители утверждали даже, что миг 
не имел и начала, но их преследовали 
как безбожников, отрнцающих созда- 
ние мира ‘богами. 


ДЕЛИТСЯ ‘или НЕ _ ДЕЛИТСЯ? 


Итак, устройство вселеннойсв боль- 
оюм» было выяснено (или по крайней 
мере казалось, что’оно выяснено}. Но 
одновременно с этим философы и ма- 
тематики размышляли Ио том, из че 
го состоит весь видимый мир, как он 
устроен «в малом». Повседневный опыт 
учил, что ковригу хлеба, окорок ка- 
бана, кувшия вяна можно разделить 
между сндящими за столом. В. слу- 


д 


*\ Теперь мы знаем, что это рассуждение 
доказывает лимь неограничен ность 
пространства, отсутствие ограничивающей ег 
сферы неподвижных знезд, но ннкак $6, 
казыйает м0. Сескояечности. Ра 
зачие между неогганиченюстью п_бесконез 
ностью вндно на о примере окружности 
окружности мет границы, хоти <® } 
конечвы. Читатель может Бозразять, чт 
окружность нскривлела, а прое ство 
ивлястся кривым. Но в современной физик 
вводится понятие кривезиы  простраис 
{< этим, в частности, связано отклонение 
чай в поле тяготения). Аонечно, ин Аникся 
мандру. ‘нк другям Филоссфим древвостн 
тикне тонкости ие были достунны, и опи были 
убождены, что их рассуждения доказывин 
бесколечность вселенной. 


меры 









Так представляли себе Всоленную древние 
сгийтяне. 


чае необходимости можно ‘было каж- 
дую из частей разделить снова на час- 
ти. Но если продолжить это деление, 
то рано или поздно наступит момент, 
когда части получатся настолько ма- 
лыми, что дальше их делить окажется 
уже практически невозможным. Для 
того чтобы выразить такие малые «не- 
делимые» величины, уже издавна при- 
менялись образы «пылинки», «мако- 
вого зерна» и т.д. Но если маковое 
зерно можно все же, хоть н с трудом, 
разделить на части, то можно ли де- 
лить на части пылинку, пляшущую 
в солнечном луче? На этот вопрос 
повседневный опыт ответа не давал, 
и приходилось опираться только на 
рассуждения, проводить чисто умо- 
зрительный анализ. 

Один из дошедших до нас ответов 
на этот вопрос принадлежал жившему 
в У веке до н. э. греческому философу 
Анаксагору. Он учил: 

«Среди малых величин не сущест- 
вует наименьшей, но уменьшение идет 
непрерывно, ибо существующее не мо- 
жет перестать существовать». 

Он же говорил: 

«Все вещи (в начале мироздания) 
были вместе, они бесконечно много- 
численны и бесконечно малых. 

Итак, по Анаксагору, все состоя- 
ло из бесконечного множества беско- 
нечно малых частей. При этом, ко- 
нечно, лод бесконечно малой пони- 
малась не переменная, стремящаяся 
к нулю, как эго принято сейчас в ма- 
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тематике, а не имеющая размеров точ- 
ка. 

Но это противоречило двум ос- 
новным аксиомам, общепринятым в 
греческой математике. Греческие уче- 
ные разделяли все величины на про- 
тяженные и непротяженные. При этом 
они считали, что: 

1. Сумма бесконечно большого чис- 
ла любых, хотя бы и очень малых 
протяженных величин обязательно 
должна быть бесконечно большой. 

2. Сумма любого, хотя бы и бес- 
конечно большого числа непротяжен- 
ных величин всегда равна нулю и 
никогда не может быть равной неко- 
торой заранее заданной протяженной 
величине. 

Получалось, что бесконечно ма- 
лые, из которых, по Анаксагору, был 
составлен мир, не могли быть ни про- 
тяженными, ни непротяженными, то 
есть они не могли существовать. 

Против идеи бесконечной делимос- 
ти выдвигались и иные возражения. 
Через много столетий после Анакса- 
гора Плутарх писал: 

«Если деление двух величин на 
части может продолжаться до беско- 
нечности, то нет основания считать 
одну величину больше, чем другая, 
а самая природа неравенства унич- 
тожается». 

Смысл этого возражения в том, что 
после деления обе величины окажутся 
составленными из одного и того же 
(бесконечного) числа одинаковых (бес- 
конечно малых) величин. 


НЕПОДВИЖНЫЙ МИР 


Ножалуй, самые сильные доводы 
против иден бесконечной делимости 
выдвинул философ Зенон Элейский, 
живший в Италии в середине У века 
до н. э. Он «показал», что допущение 
бесконечного деления приводит... к 
отрицанию возможности движения. 
Свои рассуждения Зенон облек в весь- 
ма живую, парадоксальную форму. 
Так, в одном из них он «доказывает», 
что быстроногий Ахиллес никогда не 
догонит медленную черепаху — ведь 
сначала он должен достичь точки А, 
откуда поползла череваха, потом точ- 


ки, где она окажется в момент, когда 
Ахиллес достиг точки АД, ит. д. По 
тем же «соображениям» вообще нет 
движения, потому что движущееся те- 
ло сначала должно достичь середины 
пути, ало этого — четверти и т. д., 
так что движение никогда не нач- 
нется. 

Разумеется, Зенон не «доказал», 
что мир неподвижен — этому проти- 
воречил повседневный опыт. Но он 
показал, что модели мира, которые 
строили до него философы и мате- 
матики, были неудовлетворительными 
с точки зрения логики, что нужна 
была серьезная перестройка взглядов 
на устройство мира «в малом». Как 
отметил В. И. Ленин, «философское 
значение апорий *) Зенона состояло в 
том, что они вскрыли действительную 
противоречивость движения, прост- 
ранства и времени». 


АТОМЫ И АМЕРЫ 


Вызов Зенона принял один из 
крупнейших философов (и, по-видимо- 
му, математиков) древности Демокрит 
из Абдеры, один из создателей научно- 
го атомизма. К сожалению, до нас не 
дошли подлинные работы Демокрита. 
Он был убежденным матерналистом, 
и временно восторжествовавшая шко- 
ла идеалиста Платона вела жестокую 
борьбу с учением Демокрита. Расска- 
зывают даже, что Платон скупал 
рукописи Демокрита и сжигал их. 
Стонли тогда рукописи дорого, каж- 
дое сочинение писалось в малом чис- 
ле экземпляров, так что, если этот 
рассказ верен, неудивительно, что до 
нас ни одна рукопись Демокрита не 
дошла. А может быть, просто средне- 
вековые монахи, занятые переписы- 
ванием многочисленных трудов Пла- 
тона и Аристотеля, не трогали пожел- 
тевших папирусов с трудами Демокри- 
та, рукописи ветшали, приходили в 
негодность и выбрасывались. Один из 
основателей современного естествозна- 
ния Бэкон Веруламский сказал: 


*) Апория (лревне-греч. 
ческое затрудненне, 
воречие прн 


алорий — логи- 
непреодолимое  проти- 
разрешении проблемы. 


«Но что касается более древних 
из греческих ученых — Эмпедокла, 
Анаксагора, Левкиппа, Демокрита, то 
нх произведения были уничтожены в 
потоке времени. Ведь время как река: 
бодее легкое и пустое внутри оно до- 
несло до нашего времени, более тяж- 
кое и веское погрузило на дно». 

И теперь нам приходится выиски- 
вать ссылки на труды Демокрита в ра- 
ботах его противников, искать в их 
книгах цитаты, которые, по-видимому, 
принадлежат Демокриту, изучать до- 
шедшие до нас труды его немногочис- 
ленных последователей — Лукреция 
Кара н других. Неудивнтельно, что 
среди ученых нет единства по истол- 
кованию учения Демокрита, что од- 
ки и те же цитаты толкуются по-раз- 
ному. 

Весьма убедительное истолкование 
учения Демокрита дал советский ис- 
торик науки С. Я. Лурье. По его мне- 
нию, Демокрит считал, что все тела 
состоят из неделимых далее частиц. 
Но при этом он различал неделимые 
частицы двух видов —атомы и аме- 
ры. Атомы — это сплошные частицы 
материи, имеющие самую разнообраз- 
ную форму и размеры (Демокрит го- 
ворил даже об атомах величиной с наш 
мнр!), но далее уже неделимые ввиду 
отсутствия в них пустот и крайней их 
твердости. Но мысленно атомы можно 
делить и далее. Однако и этому мыс- 
ленному делению наступает конец — 
атомы делятся на мельчайшие части- 
цы, имеющие минимальное протяже- 
ние, — на амеры. У амеры нет ни фор- 
мы, ни верха, ни низа, ни середины, 
она неделима даже в воображенин. 
Но в то же время амеры не являются 
точками. Таким образом, по сути де- 
ла, Демокрит выдвинул идею о су- 
ществовании. минимальной 
длины, вновь возникающую сейчас 
у некоторых физиков-теоретиков. 

Из нескольких амер, ндущих одна 
за другой, получаются линии, из ря- 
дом расположенных линий — поверх- 
ности, а из поверхностей — тела. Та- 
ким образом, Демокрит изучал ма- 
териальные линии (имеющие 
минимальную ишрину) и матери- 
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альные поверхности (нмеющие ми- 
нимальную толщину). Например, ко- 
нус, по Демокриту, состоял из круж- 
ков, имевших минимальную толщину, 
а нирамида — из таких же много- 
угольников. Шар он представлял себе 
состоящим из нголочёк-пирамид, вер- 
шины которых находятся в центре ша- 
ра. Аристотель писал: 


«По Демокриту, и шар режет, так 
как и он угловат». 

Такой подход позволил Демокри- 
ту решить многие проблемы, стоявшие 
перед геометрами. Так, он был цер- 
вым, вычислившим объем конуса и 
пирамиды, он первым свел вычисле- 
ние объема шара к вычислению пло- 
щади сферы. С пирамидой он спра- 
вился, по-видимому, так. 


Сиачала он доказал теорему, что 
две пирамиды, имеющие равновели- 
кие основания и равные высоты, име- 
ют один и тот же объем. Здесь для 
него не было никаких осложнений — 
пнрамиды с одинаковой высотой сос- 
тояли, по Демокриту, из равного чис- 
ла соответствующих треугольников, 
причем их объемы были суммами 
«объемов» треугольников (ведь, по Де- 
мокриту, треугольники были ма- 
тернальными, имели  мннимальную 
толщину). Поскольку площади осно- 
заций обеих пирамид были одинаковы 
то «объемы» соответствующих треу- 
гольников в обенх пирамидах совпа- 
дали, и потому совнадали и объемы 
нирамид. А иотом он делил трех- 
грапную иризму па: три пирамилы, 
имеющие попарно одну н ту же высо- 


ту н равновеликие основания (см. ри- 
сунок). Таким путем Демокрит «дока- 
зывал», что объем пирамиды равен 
одной трети объема призмы, нмеющей 
ту же высоту и то же основание. 
А равенство объемов пирамнды ни ко- 
нуса, нмеющего ту же высоту и то же 
по площади основание, доказывалось 
уже совсем просто — они состояли из 
одинакового количества фигур одно- 
го и того же «объема». 

Ясно и то, как подходил Демокрит 
к задаче об объеме шара. Раз шар 
состоит из иголочек-пирамид, то объем 
шара равен сумме объемов этих пи- 
рамид. А объем каждой пирамиды он 
уже умел находить. Суммируя эти 
объемы, он пришел к ответу: «Объем 
‘шара равен одной трети произведения 
радиуса шара на площадь поверх- 
ности шара». Вычислить эту площадь 
ему не удалось. 


ШЕРШАВАЯ ПИРАМИДА 


Демокрит добился замечательных 
результатов определения объемов гео- 
метрических тел. Но большинство 
современников отвергло его методы. 
Слишком непохожими былн идеи Де- 
мокрита па результаты  непосред- 
ственного опыта. Ведь даже деление 
отрезка пополам было в геометрин Де- 
мокрита весьма сложной проблемой. 
Отрезок, состоящий из нечетного чис- 
ла неделимых, нельзя было разделить 
пополам: средняя неделимая должна 
была отойти к одной из половин, н эта 
оловина становилась больше, чем дру- 
гая. Невозможно было разделить попо- 


лам и круг: при таком делении диаметр 
круга отходил к одной из половин, 
делая ее больше, чем другая. Мало 
того, по Демокриту, и прямые и ок- 
ружности состояли из неделимых од- 
ного и того же вида. Поэтому окруж- 
ность и касавшаяся ее прямая имели 
общую неделимую, общую амеру. Сле- 
довательно, к\окружности можно было 
провести лишь конечное число каса- 
тельных. 

Да и пирамида, прннесшая столь 
болыпой успех Демокриту, получа- 
лась у него какой-то странной. Ведь 
надо было решить вопрос, равны ли 
друг другу параллельные сечения пи- 
рамиды. Если они равны, то пирамида 
не сужается к вершине, а ебли раз 
личны, то нирамида имеет ступенча- 
тую форму (такую, какую имеют егн- 
цетские пирамиды). 

По-видимому, Демокриту не уда- 
лось построить непротиворечивую гео- 
метрию, хотя его геометрия не была 
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столь наивной, как рисуют его про- 
тивники. Во всяком случае, один из 
самых замечательных результатов 
предшественников Демокрита — суще- 
ствование несоизмернмых отрезков— 
не находил объяснения в его пост- 
роениях: по Демокриту, все отрезки 
должны были быть соизмеримыми, из- 
меряться минимальной длиной. И гео- 
метры отвергли иден Демокрита, вмес- 
то материальных поверхностей стали 
рассматривать идеальные, не имеющие 
толщины, вместо материальных ли- 
ний — идеальные, а вместо амер — точ- 
ки, не имеющие длины. Правда, при де- 
лении отрезка иополам все равно при- 
ходилось удваивать деляшую точку, 
но это было уже неважно: размеров 
она не имела и на длину влияния 
оказать не могла. 

Сам Аристотель поучал, что «вве- 
дение минимальной длины расшаты- 
вает самые великие основы матема- 
тики». Как говорил верный последо- 
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ватель Аристотеля средневековый схо- 
ластик Фома Брадварнн, «все научные 
системы истинны лишь постольку, пос- 
кольку они не основаны на предполо- 
жении, что непрерывное состоит из 
неделимых». И еще в ХУИ веке па- 
рижский парламент пригрозил смерт- 
ной казнью всем противникам мнений 
Аристотеля. А в частности — всем сто- 
ронникам атомизма. 


МЕТОД ИСТОЩЕНИЯ 


Итак, математикам пришлось от- 
вергнуть и метод неделимых Демокри- 
та и бесконечные процессы — крити- 
ка Зенона подорвала всякое доверие 
к результатам, полученным путем ис- 
пользования понятия бесконечности. 
В результате возникло трудное по- 
ложение — методы Демокрита, хотя 
и путем нестрогих рассуждений, да- 
вали правильные формулы для вы- 
числения площадей и объемов; теперь 
же приходилось разрабатывать новую 
процедуру вычисления геометричес- 
ких величин, в которой ни звука не 
говорилось бы ни о бесконечности, 
ни о бесконечно малых, ни о недели- 
мых. Такую процедуру создал в 1\ в. 
до н. э. предшественник Евклида ма- 
тематик Евдокс, разработавший «ме- 
тод исчерпывания» (нли, иначе, «исто- 
яцения»), в котором многие видят пред- 
ка современного метода пределов. 
Этим методом широко пользовался 
Евклид в своих «Началах». 

Например, вот как Евклид дока- 
зывает, что площади двух кругов от- 
носятся, как квадраты их днаметров: 


5 @ 
$: _ 42° 
4? 5 
Пусть это неверно. Тогда -1=5, 
85 < 
2 


где $ либо меньше, либо больше $.. 

Допустим сперва, что $ < $.,. Впи- 
шем в круг с диаметром 4, квадрат 
и будем строить правильные вписан- 
ные многоугольники, последователь- 
но удваивая число сторон. Легко до- 
казать, что через несколько шагов раз- 
ность между плонщадью круга и пло- 
щадью Р, вписанного многоугольника 


Куагитествги 


станет меньше, чем $,—5, то есть 
5.—Р.<5$,—5, а значит, Р.>5. 
А теперь впишем в круг с диаметром 
4, многоугольник, подобный вписан- 
ному в круг с диаметром 4.; площадь 
этого многоугольника обозначим че- 
рез Р,. Так как площади подобных 
правильных многоугольников  отно- 
сятся, как квадраты диаметров опи- 
савных кругов, то 


р 41 
Р, — 4 
42 
Но мы допустили, что и =. а по- 
2 
тому 
и 
Р, $ 
нли, в силу свойств пропорций, 
Р: Р: * 
Е (°) 


Но Р, < $, (площадь вписанного мно- 
гоугольника меньше площади круга}, 
а Р., как только что было показано, 
больше 5. Итак, левая часть равен- 
ства (*) меньше единнцы, а правая — 
больше единицы, что абсурдно. Зна 
чит, неравенство $ < $, невозможно. 
Точно так же доказывается, что 
невозможно неравенство 5 >> $, (про- 
ведите доказательство самн!). . 
Итак, предположения $<$5,, 
$ > $, опровергнуты и остается един 
ственная возможность: 5 = $5, то есть 


#2 Ку 

а? $» 
Но если для круга ин результат 
можно было легко угадать, и рассуж 
дення были не слишком сложны, то 
вычисление объема конуса или пира- 
миды методом истощения было делом 
сложным и запутанным. Впрочем, с 
конусом и пирамидой можно было еще 
справиться — ведь ответ был известен 
со времен Демокрита, и Евдоксу приш- 
лось лишь уточнить соображения Де- 
мокрита, заменив разбиение пнрами- 
ды на неделимые далее треугольники 
рассуждениями по методу истощения. 
Но когда иадо было искать объемы 
фигур, с которыми Демокрит дела нс 
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имел, например эллипсоида вращения 
или параболаида вращения, дело бы- 
ло совсем плохо — иеизвестно было, 
для какой величины доказывать, что 
объем не может быть ни больше, ни 
меньше этой величины. Мными сло- 
вами, метод истощения мог служить 
только для доказательства уже най- 
денных результатов, но не для откры- 
тия новых. 


И ЛЕНЬ БЫВАЕТ ПОЛЕЗНА 


Впрочем, математики, жившие пос- 
ле Евдокса, не слишком стремились 
к открытию новых формул. Центр на- 
учной мысли переместился в это вре- 
мя из Греции в Египет, где под опе- 
кой Птоломеев в Александрийском му- 
зее ученые изучали небо, приводилн 
в систему ранее накопленные мате- 
матическне знания, писали оды в честь 
высоких покровителей наук, перепи- 
сывали древние рукописи. Надо ска- 
зать, что сделалн александрийские 
ученые не так уж мало, только рабо- 
ты их носили скорее эпигонский ха- 
рактер. Они больше разрабатывали 
ранее достигнутое, чем пролагали но- 
вые пути. 

Одним из немногих исключений в 
тихой семье александрийских ученых 
был приехавший учиться из далеких 
Сиракуз родственник сиракузского ца- 
ря Архимед. В отличие от большинст- 
ва тогдашних ученых, он ннтересо- 
вался не только высокой теорией, но 
и практическими приложениями нау- 
ки, изобрел винтовой насос, которым 
потом пользовались много столетий, 
делал механические игрушки, а впос- 
ледствии, когда его родной город оса- 
дили римляне, строил военные маши- 
ны. Понятно, что Архимед весьма за- 
интересовался механикой, равновеси- 
ем рычагов, плаванием тел и т. д. 
А механика была еще со времен Пла- 
тона отлучена от чистой науки и счи- 
талась чем-то родственным ремеслу. 
Поэтому в механике не слишком тща- 
тельно следили за строгостью рассуж- 
дений, и механики широко нспользо- 
вали в своих исследованиях атомис- 
тнку, расщепляя мысленно клинья на 
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атомы-клинья, имеющие общую вер- 
шину с целым клином, водяные внх- 
ри — на ряд «атомных» кругов малой 
толщины и Т.д. *). 

И во многих работах Архимеда 
встречается любопытное сочетание ме- 
тода . истощения с рассуждениями, 
почерпнутымн из механики. Он на- 
учился прилагать к решению геомет- 
рнческих задач понятия центра тя- 
жести, рычага и получил таким путем 
новые результаты, недоступные тог- 
дашней «чистой математике» **). А пос- 
кольку результаты механики опира- 
лись в конечном счете на атомисти- 
ческие рассуждения, то на самом деле 
Архимед в этих работах опирался на 
атомистику. Только явно он об этом 
ничего не писал. Хороший математи- 
ческий тон того времени, по-видимому, 
требовал, чтобы ученые излагали свои 
результаты, не ссылаясь на преданные 
анафеме идеи Демокрита. А может 
быть, Архимед тогда еще и не читал 
Демокрита — на это указывают не- 
которые детали его работ. 


Поэтому из больших работ Архн- 
меда, лошедших до ХУ[-ХУИП ве- 
ков, математики не могли узнать, кАк 
он догадывался, какие результаты на- 
до ему доказывать. Им приходилось 
только следовать за изгибами мысли 
Архимеда, лишь в самом конце убеж- 
даясь в его правоте. Но в некоторых 
отрывках, цитированных Героном ни 
другими учеными, упоминалось о ка- 
ком-то послании Архимеда Эратосфе- 
ну. В этом послании Архимед писал 
«о рассуждениях, основанных на ме- 
тоде, но не являющихся еще доказа- 
тельствами». Многие ученые полага- 
ли, что эти рассуждения и должны 
были раскрыть атомистический под- 
текст работ Архимеда. Но, чтобы убе- 
диться в этом, нужно было иметь в 


*} Любопытно. что и сейчас инженеры и 
физики предпочитают говорить 0б элемен- 
тарных площадках, бесконечно — тонких 
слоях и т. д.. ие прибегая к точному, но пе- 
сколько усложненному языку, которым 
пользуются математики. 

**) См. 0б этом в книжке В. Ф. Кагана 
«Архимед». 


руках полный текст послания. Как 
часто бывает, помог счастливый слу- 
чай. 

В 1906 году приват-доцент Петер- 
бургского университета Попадопуло- 
Керамевс нашел в библиотеке одного 
из иерусалимских монастырей какой- 
то богословский трактат. Так как в 
средние века пергамент был очень до- 
рог, то обычно брали древние книги, 
смывали или стирали с них язычес- 
кие тексты и писали житие какого- 
нибудь святого мученика. Того же про- 
исхождения была и рукопись, заин- 
тересовавшая Попадопуло. Приват-до- 
цент был весьма слаб в математике 
и не слишком заинтересовался остат- 
ками смытого текста (к счастью, мо- 
нах, писавший трактат, поленился и 
только смыл текст, а не стер его). 
Он привел лишь маленькую вы- 
держку из древней рукописи. Но для 
известного датского историка мате- 
матики Гейберга этой выдержки ока- 
залось достаточно, чтобы установить 
— монах смыл текст Архимеда. Среди 
многих работ, прочтенных Гейбергом, 
оказалось и послание Эратосфену. 

В этом послании Архимед отдает 
должное заслугам Демокрита, гово- 
ря, что он был первым, кто установил 
теоремы об объеме конуса и пирамиды, 
не дав им, правда, должного дока- 
зательства. И метод, с помощью ко- 
торого Архимед проводил предвари- 
тельное исследование проблемы, ока- 
зался близким методам Демокрита. Он 
разлагает цилиндры, конусы и шары 
на чрезвычайно тонкие кружочки, до- 
казывает нужное ему положение для 
одного из них, отмечает, что вывод 
должен быть верен н для остальных, 
и, наконец, говорит: «Так как все те- 
ло сложено из таких кружков и це- 
ликом заполнено ими, то утвержде- 
ние верно для всего телах. А ведь 
это почти дословно совпадает с рас- 
суждениями атомистов! 

Архимед хорошо понимая всю цен- 
ность своего метода и надеялся, что 
с помощью этого метода «кто-нибудь 
из теперешних вли будущих исследо- 
вателей... найдёт и другие теоремы, 


которые .мне нелришли еще в толо-. 


куат тесптюти 


ву». К сожалению, послание Архимеда 
оказалось неизвестным именно тем ма- 
тематикам, которым оно было нужнее 
всего, — творцам исчисления беско- 
нечно малых Кеплеру, Галилею, Ка- 
валъери. Но они по отдельным наме- 
кам восстанавливали ход мыслей Ар- 
химеда. 

Рассказ о том, как возродились 
атомистические представления, кАк 
был создан современный математиче- 
ский анализ, появится еще на стра- 
ницах «Кванта». 
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ВЫДАЮЩИЙСЯ РЕЗУЛЬТАТ 


Десятая проблема Гильберта решена! 


Этот номер «Кванта» уже 
подписывался в печать, ког- 
да математический мир об- 
летела весть о выдающемся 
достижении советской и, ПО- 
жалуй, мировой ('} матема- 
тикн: недавний выпускинк 
Ленияградского упиверсите- 
та двадцатилетний аспирант 
Юрий Матиясевич доказал 
алгоритмическую церазре- 
шимость знаменитой десятой 
проблемы Гильберта. 

Ю. Матиясевич хотя н 
молод по возрасту, но в ма- 
тематике отиюдь не новичок. 


Еще на школьшюй скамье, 
став победителем междуиз- 
родной математнческой 


олимпнады, он затем в сту- 
денческие годы получил весь 
ма важные и интересные ре- 
зультаты в математической 
логике. Уже в следующим, 
1968 году, им опубликовавы 
три работы, в которых, по 
сугн, началась «атака» 10-й 
проблемы Гильберта. И вот- 
результат, который уже бук- 
вально завтра войдет в учеб- 
ники. Кстати, в вышедшем 
лишь в прошлом году в Яз- 
дательстве «Наука» сборни- 
ке «Проблемы Гильберта» 
есть статья, посвященная 
9-й проблеме, в которой да- 
же не упоминается, что Ле- 
сятая проблема Гильберта 
алгоритмически неразре- 
щима. 

Любопытно. что Юрий 
Матиясевич специалист не 
по теории чнсел, к «ведомст- 
ву» которой, казалось бы, 
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‚ нений, 


относится проблема разре- 
шимости диофантовых урав- 
а по математической 
логике. Он ученик Н. А. Ша- 
нина и С Ю. Маслова — 
представителей «ленииград- 
ской школы» математической 
логики н теорин алгоритмов, 
придерживающихся так на- 


зываемого  конструктивиого 
направления в логике и 
математике, возглавляемо- 


го  членом-корреспондеитом 


Академин паук СССР 
А. А. Марковым. 
«Бнография» — проблемы 
такова. 
В 1900 году ма Всемир- 
ном конгрессе математиков 


в Париже один из крупней- 
ших математиков мира Да- 
вид Гильберт выделил два- 
дцать три проблемы из раз- 
яичных областей математи- 
ки. решение которых пред- 
ставнло бы, по его мнению. 
особую важность для даль- 
нейшего развитня этой нау- 
ки *}. К этим «проблемам 
Гильберта» с тех пор неиз- 
меннио нриковано впиманис 
математиков всего мира. 
Часть их уже решена, часть 
унорно не поддаетсн реше- 
нию. 

Проблема № 10 форму- 
лируется следующим обра- 
зом: «Пусть задано уравне- 
нне с произвольным числом 


*) См. Д. Гильберт, 
«Математические пробле- 
мы». Наука, 1969. 


неизвестных и целыми раци- 
ональными коэффициентами 
(т. е. уравнение вида 
Р(х. -.., Хв) =0, где Р— мио- 
гочлен произвольной степе- 
ни с целыми коэффициента- 
ми от неизвестных Хн .--, Хи}; 
требуется указать способ, по 
которому с помощью конеч. 
ного числа операции можно 
было бы узнать, разрешимо 
уравнение в целых числах 
нли нет (т. е. существует лн 


такой пабор целых чисел 
о 


Хо то, что Р (хо, 
же. хо) =0)ъ, 

Несмотря на простоту и 
элементарность формулиров- 
ки десятой проблемы, иско- 
мЫЙ «способ» (или, как го- 
ворят в современной матема- 
тике, алгоритм никак не уда- 
валось пайти, что, естествен- 
но, наводило ина мысль о 
том. что его просто-напросто 
не существует. После того, 
как в тридцатых годах на- 
шего столетия попятие алго- 
ритма нолучило точное ма- 
тематическое определение, 
стало возможным говорить 
о понсках такого отрицатель- 
ного рашения 10-й проб- 
лемы. 

Поздравляя Ю. Матияссе- 
вича и его учителей с заме- 
чательным вкладом В науку, 
редакция «Кванта» предпо- 
лагает в ближайшее время 


подробнее рассказать 0б 
этом выдающемся  резуль- 
тате. 


Ю. А. ГАСТЕВ. 


Куагтеств.ги 


Штрихи 


к портрету 


В 1792 году пост ми- 
нистра морского флота 
республиканской Фран- 
ции занял человек, из- 
вестный теперь в основ- 
ном своими работами в 
геометрии. Звали его 
Гаспар Монж. 

Вступив в  долж- 
ность, он начал с того, 
что приказел морским 
офицерам, приезжа- 
ющим в Париж по 
делам службы, квар- 
тировать в здании ми- 
нистерства. Об этом бы- 
ло предупреждено на- 
чальство всех морских 
портов Франции. В ре- 
зультете министр, про- 
явив заботу о подчинен- 
ных, одновременно знал 


все, что происходит 
на морских границах 
Франции. 


А вот, как много лет 
спустя работал препо- 
даватель Монж. Когда 
его проницательный 
взгляд замечал на са- 
мых отдаленных скамь- 
ях аудитории ученика, 
пришедшего в уныние 
то ли от трудности 
предмета, то ли от ле- 
ности, то Монж немед- 
генно принимался по- 
вторять свои рассужде- 
ния, переменив в них 
слова и порядок. Если 
это не приносило успе- 
хг, преподаватель от- 
пускал всех учеников, 
за исключением того, 


кто его обеспокоил, са- 
дился рядом с ним и чи- 
тел лекцию только для 
него. Вступлением к та- 
кой «персонельной» 
лекции у Монжа всегда 
служила фраза: «Я, мой 
друг, начну повторение 
с того места, с которо- 
го ты перестал меня по- 
нимать». 

Монж обладал весь- 
ма обширными позна- 
нкями в других облас- 
тях науки. Уже после 
того, как он ушел в от- 
ставку < поста минист- 
ра, выяснилось, — что 
республика испытывает 
острую нужду в бое- 
припасах — не хватало 
пороха. Для его изго- 
зовления нужна была 
селитра. Перед рево- 
люцией Франция полу- 
чала ее из Индии, путь 
в которую был теперь 
отрезан. Комитет об- 
щественного спасения 
обратился за помощью 
и советом к ученым. 

Это может пока- 
заться удивительным, 
но выход нашли не хи- 
мики, а ... математик 
Монж. Он заявил; «Се- 
литры достаточно во 
французской почве, в 
конюшнях, погребах и 
на кладбищах. Вы даже 
не представляете, как 
ее там много. Селитры 
добудем вдоволь и че- 
рез три дня зарядим 


Куапатествги 


порохом все пушки». 

Монжу вначале не 
поверили, лишь скеп- 
тически улыбнулись. 
Но все же к его до- 
водам прислушались. 
Днем и ночью старики, 
дети и женщины ры- 
лись в земле и через 
считанные дни селитра 
в достаточном количе- 
стве поступила на по- 
роховые заводы, 

Но, пожалуй, наибо- 
лее характерной чер- 
той Монжа была скром- 
ность. Вот каким пре- 
дисловием снабдил он 
свой юношеский труд: 
«Я уверен, что идеи 
часто остаются бес- 
плодными в руках лю- 
дей обыкновенных, а ис- 
кусные математики из- 
влекают из них боль- 
шую пользу. По этой 
причине препровождаю 
мои исследования в Ту- 
ринскую — академию». 
Среди тех, кто ознако- 
мился с этой работой, 
был математик < миро- 
вым именем Лагранж. 
И он написал о моло- 
дом Монже: «Этот по- 
стрел со своим «про- 
исхождением — поверх- 
ностей» идет к бес- 
смертию». 

В. Б. 
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Характер развития науки драма- 
тичен. Но на большом историческом 
расстоянии даже крупные мазки на 
полотне науки сливаются, противо- 
речия становятся незаметными, и 
развитие науки кажется последо- 
вательным, строго логичным и все 
время направленным в одну сторо- 
ну. На малом расстояным наука по- 
настоящему понятна только про- 
фессионалам, а безусловно истин- 
ными кажутся сегодняшние пред- 
ставления. Поэтому, чтобы увидеть 
характер развития науки, расцвет 
и— такое тоже бывает — угасание 
отдельных ее областей”), увидеть 
драмы идей, характеров, убежде- 
ний, надо всмотреться в ту науку, 
которая уже стала историей и по- 
нятна до конца — превратилась из 
арены битв в школьную прописную 
истину. Тогда, быть может, удастся 
по-новому и правильнее предста- 
вить себе сегодняшний день науки. 

Очень удобно проследить в этом 
отношении путь, который привел к 
открытию закона инерции. В школь- 
ном изложении этот закон выглядит 
очевидным и примитивным, и непо- 
нятно, почему для его открытия по- 
надобился гений Галилея, Декарта и 
Ньютона. 

Между тем закон инерции — 
один из величайших и, в соответст- 
вии с этим, один из самых глубоких, 
а потому и самых безумных зако- 
нов физики. 

Один из величайших, ибо он по- 
истине универсален, будучи спра- 
ведливым как для электронов, так и 
для галактик. Его не поколебала ни 
одна мз революций естествознания 
ХХ века: ни теория относительно- 
сти, ни квантовая механика. 

Причина такой устойчивости за- 
кона инерции —в его глубине. Он 
потому и справедлив для всех без 
исключения объектов, что связан не 
со специфическими свойствами объ- 
ектов, а с фундаментальными свой- 
ствами пространства и времени: с 








*) Например, науки о конических сечени- 


ях или о точном (в радикалах) решенни 
алгебраических уравнений. 


однородностью и изотропией про- 
странства (то есть с эквивалентно- 
стью любых мест и направлений в 
пустом пространстве) и однородно- 
стью времени (то есть эквивалент- 
ностью любых моментов времени). 
В самом деле, если бы материаль- 
ная точка, движущаяся по инерции, 
то есть не взаимодействующая со 
всем остальным миром, изменила, 
например, направление своего дви- 
жения, это могло бы означать толь- 
ко одно: неэквивалентность направ- 
лений в пространстве — направле- 
ние, куда повернула материальная 
точка, чем-то отличается, стало быть, 
от всех остальных. 

Вопрос для сторонников очевид- 
ности закона инерции: как будет 
двигаться не взаимодействующее ни 
с чем материальное тело? Ну, ска- 
жем, как происходило бы движение 


нашей Земли, если бы вдруг исчезло 
притяжение Солнца? Сохранилось бы 
ее вращение вокруг оси или нет? ®) 


Отвечая на этот вопрос, стоит иметь 
в виду, что количественный ответна 
более сложный вопрос о свободном 
движении волчка был дан в резуль- 
тате работ таких величайших мате- 
матиков, как Лагранж и Эйлер. 

Не правда ли, даже после одно- 
го заданного вопроса закон инер- 
цим начинает казаться не столь уж 
наивно-очевидным? Чтобы укрепить 
это впечатление, стоит задуматься 
над тем, когда и в каких условиях 
(физик сказал бы: в каких системах 
отсчета) действует закон инерции. 
Ну, например, представим себе 
биллиардный шарик, лежащий на 
лишенном трения полу трамвая. На 
шарик не действуют никакие силы, а 
между тем наблюдательный води- 
тель заметит, что время от времени 
(когда?) шарик начинает, вопреки 
закону инерции, неравномерно ка- 
таться по полу. В чем здесь дело? 


Заметьте, что подобные построе- 
ния — отнюдь не упражнения в схо- 
ластике. Пример этого — понятия 


*) Ответы на все поставленные в статье 
вопрось даны в конце журнала. 
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хматилтесптоги 


абсолютного и относительного по- 
коя. Все знают, что абсолютного по- 
коя нет, но относительный покой 
межзвездного газа чудовищно ус- 
ложняет задачу полетов с околосве- 
тсвой скоростью из-за столкновений 
с частицами газа. 


Но вернемся к закону инерции. 


Он не просто неочевиден. Он — пер- 
вый безумный закон в исторми нау- 
ки. Ведь никто и никогда на Земле 
не видел равномерного движения 
без действия внешней силы. Абсо- 
лютно все, без единого исключения, 
эксперименты убеждают: без силы 
нет движения. Не случайно до Гали- 
лея считали, что скорость пропор- 
циональна действующей силе. И это 
для обычных скоростей того време- 
ни — правильный закон. Вот только 
очень уж неуниверсальный! От чего 
только не зависит в нем коэффици- 
ент пропорциональности! Над изу- 
чением этого коэффициента могут 
трудиться (и трудятся!) поколения 
ученых, тем более что с ростом ско- 
рости усложняется сам закон, сама 
зависимость между скоростью дви- 
жения и приложенной силой. И не- 
удивительно: ведь сила трения ле- 
жит, строго говоря, за пределами 
механики (при треним выделяется 
тепло). 

Но как додуматься убрать эту 
всегда присутствующую силу? Как 
отказаться от абсолютной очевидно- 
сти м от естественного пути все но- 
вых, все более и более тонких и 
сложных экспериментов? 

Ответ истории неожидан м по- 
учителен. Закон инерции, как и все 
основные законы механики — зако- 
ны Ньютона, был рожден не на Зем- 
ле, а на небе. М кто знает, когда он 
был бы открыт, если бы наше небо, 
как небо Венеры, Было всегда за- 
крыто облаками? Более того, закон 
инерции был открыт в результате 
ошибки! Галилей, открывший закон, 
считал, что по инерции тело может 
двигаться только по окружности! 

Чтобы понять, как это произо- 
шло, нам придется проследить за 
историей, продолжавшейся 25 ве- 
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ков, историей становления гелио- 
центрической системы, против кото- 
рой выступали такие гении, как Ари- 
стотель и Архимед. Попробуем из- 
ложить современным языком — а 
значит, неизбежно несколько изме- 
няя — аргументы споривших. 

Впервые Землю лишили непо- 
движности еще в пятом веке до на- 
шей эры. Сделал это Филолай, один 
из учеников Пифагора. Он считал, 
что Земля вместе с Солнцем и пла- 
нетами вращается вокруг некоего 
центрального огня. 


Спустя век у Филолая пПоявил- 
ся гениальный оппонент — Аристо- 
тель *). Он отверг гипотезу Филолая, 
как противоречащую  существова- 
нию неподвижных звезд. Ведь если 
Земля движется, земному наблюда- 
телю все звезды должны казаться 
движущимися! На опровержение 
этого возражения ушло 23 века — 
из них 3 уже после смерти Копер- 
ника! 


В Ш веке до н.э. Аристарх Са- 
мосский предложил систему, тож- 
дественную будущей системе Ко- 
перника: Земля и все планеты вра- 
щаются по окружностям вокруг не- 
подвижного Солнца. Противниками 
Аристарха стали Архимед и Аполло- 
ний Пергский, ибо система Аристар- 
ха противоречила а-трономическим 
наблюдениям — во Н веке до н.э. 
это строго доказал Гиппарх. Оба 
ученых, Аристарх и Гиппарх, были 
одновременно правы и неправы: 
Земля и планеты вращаются вокруг 
Солнца, но не по окружностям, а по 
эллипсам! Казалось бы, до истины 


*) Древние греки пытались ответить и ма 
вопрос, почему небесные тела нарушают 
общее правило и не падают на Землю. 
Греки прикрепили их к хрустальным сфе- 
рам, потому что сфера не может упасть, 
не сломавшись, на собственный центр! 
И4вом хрустальных полусфер считали Млеч- 
ный Путь. Идея кажется наивной, но стоит 
вспомнить, что в двадцатом веке Нобелев- 
ский лвуреат Ф. Дайсон высказал мысль о 
создании высокими цивилизациями непро- 
зрачной сферы вокруг центрального свети- 
ла для полного использования эго энергия. 
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Система мира Птолемея. 


остался один шаг. Но шаг этот не 
удалось сделать не только Коперни- 
ку, но и Галилею. Окружности в ка- 
честве орбит планет казались абсо- 
лютно бесспорными: они были един- 
ственными совершенными кривыми. 
Андрэ Бонар в «Греческой цивили- 
зации», вышедшей в 1959 году, пи- 
шет: «Жаль, что ученые, которые 
возражали Аристарху, не пришли к 
открытию Кеплера. Но предрассу- 
док о превосходстве кругообразно- 
го движения прочно укоренился». 
Слова древних об обязательно- 
сти совершенства орбит кажутся 
смешными. Первведем, однако, эти 
слова на современный язык. Одной 


из ведущих идей современной фи- 
зики, как уже было сказано, являет- 
ся идея об однородности и изотро- 
пии пространства. Из этой идеи вы- 
текают основные законы физики. Но 
ведь если орбита планеты не явля- 
ется круговой, то в пространстве по- 
является выделенное направление 
наибольшей вытянутости орбиты, 
которое оказывается чем-то отлич- 
ным от всех остальных направлений! 
То, что движение планет обусловле- 
но их предысторией, было еще не- 
постижимо. 

Поэтому Птолемей (1 век н.э.) 
исходит из геоцентрической систе- 
мы и, вводя сложную картину кру- 
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Система мира Коперника. 


говых орбит, объясняет все наблю- 
‘даемые факты. Более того, он полу- 
чёет возможность предсказывать 
движение планет и даже затмения 
Солнца и Луны. Это так поразило 
воображение древних, что его сочи- 
нение получило имя «Альмагест» — 
величайшее. Птолемей стал первым 
в истории астрономом, которому 
удалось согласовать астрономиче- 
ские наблюдения со своей теорией. 
Великое достижение! Но, возможно, 
именно оно на многие века затор- 
мозило выяснение истинного движе- 
ния планет: ведь все так хорошо, 
теория Так прекрасно совпадает с 
экспериментом! 
Проходит 17 веков, и 
повторяется! Каноник Фрауэнбург- 
ского собора Николай Коперник 
стремится всего лишь привести си- 
стему Птолемея в соответствие с на- 
блюдениями своего времени и за- 
мечает: систему Птолемея можно 
несколько упростить, если считать, 
что Земля и планеты вращаются во- 
круг Солнца, но по-прежнему по 
сложной системе окружностей. И 
опять, как м у Аристарха, у Копер- 
ника есть оппонент — один из вели- 
чайших астрономов-наблюдателей 
всех времен Тихо Браге. Он отвер- 
ггет систему Коперника примерно 
по тем же причинам, что и Гиппарх 


история 
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систему Аристарха много веков 
назад. Тихо Браге не может принять 
столь усложненную, негармонич- 
ную систему мира. Требование гар- 
монии у Браге имеет столь же глу- 
бокое значение, как требование со- 
вершенных орбит у Архимеда и Гип- 
парха. Должны существовать ос- 
новные законы природы, которые 
не могут не быть простыми. Конеч- 
но, это эстетическое утверждение 
невозможно доказать, но оно вряд 
ли вызовет улыбку, если вспомнить, 
что простоту и изящество законов в 
качестве одного. из критериев их ис- 
тинности предлагал Эйнштейн! 

И тут в истории науки появляется 
Кеплер, преемник Тихо Браге. Начи- 
нается новый тур научного поедин- 
ка. Обработав наблюдения Браге 
(именно они составили фундамент 
для построения правильной картины 
Солнечной системы) и добавив к 
ним свом собственные наблюдения, 
Кеплер первым `в истории человече- 
ства понял устройство Солнечной 


Квадрант Тихо Браге, 








Модель Вселенной Кеплера, 
предположенная мым первоначально. 


системы. После долгих безуспешных 
попыток найти гармонию мира в си- 
стеме правильных многогранников, 
заключающих орбиты планет, Кеп- 
лер приходит к великому закону: 
планеты движутся вокруг Солнца, но 
движутся по эллипсам! 

В этом законе проявилась не 
только готовность Кеплера выска- 
зать столь безумную идею, отвер- 
гающую взгляды двадцати веков. 
Кеплеру еще и необычайно повезло. 
Благодаря огромной удаленности 
планет (особенно тяжелых) друг от 
друга их орбиты близки к эллипсу — 
одной из трех кривых, хорошо из- 
вестных в то время (эллипс, гипер- 
бола, парабола). 

Кеплер первым установил зако- 
ны движения планет. Как он пришел 
к своему второму закону: в равные 
промежутки времени планеты опи- 
сывают равные площади, — остается 
почти непостижимым. Ведь интег- 
рального исчисления еще не суще- 
ствовало, и вычисление площадей 
было не столько наукой, сколько ис- 
кусством: каждая кривая требовала 
своего подхода. Откуда вообще мо- 
гла появиться мысль о совершенно 
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необычном законе площадей? Веро- 
ятно, сказалось и раннее увлечение 
Кеплера — изобретенные им в тру- 
де «О стереометрии винных бочек» 
(гений из прикладной задачи созда- 
ет науку!) конкретные методы вычи- 
слений площадей, и почти мистиче- 
ская вера в существование единых 
законов природы *), и, вероятно, 
просто любовь к вычислениям ради 
вычислений, и то, что называется ге- 
ниальностью *"). 

Непримиримым научным против- 
ником Кеплера стал его современ- 
ник Галилей. Он первый поставил 
вопрос о том, что же движет плане- 
ты, заставляя их орбиты искривлять- 
ся. Воздействие Солнца на таком 
расстоянии Галилей считал мисти- 
кой, как и связь приливов с Луной. 
Откуда планеты знают, ‘что в сле- 
дующий час. они должны описать та- 
кую же площадь, как и в предыду- 





*) Кеплер был глубоко верующим чело- 
веком им ушел из богословыя в астроно- 
мию, утешив себя тем, что «бога можно 
прославлять не только богословием». Но 
мз учебника астрономии, написанного бла- 
гочестивым Кеплером, бог выпал, и книга 
была сразу же внесена католической цер- 
ковью в список запрещенных. Таков частый 
итог честного служения истине. 

**} Нельзя не назвать хотя бы некоторые 
работы Кеплера: третий основной закон 
движения планет, послуживший Ньыютону 
основой для вывода закона всемырного 
тяготения (1); объяснение приливов м от- 
пиРОВ; идея о световом давленым (1), созда- 
ющем хвосты комет; предсказание спутни- 
ков Марса м астероидов; установление од- 
ного из важнейших положений дифферен- 
циального исчисления — условия максиму- 
ма функции. 





Второй закон Кеплера: $, =5.. 
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щий? *) Требовалась принципиально 
новая постановка вопроса, 
что неправилен был сам привычный 
вопрос. А ответ Кеплера: «Планеты 
движет мировая душа», разумеется, 
не мог удовлетворить Галилея. Но 
раз силы, действующей на планеты, 
не существует, рассуждал Галилей, 
значит, подобное движение — есте- 
ственное свойство планет. Галилей 
назвал его инерцией м очень убеди- 
тельно доказал ошибочное утверж- 
дение: причина вращения планет — 
инерция, движение по инерции мо- 
жет быть только движением по ок- 


потому 


ружности, все точки которой равно- 
правны (!). 

Движение по прямой Гали- 
лей полагал исключенным: пере- 


ход со временем из одной точки в 
другую означал бы их неэквивалент- 
ность; кроме того, в этом случае те- 
ло никогда не достигло бы конечной 
цели (на современном языке — рав- 
новесного устойчивого состояния), а 
природа никогда не ставит себе не- 
достижимых целей (то есть равно- 
весное состояние рано или поздно 
наступает). 

Это рассуждение привело Га- 
лилея к противоречию не толь- 
ко с Кеплером, но и с самим собой: 
ведь ранее он доказал, что движе- 
ние по кругу связано с силой, дей- 
ствующей к центру! Противоречие 
казалось неразрешимым, а Декарт 
сделал ситуацию еще более драма- 
тичной, показав, что движение по 
инерции — это движение по пря- 
мон. 

Что же движет планеты? 


”) Поучительно сравнить этот вопрос с 
вопросом Резерфорда Бору: откуда элек“ 
трон знает, какой частоты свет он должен 
излучать, перескакивая на новую орбиту 
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Выхода, казалось, не было. Но в 
год смерти Галилея родился Ньютон. 
Он вернулся к Кеплеру, к его зако- 
нам, и на их основе создал точную 


науку о движении тел. 
До сих пор речь шла только о 


столкновении идея, о спорах меж- 
ду рыцарями мысли: Филолаем и 


Аристотелем, Аристархом Самос- 
ским и Гиппархом, Коперником и 


Тихо Браге, Кеплером и Галилеем, 
спорах, в которых выяснилось, что 
истина еще не родилась. Но ведь 
ученые — живые люди, с их стра- 
стями, самолюбыем, гордостью и 
способностью ошибаться даже в ма- 
лом. Галилей был убежден в невоз- 
можности покинуть Землю и не за- 
метил, что его формулы давали пер- 
вую космическую скорость"). Он 
объяснял приливы движением Зем- 
ли вокруг Солнца (так хотелось пер- 
вому указать явленые, доказываю- 
щее это движение!), но период при- 
ливов вдвое отличался от его расче- 
тов и совпадал с результатами Кеп- 
лера. Галилей объявил совпадение у 
Кеплера случайностью *"), а сам на- 
ивно и беспомощно апеллировал к 
слухам, что где-то в Саргассовом 
море период приливов «правиль- 
ный». Но одновременно он пытается 
связать неправильный период при- 
лива в Средиземном море с его глу- 
биной — и создает новую область 
науки: изучение поверхностных волн 
и волн в замкнутых бассейнах! Га- 


®) Кстати, 


2 
“>, получить выражение для первой 


а как, мспользуя формулу 


$ = 
космической скорости! 

“*) Вспомним Бора: «Совпадение дурац- 
кой теорми с энспериментом еще ничего 


не доказывает, существует бесчисленное 
множество таких теорий», 


лилей открыл независимость перио- 
да колебаний маятника от амплиту- 
ды — и тут же, увлекшись, ошибоч- 
но распространил этот закон на лю- 
бую величину амплитуды; обнару- 
жил постоянство земного ускоре- 
ния — и немедленно сделал вывод 
о его независимости от расстояния 
до Земли! Так ошибался основатель 
чуть ли не всех областей меха- 
ники *). 

Так, в густой смеси прозрений и 
заблуждений, без правых и непра- 
вых развивалась наука. А ведь при 
этом все, о ком шла речь, были ге- 
ниями: их труды служат уже не- 
сколько веков; они продвинули все 
человечество на много десятилетий 
вперед (а чем, как не числом сэко- 
номленных человеко-лет, определя- 
ется степень таланта?); большое вре- 
мя ушло на понимание и освоение 
их идей — великая истина редко 
рождается простой и понятной ""). 

Изложенная история развития 
науки, конечно, крайне упрощена и 
написана грубыми мазками, иногда 
с нарочитой конденсацией фактов. 
Но ясно, что развитие идет не по 
прямой телеграфного столба, а ско- 
рее по сложной кривой дерева нау- 
ки, ветви которого наклонены под 
разными углами к истине и посте- 
пенно спрямляются, чтобы поднять- 
ся на новый ярус знания. 





*) О суетности гениев. Ньютон мз науч- 
ной добросовестносты 20 лет не публиковал 
свой закон всемирного тяготения, стремясь 
вывести из него законы Кеплера, а потом 
долгме годы спорил о приорытете с Гуком; 
не публиковал свое открытие дифферен- 
Цкиального м интегрального исчислений, пы- 
тгясь найти общую формулу для интеграла, 
а затем доказывал свой приоритет в споре 
< Лейбницем. Ибо Ньютон жил только нау- 
кой, всю жизнь был одинок и не мог по- 
жертвовать своей единственной жиытейской 
радостью — славой, хотя славы его откры- 
тый хватило бы на многих. 

**) Вот, например, правило умножения из 
рукописи ХУ века: 7Ж8=} 74+8—10=5, да- 
лее 5Х10=50, теперь определим 10—7=3, 
10—8=2 и перемножим эти результаты: 
3Ж2=6. Наконец, 50-6—56, так что 
7Ж8—=56. 
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Кому 
что 


понятно 


Выдающийся рус- 
ский геометр и педагог 
А. К. Власов, изложив 
на очередной лекции 
по аналитической гео- 
метрим задачу о пере- 
сечении двух прямых, 
заданных своими урав- 
нениями, добавил: 

— Два студента, 
впервые ознакомив- 
шиеся с этим вопросом, 
беседовали между со- 
бою. 

Один сказал: «Те- 
перь я понял, почему 
система двух уравнений 
первой степени с дву- 
мя неизвестными имеет 
в общем случае одно 
решение. Это потому, 
что две прямые пе- 
ресекаются в одной 
точке». 

Другой ответил: 
«Вот когда я, наконец, 
понял, почему две пря- 
мые пересекаются в 
одной точке! Это пото- 
му, что система двух 
уравнения первой сте- 
пени с двумя неизвест- 
ными имеет одно Бе- 
шение». 
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Парнеты 
из 


правильных 
многоуголь- 
нинов 


А. Н. КОЛМОГОРОВ 





ЧТО ТАКОЕ ПАРКЕТ 


Самый простой, но и самый скучный паркет получается, если плоскость 
разбить на равные квадраты так, как показано на рисунке 1, а. Здесь два 
квадрата имеют либо общую сторону, либо общую вершину нли совсем 
не имеют общих точек. 

Паркетом буд2м называть такое покрытие плоскости правиль- 
ными многоугольниками, при котором два многоугольника имеют либо 
общую сторону, либо общую вершину или совсем не имеют общих точек. 

Вероятно, вам случалось видеть паркет, составленный из правильных 
восьмиугольников и квадратов (рис. 2, а). Красивый паркет можно составить 
из правильных шестиугольников, квадратов н равносторонних треуголь- 
ников (рис. 2, 6). 

Паркет производит прнятное впечатление, если он достаточно симмет- 
рнчен. Фигура называется симметричной, если ее можно наложить на саму 
себя «не тривиальным» способом (т.е. не таким, когда все точки останутся 
на своем месте). 


Куапетссте.ги 





Рис. |. 





Рис. 2. 


Например, на рис. 2. 6. повернув вю сетку вершин и сто- 
рон, образующих паркет из шесгнугольников, квадратов и треугольников, 
на 60” вокруг центра одного из шестнугольников, мы получим ту же самую 
сетку вершин ин сторон. Центр каждого шестнугольника этого паркета 
является «центром симметрии шестого порядка» *). 


Задача 1. Найдите все центры симметрни 4-го, 3-го и 2-го порядка паркета, изо- 
браженного па рис. 2, а. 


ЧТО ТАКОЕ ПРАВИЛЬНЫЙ ПАРКЕТ 

С точки зрения симметрии наше определение паркета не слишком удач- 
но. Оно допускает паркеты, не обладающие никакой симметрией. Взяв 
обычный паркет из шестнугольников (рис. 1,6), можно «испортить» его, 
подразделив некоторые из шестиугольников на шесть треугольников. Легко 
понять, что получится вновь «паркет» в смысле нашего определения. Но 
можно доказать (попробуйте!), что, подразделив, например, три шестиуголь- 
ника, как показано на рисунке 3, и оставив все остальные не подразделенны- 
ми, мы получим паркет, совсем лишенный симметрии. Чтобы устранить некра- 
сивые, недостаточно симметричные паркеты, мы введем такое определение: 

Паркет называется правильным, если его можно наложить 
на самого себя так, что любая заданная его вершина наложится на любую 
другую заданную его вершину. 


Задача 2. Докажите, что паркеть, представленные на рисунках Е н 2, правиль- 
ны и постройте самостоятельно возможно больше правильных паркетов. 





*) Точка О называется центром симметрии п-го порядка нскоторой фигуры. если 
о 


при повороте этой фнгуры вокруг О па опа наложится на саму себя. 
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Рис. 3. Рис. 4. 


ОСНОВНАЯ ЗАДАЧА 
Оказывается, что все разнообразие правильных паркетов можно опи- 
сать. Если длина Й стороны многоугольников паркета задана, то существует 
только конечное число различных (не накладывающихся друг на друга) пра- 
вильных паркетов. Сколько именно, я не хочу вам говорить. 
Перечислить их все и тем самым ответить на вопрос об их числе — 


это и есть основная задача, которую вам предстоит ‘решить. 


НЕКОТОРЫЕ УКАЗАНИЯ 
Решение задачи естественно начать с исследования устройства вершин 
паркета. Правильный л-угольник имеет л внешних углов (рис. 4), сумма 


которых равна четырем прямым углам (убедитесь в этом сами). Поэтому 
каждый угол правильного л-угольинка равен 


о == 24 — 4% = 2 (1—2) а. 


п 


В вершине паркета должны сходиться многоугольиики с суммой углов, рав- 
ной 44. Так, 


„= 4, а = а, ов — 3-4, а„=--4 


н для паркетов, изображенных на рис. | и 2, имеем: 


45. = 44, 
бо, = 44, 
Заз == 44, 
о4 -- 2а. = 44, 


оз -- 20% -- ов = 44. 
В общем же случае, обозначая через т„ число прилегающих к вершине 
п-угольников, мы должны получить 
Упцо; = 44, (1) 


где в сумму мы включаем слагаемые с теми номерами {, Для которых 


тр>0, аа, =2 (1—2) 4. 


Первая наша задача состоит в том, чтобы найти все решения уравнения 
1) с целыми т, > 0. Уравнение (1), сокращая на 24а, удобно записать в виде 
1 у 


Ут, (1 — —) к (2) 


Для каждого решения уравнения (2) надо исследовать соответствующие 
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Рис. 5. 


расположения многоугольников, примыкающих к вершине. Например, 
решению т, =1, Ш =2, п = |, 


(2-2) + (1-2) 


соответствуют вершины, в которых сходится один треугольник, два квад- 
рата и один шестиугольник. Их легко расположить двумя существенно 
различными способами (рис. 5, аи 6). Но легко показать (докажите!), что 


расположению б не соответствует ннкакого правильного паркета. 
Указаний дано достаточно. Беритесь за работу! 


Фокус-покус 


В романе Вячеслава 
Шишкова «Странники» есть 
следующие строки: 

— А хочешь, я покажу 
тебе арифметический фокус- 
пскус? Ахнцешь. 

— Ой! А ну. покажите, 
миленький. 

Иван Петрович вырвал из 
блокиота страничку, подал 
мальчонке, спросил: 

— Карандаш есть? Пиши 
любое число. 

Мальчонка написал. Нван 
Петрович мельком взглянул 
на это число. написал па 
отдельном клочке бумаги 
свое какое-то число, сунул 
бумажку в солому ин при- 
крыл шляпой. 

— Пиши под ним другое. 
Написал? Теперь я сам цз- 
пишу третье. Теперь все трн 
числа складывай. Только 
тщательней, пе ври. 

Через две минуты был 
готов проверенный ответ. 
Инженер Вошкин подал свон 
выкладки: 


46 853 
21 398 
78 601 


146 852 


—. Сто сорок шесть ты- 
сяч восемьсот пятьдесят два, 
Иван Петрович. 


— Долго считаешь. Ау 


меня — вот ои ответ. Я уж — 


знал его, когда ты еще пер- 
вое число написал. Вот. Тя- 
НИ ИЗ-ПОД Шляпы. 


Мальчонка выхватил бу-_ 


мажку. Там значилось: 
6 852. Удивлепное 
инженера Вошкина вытяну- 
лось, и волосы на затылке 
встопорщились. С боязнью, 
с удивлением он таращил 
глаза ина Мвана Петровича 


— Ну ..вот ..как же? 
т 


Иван Петрович, улыбаясь 
и двигая бровями. дважды 
объяснил. слелал еще при- 
мер...» 


Спрашивается, что объяс- 
нял Нван Петрович, «улыба- 
ясь п двигая бровями»? 


анцо | 


1} « => 
=, 


КАЛЕНДАРЬ — — 
_ ИЗ КУБИКОВ 


Такой 


календарь, состав- 
ленный из двух кубиков, 
‘стоит на столе в нашей ре- 
‘дакции. Пбдумайте, как он 
сделан: какие цифры и как 
надо наклемть на 
кубиков, чтобы календарь 
мог показывать любое чыс- 
ло месяца? Понятно, 
ответов может быть не- 
сколько. Как вы думаете, 
сколько? | 


что 


гранях 
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РАЗМЫШЛЕНИЯ 
[О ПОВОДУ 
ПРИТАЖЕНИЯ 


ЗЕМЛИ 


НА ПОЛОСЕ 
И НА ЭКВАТОРЕ 





Хороию известно, что вес тела *) 
изменяется в зависимости от геогра- 
фической широты места. Одно и тоже 
тело весит больше всего на полюсе 
и меньше всего на экваторе. В любом 
учебнике физики — н в школьном и 
в вузовском — можно прочесть, что 
это происходит по двум причинам. 

Во-первых, вследствие вращения 
Земли тело, находящееся на экваторе, 
описывает окружность и поэтому да- 
вит на горизонтальную опору с си- 
лой, меньшей силы притяжения тела 


*} То есть его давление на покоящуюся 


опору или сила. с которой оно действует на 
пенодвижный нодвес. 


‘вес тела 


В. И. ЛЕВАНТОВСКИЙ 


Землей. Объясняется это просто. На 
тело действуют сила притяжения, на- 
правленная к центру Землн, и протн- 
воположная ей сила реакцин опоры. 
Эти две силы сообщают телу центро- 
стремительное ускорение, равное ©?Ю, 
где ® — угловая скорость, а Ю —эк- 
ваториальный радиус Земли. Если 
т — масса тела, Е — сила притяже- 
ния, & М — реакция опоры, то 
Е—№=то?Ю. Отсюда М№М=Е—то?Ю, 
то есть реакция опоры М меньше си- 
лы притяжения. А ведь эта реакция н 
равна но величине весу тела. Значит, 
на экваторе меньше силы 
притяжения тела Землей. На полю- 
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се же вес равен силе притяжения, 
так как нйкакой окружности там тело 
вокруг земной осн не описывает. 

Во-вторых, говорят обычно, сама 
сила притяжения на полкхе больще, 
чем на экваторе, так как, находясь 
на полюсе, тело расположено ближе 
к центру Земли, чем когда оно нахо- 
дится на экваторе. А чем ближе к 
центру Земли, тем сила притяжения 
больше: ведь сила притяжения по за- 
кону всемирного тяготения Ньютона 
изменяется обратно пропорционально 
квадрату расстояния. 

Автор должен извиниться перед 
читателями за то, что все эти хорошо 
знакомые доводы он привел здесь 
столь подробно. Сделал он это потому, 
что со вторым доводом дело обстоит 
не так просто. У нас нет никаких ло- 
гических оснований утверждать, что 
одно и то же тело на полюсе притяги- 
вается Землей сильнее, чем на эква- 
торе. Ссылка на закон всемирного тя- 
готения несостоятельна. Этот закон ут- 
верждает, что две материальные точ- 
ки притягивают друг друга с силамн, 
обратно пропорциональными квадра- 
ту расстояния. Земля же не точка, 
а материальное тело, состоящее из 
многих частиц, каждая из которых 
притягивает другую частицу, распо- 
ложенную вне или внутри Земли, по 
закону обратной пропорциональности 
квадрату расстояния. 

Можно ли заменить притягниваю- 
щее тело материальной точкой, сосре- 
доточив всю массу тела в его центре 
тяжести (центре масс)? Отнюдь не 
всегда. Оказывается, однородное тело 
кубической формы прнтягивает совсем 
нначе, чем однородное тело той же 
массы, но сферическое или цилинд- 
рическое, даже если центры тяжести 
(центры масс) этнх тел занимают одно 
и то же место в пространстве. Один 
и тот же кусок глины у нас в руке 
притягивает по-разному в зависимостн 
от той формы, которую мы ему при- 
даем. 

На первый язгляд это кажется не- 
ожиданным. Но давайте представим 
себе, как будет нритягивать круглое 
бесконечно тонкое материальное коль- 
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цо какую-нибудь материальную точ- 
ку, находящуюся на осн кольца, пер- 
пендикулярной к его плоскости. Если 
эта точка расположена очень далеко 
от кольца, то она, конечно, весьма 
слабо притягивается кольцом. По ме- 
ре приближения точки к кольцу при- 
тяжение его сначала увеличивается, 
но с какого-то расстояния неизбежно 
должно уменьшаться, так как в цент- 
ре кольца силы притяження от про- 
тнвоположных частиц уравновешива- 
ются и, значит, кольцо в целом вов- 
се не притягивает материальную точ- 
ку, когда она находится в его центре. 
Как показывает математический рас- 
чет, максимальным притяжение будет 





Рис. 1. 


в точке, находящейся на расстоянин 
20,7г от центра кольца. На рн- 
сунке 1 показан график изменения 
силы притяжения кольца в зависи- 
мости от расстояния притягиваемой 
точки от центра. Этот графнк йзобра- 
жает такой закон притяжения, кото- 
рый, по крайней мере вблизи кольца, 
ничуть не напоминает закон обратной 
пропорциональностн квадрату рассто- 
яния. Значит, массу кольца нельзя 
«сосредоточить в его центре тяжести». 

Существует лн форма тела, позво- 
ляющая мысленно сосредоточить его 
массу в центре тяжести и быть уве- 
ренным, что после такой операции 
поле тяготения тела останется преж- 


“ним? Да, существует, Однородный 


шар притягивает любую материаль- 
ную точку так, как будто бы вся его 
масса сосредоточена в центре. Прав- 
да, это касается только точек, рас- 
положенных вне шара. Точки же, 
расположенные внутри шара, при- 
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тягиваются совершенно иначе. В цент- 
ре притяжение шара, очевидно, рав- 
но нулю, у поверхности оно максн- 
мально, а между центром и поверх- 
ностью изменяется, как показывает 
математический расчет, по закону 
прямой пропорциональности: чем 
далыне от центра, тем притяжение 
больше. (График изменения силы при- 
тяжения однородного шара в зави- 
симосты от расстояния до центра 
показан на рисунке 2.) 

Еще более любопытен случай при- 
тяжения шара со сферическим вырезом 
в середине. В известном научно-фан- 
тастическом романе В. А. Обручева 
«Плутоння» повествуется о путешест- 
вин в недра Земли, причем наша пла- 


Точка 83 
оли гл: ееы Я 
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тяготения такое же, как у матерналь- 
ной точки, находящейся в центре это- 
го пустотелого шара. 

Земля по форме довольно близка 
к шару. Но наша планета не однород- 
на: плотность составляющих ее пород 
в различных точках различна. Наи- 
большей плотностью обладает ядро 
Земли. Правдоподобно предположнть, 
что плотность земных пород на однна- 
ковых расстояниях от центра Земли 
одинакова. Иными словами, Землю 
можно в первом приближении пред- 
ставить себе состоящей из вложенных 
друг в друга однородных сферических 
слоев. О таком теле говорят, что расп- 
ределение плотности в нем обладает 
сферической снмметрней. Можно дока- 


область бел 
притяжения 





Рис. 2. 


нета оказывается полой. В цент- 
ре полости путешественники обнару- 
жили раскаленное тело. В отличие 
от автора романа допустим, что в 
центре Земли никакого тела нет и что 
Земля представляет собой однородный 
шар с пустой шарообразной же серд- 
цевиной. Можно доказать, что, ка- 
ков бы ни был радиус «выреза», внут- 
рн полости в любой ее точке (а не 


только в центре!) притяжение пол- 


ностью отсутствует. Это, в частности, 
говэрит о том, что в ней должна гос- 
подствовать невесомость, которая, од- 
нако, объясняетея иной причиной, чем 
невесомость при космических полетах. 

На рисунке 3 показан график изме- 
нения силы притяжения гипотетиче- 
ской пустотелой Земли в зависимости 
от расстояния до центра. Внутри мас- 
сивного сферического слоя притя- 
жение возрастает по мере удаления 
от центра и достигает максимума на 
поверхности. Вне поверхности поле 


Рис. 3. 


зать, что такой шар, как н однород- 
ный, притягивает любую частицу вне 
его поверхности или на ней так, как 
будто бы вся его масса сосредоточена 
в центре. 

Но реальная Земля является ие 
шаром, а так называемым сфероидом. 
Нашу планету можно рассматривать 
как приплюснутый у полюсов шар с 
радиусом, равным  экваториальному 
раднусу Земли (рис. 4,а). Величина 
прнплюснутости равна 2] км. С дру- 
гой стороны, тот же сфероид можно 
представить себе как шар с радиусом, 
равным полярному раднусу Земли 
(6357 км), к которому добавлена масса 
с боков — так называемое «экваторн- 
альное вздутие» (рис. 4,6). Толщниа 
вздутня на экваторе составляст 2] км. 
Притяжение сферонлом любой матерн- 
альной частицы можно рассматривать 
как состоящее из двух частей: из прн- 
тяжения центрального шара раднуса 
6357 км, изображенного на рис. 4,6, 
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и из притяжения  экваториального 
вздутия. Наличие вздутия приходится 
учитывать во многих случаях, напри- 
мер при расчете траекторий космиче- 
ских кораблей и даже орбиты Луны. 

Рассмотрим теперь два одинаковых 
тела, лежащих на поверхности Земли: 
тело А находится на полюсе, тело 
В — на экваторе. Шар радиуса 


‚ 6357 км притягивает тело А, конеч- 
‘но, сильнее, чем тело В, так как тело 





` 
С 
ем 


полярная 
силюЮсмутесть 


6 А 





энваА"СГиАРЬНО@ 
В ЗДутх 


Рис. 4. 


В расположёно на 2| км дальше от 
центра Земли. Но, кроме того, на 
оба тела еще действует притяже- 
ние экваториального вздутия. Не 
производя точного  математическо- 
го расчета, невозможно сказать, ка- 
ков будет окончательный итогои ка- 
кое из притяжений сферонида в целом 
окажется больше: в точке А или в 
точке В. Анализ, производимый сред- 


Сствами высшей математики, показы- 
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вают, что притяжение сферондом те- 
ла на полюсе больше, чем притяжение 
им тела на экваторе, но, как видим, 
дело обстоит отнюдь не так просто, 
как это обычно утверждается. 


Как физики 
доказывают теорему 
Пифагора. 





Если гипотенуза ин острый 
угол одного прямоугольного 
треугольника равны — гипо- 
тенузе н острому углу лру- 
гого прямоугольного тре- 
угольника, тс такие треуголь- 
ники равны. Это означает, 
что гипотенуза и острый угол 
полностью определяют пря- 
моугольный треугольник. 

Мз соображения размер- 
ностн следует, что площадь 
треугольника АВС (см. ри- 
сунок) можно записать как 
квадрат гнпотенузы с, умно- 
женный на некоторую функ- 
цию угла @: с?(а). Аналогич- 
ную операцию можно про- 
вестн для подобных прямо- 
угольных треугольников АСР 
ня ВСЬ, для которых роль 
типотенузы Йтрают  катеты 
исходного треугольника. Так 
как площадь треугольника 
АВС равна сумме площадей 
треугольников АСР и ВОС, 
то 

са) = а (а) 6?Ко.). 
где (<) — одна и та же безраз- 
мерная функция угла ©. От- 


сюда 
= 6. 
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Однажды (дело происходило в начале 
нашего века} на заседании ученого совета 
университета выступил заведующий кафед- 
рой богословия, который заявыл, что сту- 
денты-физикя очень несерьезно относятся 
к его предмету, невнимательны на лекциях, 
м привел особенно возмутительный при- 
мер. 

— Поднял я на лекцим одного, который 
сам не слушал и другим не давал,`и сказал 
ему: «Молодой человек, я только что объ- 
яснял, что такое божественная сила. Повто- 
рите!» А он и говорит: «Божественная си- 
ла есть произведение божественной массы 
на божественное ускорение». Разве это не 
возмутительно? 

Следующим взял слово одын из про- 
фессоров физыкы м сказал, что он совер- 
шенно согласен с предыдущнм оратором, 
что это действительно безобразие: студент- 
физик обязан знать, что пры умножения 
божественной массы на божественное ус- 
корение в произведеные войдет божествен- 
ность в квадрате, следовательно, для полу- 
чения божественной силы лишь один мз со- 
множителей должен быть божественным. 

Этот исторический анекдот хорошо мл- 
люстрырует известное правило: еслы при 
вычисленныях и преобразованиях с имено- 
ванными величинами размерносты левой и 
правой частей уравнения (или неравенства) 
различны, то в решении есть ошибка. 

Указанное правыло часто — помогает 
вспомнить точное написание полузабытой 
формулы мыли физического закона. Так, 
змёя, что в формулу пермода колебаний 
математического маятнина входят длмиа 
{в см) м ускорение силы тяжести (в см/сен?), 
можно догадаться, что для получения пе- 
риода в секундах надо разделить длину на 
ускореные и извлечь квадратный корень: 


/{ 
Т к] / —. 
Е 
Поставить А нам пришлось потому, что мы 
©) не помним точно формулу, а безразмер- 


ный коэффициент не может повлиять наее 


р 7. с: МЕРН ОСТ И правыльность. (Конечно, теория размерно- 


сти не поможет вспомнить, что #==21.} 

Если вы захотите более подробно по- 
знакомиться с «тайнами размерности», ре- 
ксмендуем вам прочитать небольшую и 
доступно написанную брошюру Б. Ю. Кога- 
на «Размерность физической величины» 
(изд-во «Наука», 1968 г.). 
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Положительную рецензию на нныгу обычно пишут так. 
Вначале кратко пересказывают содержание произведения, 
отмечают его достоинства, некоторые недостатки 

и, наконец, рекомендуют прочитать книгу. 


Но можно это делать и по-другому. 


Перед вами глава из книги Г. И. Копылова 


«Всего лишь кинематика». 
Мы не будем расхваливать книгу 
м советовать ее прочитать. 


Надеемся, что после ознакомления с приведенным отрывком 


вы это сделаете обязательно. 


Г. Я. КОПЫЛОВ 


НЕРГИЯ ЦИ ИМПУЛЬС БЫСТРЫХ ЧАСТИЦ 


Излагая новое, надо опираться на 
уже известное. Примем, что формулу 
Е = Мс? читатель знает. 

Формулу эту открыл Эйнштейн. Это 
ему мы обязаны тем, что знаем теперь, 
как нало подсчитывать энергию быст- 
рых частиц, и знаем, что даже в лежа- 
чем камне таятся несметные невост- 
ребованные запасы энергни. Он вы- 
вел эту формулу задолго до того, как 
она впервые понадобилась практичес- 
ки (задолго до 1919 года, когда впер- 
вые было замечено ядерное превраще- 
ние). Еще в 1905 году Эйнштейн до- 


казал, что энергию и импульс очень 
быстрого тела нельзя вычислять по 
„т? 

привычным формулам ии или 
Р-=то. Он доказал и многое другое, 
он буквально перевернул наши прн- 
вычные представления обо всех глав- 
ных вещах: движении, пространстве, 
времени, свете, массе. Но нам пока 
важно только то, что он говорил об 
энергии и импульсе. 

Суть открытия Эйнштейна можно 
изложить примерно так. 


Куапитюстте.ги 
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МАССА И СКОРОСТЬ 


Нет ничего в мнре быстрее света. 
И не может один свет быть быстрее 
другого. Любой свет {в пустоте) двн- 
жется всегда одннаково быстро. Поэ- 
тому скорость света удобно принять 
за единицу. Всякое другое движение, 
например движение какого-нибудь те- 
ла, не может происходить быстрее рас- 
пространения света, то есть скорость 
любого тела всегда меньше единицы. 
Но как же тогда быть стелом, которое 
какая-то сила очень долго разгоняет? 
Ведь любая сила вызывает ускорение, 
а ускорение увеличивает скорость, и не 
наступит лн ‚время, когда скорость 
ускоряемого тела превыеит эту самую 
единицу? Но это невозможно; значит, 
с ростом скорости ускорение должно 
постепенно уменьшаться — умень- 
шаться настолько быстро, чтобы не 
успеть довести скорость тела до еди- 
ницы. Но что значит, что при посто- 
янно действующей силе ускорение 


уменьшается? Как это может быть? 


Известно другое свойство движения: 
ускорение обратно пропорционально 
массе тела — чем тело тяжелее, тем 
труднее его той же силой ускорять. 
Значит, можно сделать вывод, что ус- 
корение уменьшается из-за того, что 
масса растет. Тогда концы с концами 
сойдутся: по мере роста скорости те- 
ло тяжелеет, и прежняя сила уже 
не может дать ему прежнего ускоре- 
ния. Ускорение падает, и скорость 
почти не меняется. Эйнштейн вывел 
формулу увеличения массы по мере 
приближения скоростн тела о к еди- 
нице;: 

т 


Через т здесь обозначена масса тела, 
когда оно неподвижно, то есть когда 
9—0. При скорости о, приближаю- 
щейся к единице, знаменатель дроби 
становится все меныше, а сама 
дробь — все больше. 


М - 





Тенерь подойдем к вопросу с дру- 
гой стороны. Ведь силу-то, столько 
времени действовавшую на тело, дол- 


жен был приложить какой-то человек 
или какой-то двигатель. Пусть, нап- 
ример, двигатель. Он работал сколь- 
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ко-то времени, расходовал на это го- 
рючее, тратил энергию. А энергия, 
как известно, пропасть, нсчезнуть бес- 
следно не может. Она, по-видимому, 
передается разгоняемому телу, и чем 
дольше действует двигатель, тем боль- 
ше тело поглощает энергни. Но куда 
ее поглощать, если скорость тела все 
равно не может превысить единицы? 
Разгадка проста: очевидно, энергия 
тратится на рост массы тела. Рост 
массы — это и есть отражение роста 
энергии. Опять все сходится: сила про- 
изводит работу над телом, увеличи- 
вая его энергию; энергия аккумули- 
руется, накапливается в теле, уве- 
личивая его массу. Становится понят- 
ным, откуда могла появиться знаме- 
нитая формула Е=Мс*, которую за- 


ОТВЕТЫ НА ВОПРОСЫ 


Куалетесте.ги 


пишем в. виде Е=М, потому 
что скорость света с мы при- 
няли за единицу. Пе подумайте толь- 
ко, что мы вывели формулу Е=Мс®. 
Она была получена на основе совсем 
иных соображений, а мы пояснили 
простейшим способом ее смысл. 

° Подытожим теперь то, что было 
сказано, но выразим это по-другому. 
Почему при быстром движении нуж- 
ны новые формулы для массы и для 
энергии? Если бы масса тела при раз- 
гоне его не росла, то’росла бы его 
скорость, и в конце концов тело обог- 
нало бы свет, а это противоречит опы- 
ту. Если бы энергия тела при разго- 


не его не росла, то куда девалась 
бы затрачиваемая на разгон ра- 
бота? 





«Все это хорошо, скажете 
вы, — но почему никто никогда не 
замечал, чтобы тела, разгоняясь, тя- 
желели?». 

Это действительно трудно за- 
метить: слишком медленно движется 
все, что нас окружает. Медленно по 
сравнению со скоростью света, с еди- 
ницей. Ведь накопление массы в те- 
ле становится заметным лишь с приб- 
лижением скорости тела к предель- 
ной, а скорость самой быстрой раке- 
ты меныше 0,0001 — так велика ско- 
рость света. Вот если бы скорость 
света была, скажем, 10 км/сек, то раке- 
тостроителям пришлось бы в своих 
расчетах пользоваться формулами Эйн- 
итейна, учитывать увеличение инер- 
ции ракет с приближением к этой 
скорости. А стань скорость света еще 
меньше, например 1 кмдек, то уже 
немалое число явлений в мире потек- 


ло бы совсем но-нному, и механика 
Эйнннейна казалась бы нам столь же 
естественной, как сейчас механика 
Ньютона. 

«Но тогда, — зададите вы еще воп- 
рос, — не противоречат ли они друг 
другу при наших малых, привычных 
скоростях?». Нет, не противоречат. 
Эйнштейн вел свои рассуждения так, 
чтобы на малых скоростях не потре- 
вожить многократно нспытанных за- 
конов Ньютона. Если скорость у очень 


мала, дробь — 
тт 


с хорошей точ- 


ностью обращается в 1 -- 


2 


верьте, подставив, например, и-== 
—=0,0001), а формула роста массы — 


в формулу 


М --т+ 


(про- 


тя 
5 | 


Когда ракета летит даже со скоростью 
30 км/сек, то это означает, что и= 
—=0,0901, то есть масса увеличива- 
ется примерно на одну двухсотмил- 
лионную. Заметить такое невозможно. 

Вместо последней формулы можно 
написать равноценную ей формулу, 
если вспомнить, что масса тела и его 
запас энергии — это одно и то же: 

Е т-- то. 

Значит, при малых скоростях энер- 
гня всякого свободно движущегося те- 
ла состоит из двух частей: из части т, 


от скорости не зависящей, и из части 
п? 


2 





, растущей как квадрат ско- 


пи? 

2 
это кинетическая энергия тела! Зиа- 
чит, Эйнштейн открыл, что кинетн- 
ческая энергия (которую мы обычно 
считаем энергией тела, движущегося 
свободно, без воздействия каких-либо 
сил) — это только часть всего запа- 
са энергии, которая есть у тела. И 
очень небольшая часть. Главная энер- 
гия заключена в члене т — в той 
массе, которая не затронута скоростью 
н имеется в теле даже тогда, когда 


рости... Погодите, но ведь 
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оно стоит на месте. Это и есть то, 
что можно назвать энергией сущест- 
вования. 


Если где-то возникла новая кру- 
пица вещества, то на ее создание была 
затрачена какая-то работа, у какого- 
то другого тела пришлось урвать или 
из какого-то нсточника нацедить за- 
пас энергии на сооружение этой кру- 
пицы вещества, и этот запас уже сн- 
дит в ней, даже если крупица не двн- 
жется. Для обычных, больших, сло- 
женных из атомов тел это звучит не- 
серьезно: ведь их мы создаем всегда 
из готового стройматериала (атомов) 
и не тратим энергии на созданне ато- 
мов. Значит, в этом случае энергия 
существования особой важности не 
представляет: все, что нужно, сущест- 
вует и так. Там вопрос о сотворении 
вещества просто не возникает. 


Иное дело — превращения мель- 
чайшних частиц. Там действительно 
создаются новые сорта частиц из час- 
тиц прежнего сорта и из накоплен: 
ной ими энергин, а то ин только из 
одного света. Как у ибсеновского пу- 
говичника, в переплавку идет все 


старье без остатка, и пренебрегать 
энергией пл: нам никто не позволиг. 





Наличие члена т в формуле для 
энергии столь важно, что стоит но- 
говорить о нем подробнее. Почему мы 
это слагаемое не замечаем? Почему 
до Эйнштейна никто не заметил та- 
ких запасов «под ногами», в миллно- 
ны и миллиарды раз превышавших 
все доступные тогда энергии? Не го- 
ворнт ли это о том, что Эйнштейн 


неправ? Нет, не говорит. Все дело 
в том, что мы замечаем не саму энер- 
гию, а се изменения. Перстечет кине- 
тическая энергия в потенциальную — 
мы это сразу заметим, потому что 
скорость упадет. Перейдет в тепло- 
вую — опять заметим: тело нагреется. 
А если энергия не меняется, как ее за- 
метишь? Скажем, Земля. Ее кинети- 
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ческая энергия огромна; мчится она силах ничего не знали. Хорошо уже 
вокруг Солнца со скоростью 30 км/сек, то, что формула 

масса ее 6.102? г — это потрясающий, и 
превышающий наше воображение за- Е == т -- т 

пас энергии. Но кто ее замечает? В чем 

оиа проявляется? Надо ли ее учиты- подсказала, что стоит поискать та- 
вать и вставлять в баланс превраще- ‘кие силы. И их нашли через много 
ний, происходящих с земными тела- лет, это были ядерные силы. В атом- 
ми? Конечно, нет: она не меняется ных электростанциях или судах та- 
при таких превращениях, это мерт- кие силы занимаются тем, что отщи- 
вый капитал; какой она входит в ба- пывают от т мелкие части и перево- 


ланс, такой и выходит. дят их в электрическую или механи- 
Такое же положение и с энергией ческую энергию. 
т; она не меняется в механических, В превращениях же элементарных 


электрических, химических превраще- частиц сходные по характеру, но нес- 
ниях, она молчаливо присутствует в равненио большие по величине силы 
обеих частях уравнения баланса энер- уже не отщипывают от массы покоя 
гий, и никому от нее ни холодно, т по кусочку. Их деятельность ради- 
ни жарко. Вот если бы удалось найти кально перестраивает одни кирпичи 
какие-то силы, способные «отщипнуть» материи в другие, порой ничем — 
от т хоть кусочек, то т сразу дала ни свойствами, ни назначением —не 
бы о себе знать. Но сначала о таких схожие с первыми. 


\\ ИМПУЛЬС И СКОРОСТЬ 


{ 





Но мы отвлеклись от своей прямой сящая от скорости. Значит, импульс, 
цели. Итак, мы знаем, как зависит как н масса тела ни его энергия, по 


масса тела от скорости: мере ускорения тела может стать 
М = т сколь угодно большим. И остается 

УГ ' в силе утверждение Ньютона о том, 

Точно так же зависит от скорости и “ТО РОСТ Импульса под действием силы 
энергия тела: пропорционален величине самой силы 
г и длительности ее действия. Если си- 





Е=М=-— ла будет действовать достаточно дол- 


‚ ГО (ив нужную сторону), то импульс 
Как же быть теперь с величиной может достичь любой величины. 
Р=м и, называемой импульсом тела? Стало быть, формулу для импуль- 
Может быть, ее тоже нужно чем-то са можно записать в трех видах: 
заменить? 


= 


—@ 





Оказывается, нет. Импульс по- БМВ Бора, 
нрежнему дается формулой УТ 
Р = Мо, 


н пользоваться ими на выбор. 
но только М теперь величина, завн- Вот в каком преобразованном виде 


надо брать энергию и импульс любо- 
го тела, если его скорость в какой-то 
мере сопоставима со скоростью све- 
та — единицей. 

Здесь самое время предугадать воп- 
росы, которые могут возникнуть у лю- 
бознательного читателя. Вы можете 
спросить: как же теперь вычислять 
кинетическую энергию, если формула 


2 
ту 
Т = -5- оказывается при больших 


скоростях неправильной? 

Ответ: кинетической энергней час- 
тицы называют разность между пол- 
ной энергией частийы, вычисляемой 
по формуле Е = 


покоя 11: 





т - 
РЕ ‚ И энергиен 
ИГ — в 


И т 
И-— и 
При малых у числа, `подсчитанные по 
этой формуле, почти не’ отличаются 
от получаемых по обычной формуле 
ти? 
9: 

Еще вопрос. Как масса может рав- 
няться энергии, если массу меряют 
в граммах, а энергию, например, в ки- 
ловатт-часах? 

Но после того, как нам было 
объяснено, что масса эквивалентна 
энергни, мы, зная; сколько в теле 
массы, знаем и его энергетические за- 
пасы. Теперь естественно выбрать та- 
кие единицы массы и энергии, чтобы 
эта эквивалентность была сразу вид- 
на. Разные единицы массы и энергин 
терпимы лишь там, где эта эквива- 
лентность не важна, то есть почти 
во всех явлениях земного масштаба. 
А там, где разница между энергией 
и массой — просто разница меж- 
ду двумя сторонами движения (в сло- 
ве «энергия» оттеняется «запас твор- 
ческих сил» частицы, в слове «масса»— 
ее инерционные свойства, ее неуступ- 
чивость, а одно без другого не бывает), 
там было бы грешно измерять их по- 
разному. И вот в микромире выбирают 
единицы измерения так, чтобы энер- 
гия частицы численно равнялась ее 
массе. 

А можно ли это сделать? Конечно. 
Если Е=М при с=1, то естественно 


— м. 
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Е и М измерять в одних и тех же 
единицах. Точно так же, если Р= 
==ЕБу, а скорость частицы берется по 
ее отношению к скорости света, то 
и импульс Р можно измерять в тех 
же единицах. И пока превращения 
в микромнре не затрагивают большого 
мира, этот договор — измерять энер- 
гню, импульс и массу одной и той же 
мерой — не приведет ни к каким неу- 
добствам. И даже совсем наоборот. 
Что же это за мера? Ее называют 
электрон-вольт (э6). Сначала это бы- 
ла только единица энергии и обозна- 
чала она энергию, какую приобрета- 
ет электрон под действием напряже- 
ния в один вольт. Один миллиард 
электрон-вольт (10° эв) равен | Гэв. 
В этих единицах меряют и массу и 
импульс, но, конечно, не крупных тел, 
а мельчайших. Эта единица удобна 
тем, что массы ин энергии частиц вы- 
ражаются небольшими числами. Ска- 
жем, масса протона 0,94 Гзв, импульс, 
получаемый протоном на Дубненс- 
ком большом ускорителе, 10 Гэв ит.д. 
И последний вопрос. Правиль- 
но ли, что новая механика с новыми 
определениями массы, энергии, им- 
пульса нужна лишь в микромире, а 
нашему обычному миру она ни к че- 
му? Нет, и у нас среди болыших ма- 
шин есть такие, которые нельзя рас- 
считывать по законам механики Нью- 
тона. Это ускорители частиц. Их наз- 
начение — разгонять частицы, скажем 
протоны, до скоростей, близких к ско- 
рости света. При этом протон, в сог- 
ласии с учением Эйнштейна, стано- 
вится намного массивнее. Его масса 
с каждым оборотом в кольце ускори- 
теля все больше и больше растет. И с 
каждым оборотом становится все труд- 
нее удержать его в этом кольце. Силы 
магнитного поля уже не хватает, что- 
бы такую массивную частицу водить 
по кругу. Приходится к электромаг- 
ниту подводить ток все большей ве- 
личины. К примеру, на большом Дуб- 
ненском ускорителе, где скорость про- 
тона практически не отличается от 
скорости света, масса протона М ста- 
новится к концу периода ускорения 
равной 10 Гэв. А вначале она равня- 
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лась 0,94 Гэв. Значит, протон стано- 
вится за 3 сек (столько длится уско- 
ренне) более чем в 10 раз массивнее. 
Мощность, потребляемая большим 
электромагнитом ускорителя, к кон- 
цу ускорения многократно увели- 
чивается. Если вы хотите убедиться в 
справедливости формулы Эйнштейна, 
посмотрите па ваттметры распредели- 
тельного щита, как возрастает в них 
реактивная нагрузка. 

— Погодите, погодите! — воск- 
ликнет бдительный читатель. — Что 
же это выходит? На электростанции 
нсчезает электроэнергия, в ускорите- 
ле возникают вдесятеро потяжелевшие 
протоны. Значит, по-вашему, энергия 
превратилась в массу?! 

— А почему это вас так волнует? 

— Потому, что это ошибочный фи- 
лософский тезис... да вы и сами ска- 
зали, что энергия и масса — это прос- 
то два разных оттенка одного и того 
же физического понятия. 

— В физике — да. Но в обиходе 
увеличение энергии не означает уве- 


Дубненский синхрофазотрон. 
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личение массы. От нагревания чайник 
не становится тяжелее. Стало быть, 
в житейском смысле разница между 
энергией и массой огромна. И когда 
вдруг вы станете свидетелем того, как 
питание, поданное на вход ускорите- 
ля, оборачивается на выходе необыч- 
но грузными протонами, вы имеете 
право удивленно сказать: «Электро- 
энергия перешла в массу протона» 

— Или в его энергию... 

— Или в его энергию, если мы хо- 
тим подчеркнуть не «неуступчивость» 
протона, а его «запас сил», «творчес- 
кую потенцию»... Мы обязаны при- 
выкнуть к тому, что «неуступчивость» 
и «запас творческих сил» частицы — 
это синонимы. И когда’ мы к этому 
привыкнем, то у нас даже появится 
ненстребимое желание изгнать одно 
из слов — «энергия» или «масса» — 
и обходиться только одним. В серьез- 
ных современных книгах по физике 
так и пытаются делать. Но в нашей 
кииге, где нехватку формул придется 
возмещать словесной  выразитель- 
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ностью, будем употреблять оба си- 
нонима: и энергия, н масса. 

— А как же философы? 

— Философы философам рознь. 
Зачем выискивать проблемы там, где 
них нет, зачем следить за употребле- 
нием слов, где истинный смысл не в 
словах, а в точных соотношениях... 

Людей с практическим складом ума 
волнует другое: верно ли, что энер- 
гия, выделяемая в распаде элементар- 
вых частиц, намного превосходит 
ядерную’ энергию? 

Да. Например, один из циклов 
ядерных реакций, дающих энергию 
звездам, сводится к превращению че- 
тырех протонов в ядро гелия. Их мас- 
са 0,94-4=3,76 Гэв, а масса гелия 
3,73 Гэв, следовательно, высвобожда- 
ется 0,03 Гэв — меньше 1% всей энер- 
гии. А в распаде л°-мезона на фото- 
ны в энергию переходит вся масса 
мезона (100%). 

— Значит, перед нами источник 
энергин мощнее термоядерной реак- 
ЦИИ? 
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— Отнюдь нет. Помехой служит 
редкость ни неустойчивость таких ме- 
зонов. Даже близ ускорителя их по 
крайней мере в 101? раз меньше, чем 
протонов. К тому же они мгновенно 
гибнут; накопить их нельзя. А глав- 
ное, их надо создать, затратив 
на это энергию, как раз равную той, 
что выделится в их распаде; протоны 
же всегда есть готовые — это ядра 
водорода. В термоядерной реакции мы 
транжирим запасы энергии, накоплен- 
ные природой; распады л’-мезонов в 
лучшем случае лишь вернут нам энер- 
гию, затраченную на их создание. 

— Тогда какой же от них толк? 

— Толк от мезонов, гиперонов 
ит и. в другом: они дают разгадку 
устройства мира... 


ЗАДАЧИ 


1. Вычислите импульс протона в Мэв. 
где °с -— скорость света, если известно, что“ 
кинетическая энергия протона равна 500 4438. 

2. Вычислите ускорение электрона, двн- 
жущегося в ускорителе вдоль линий нагря- 
женности однородного электрического поля 
с Е 25 ла/см, в тот момент, когда его кинетн- 
ческая энергия 70,5 тс?, где из — масса 
покоя электрона. 

3. Какая масса водорода переводится в 
энергню ипрн взрыве 20-мегатонной водород- 
ной бомбы? Эквивалент трнинтротолуола 
равен 103 кал/г. 

4. Сколько массы излучает 100-ваттная 
электрическая ламиочка (в виде тепла и света) 
в течение года? 

5. Как определить массу нокоя системы 
движущихся частиц? Равна ли она сумме масс 
покоящихея частни? 

6. Сколько пременн должен ехать человек 
па велосниеде, чтобы потерять | хг массы за 
счет ее нревращения в энергню? Когда чело- 
аск изо всех сил крутит педаяи велосинеда, 
оп пронзводит 0,5 лошадиной силы полез- 
ной мощности (373 в”). К. п. д. человеческого 
организма скэло 25%, то есть 75% нищи 
сгорает, превращаясь в теплоту, и лишь 25% 
пищн переходит в полезную работу. 

7. Сколько массы получает Земля от Соли- 
ца в форме света в течение года, если на квад- 
ралный метр поверхности, перпендикуляр- 
ной к направлению солнечных лучей, пон- 
холится 1.4 лвт световой энергии? 

8. Чему равен импульс фотона? Покажнте, 
исходя из законов сохранения энергив в нм- 
пульса, что свободный электрон не может 
поглотить фотон. 
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1. ОТКУДА ПРОИЗОШЛО СЛОВО 
«СИНУС» 


Слово «синус» — латинского про- 
исхождения. Если мы посмотрим в 
латинско-русский словарь, мы уви- 
дим там такие значения этого сло- 
ва: 1) изогнутость, кривизна, изгиб, 
выпуклость; 2) пазуха, карман, склад- 
ка тоги (древнеримская одежда) на 
груди; 3) платье, одежда; 4) грудь, 
объятия; 5) нежная любовь, забота; 





6) середина, центр; 7) убежище, 
прибежище; 8) залив, бухта; 9) впа- 
дина, углубление, Слово 
«синус» хорошо известно врачам в 
значении «пазуха», «впадина». Одна- 
ко ни одно из этих многочисленных 
значений не имеет никакого отно- 
шения к синусу в 


провал. 


тригонометрии. 
Откуда же промзошел этот термин? 
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Тригонометрия появилась впер- 
вые в |—Й веках нашей эры в Алек- 
сандрии, в работах знаменитых 
александрийских астрономов, наи- 
более крупным из которых был 
Клавдий Птолемей. Однако в триго- 
нометрии Птолемея основным поня- 
тием был не синус, а хорда. В кни- 
ге Птолемея «Математическая си- 
стема» были таблицы зависимости 
длин хорд от длин стягиваемых ими 
дуг, причем дуги измерялись в гра- 
дусах, минутах и секундах, а хор- 
ды — в частях радиуса: здесь радиус 
считался равным 60 частям, хорды 
измерялись в этих долях радиуса, в 


их «минутах» (60-х долях) и в их 
«секундах» (60-х долях «минут»). 
Это «шестидесятеричное» деление 


дуг и хорд было заимствовано алек- 
сандрийскими астрономами у вави- 
лонян. 


Слово «хорда» происходит от 
греческого слова «хорде» — «киш- 
ка», «струна» (в древней Греции 
струны выделывались из воловьих 
кишок). И в Древней Греции, и в 
александрийской школе это слово 
не связывалось с хордой. И Евклид, 
и Птолемей, и другие александрий- 
ские ученые называли хорду «пря- 
мой в круге», имея в виду прямоли- 
нейный отрезок, вписанный в круг 
(треугольник, вписанный в круг, они 
также называли «треугольником в 


круге»). 


ВУ веке н.э. александрийская 
научная школа была уничтожена фа- 
натиками-христианами, предводи- 
тельствуемыми «святым» Кириллом. 
В это время один из александрий- 
ских астрономов-язычников, по име- 
ни Паулос, бежал в Индию, где на- 
писал изложение достижений алек- 
сандрийских астрономов на санскри- 
те — научном языке индийцев. Эта 
книга получила у индийцев название 
«Паулиса-сиддханта» — «Учение Па- 
улисы», как называли индийцы Пау- 
лоса. В этой книге хорда называлась 
санскритским словом «джива», так- 
же обозначающим тетиву лука, ду- 
га — тем же словом, что и лук, а 
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высота сегмента, ограниченного ду- 
гой и стягиваемой ею хордой, — тем 
же словом, что и стрела. 


Позднейшие индийские астроно- 
мы и математики, крупнейшим’ из 
которых был работавший в \! веке 
Брахмагупта, заменили хорды полу- 
хордами, то есть линиями синуса. 
Зти линии они сначала называли 
«ард-джива» — «полутетива», а за- 
тем для краткости стали называть их 
просто «джива». 


В УШ веке одна из ‹«сиддхант» 
индийских ученых была переведена 
на арабский язык под названием 
«Синдхинд» (искажение слова «сидд- 
ханта» произошло под влиянием 
арабского названия Индии «Хинд»). 
В этой книге слово «джива», обозна- 
чавшее уже не хорду, а линию сину- 
са, было написано арабскими буква- 
ми. Но, так как у арабов нет звука 
«в», а есть только чб» и краткое чу», 
переводчики на арабский язык на- 
писали не «джива», а «джиба». Нов 
арабском языке обозначаются толь- 
ко долгие гласные, а краткие глас- 
ные пропускаются, причем долгое 
«и» обозначается той же буквой, что 
и полугласная «Й», в слове же «джи- 
ба» звук «и» был долгим, а «а» — 
кратким. Поэтому слово «джиба» 
писалось по-арабски в точности так 
же, как слово «джайб», а вскоре его 
и стали произносить «джайб». Озна- 
чает же слово «джайб» пазуху, впа- 
дину, то есть то, что по-латыни — 
слово ч5Пи$». Поэтому, когда в 
ХИН веке арабские астрономические 
и математические книги стали пере- 
водить на латинский язык, слово 
«джайб», означающее линию сину- 
са, было переведено словом «$!Пиз». 


В тех же случаях, когда слово 
«джива» обозначало хорду, арабы 
перевели его словом «ватар». 

Слово означавшее не 
только тетиву, но и струну, было пе- 
реведено на латынь словом «СсПог- 
Ча» — транскрипцией уже известно- 
го нам греческого слова «хорде». 


«ватар», 
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2. ОТКУДА ПРОИЗОШЕЛ 
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ТЕРМИН 
«КОРЕНЬ» 


Слово «корень» — русское сло- 
во, но математический смысл этого 
слова имеет очень длинную и инте- 
ресную историю. 


Древнегреческие ученые — пи- 
фагорейцы (М век до н. э.) связыва- 
ли с числами геометрические пред- 
ставления и изображали произведе- 
ния двух и трех сомножителей в ви- 
де прямоугольников и прямоуголь- 
ных параллелепипедов, стороны и 
ребра которых равны сомножите- 
лям. Поэтому они называли произ- 
ведения двух и трех сомножителей 
соответственно «плоскими» и «те- 
лесными» числами, а произведения 
двух и трех равных сомножителей — 
соответственно «квадратными» и 
«кубическими» числами. Именно та- 
кая терминология применяется в 
арифметических книгах «Начал» Ев- 
клида (! век до н.э.),. остатком этой 
терминологии являются наши тер- 
мины «квадрат» и «куб» для чисел 


`вида п? и п3. 


#3 


Согласно терминологии пифаго- 
рейцев, корень «квадратного» 
числа назывался «стороной» (по-гре- 
чески «плевра»), что означает также 
«оболочку», откуда «плеврить — 
воспаление оболочки легкого, и 
«основанием» (по-гречески «базис»), 
откуда наше слово «база». 


яз 


Когда в У веке н. э. александрия- 
ская научная школа погибла, а алек- 
сандрийский астроном Паулос бе- 
жал в Индию, термин «базис» был 
переведен на санскрит словом «па- 
да», означающим основание, а так- 
же корень растения. 


В УШ веке при переводе «сид- 
дхант» индийских ученых на араб- 
ский язык переводчик понял слово 
«пада» как «корень» и перевел его 
арабским словом «джизр», обозна- 
чающим корень. Параллельно в 
эрабской математической литерату- 
ре существовал и другой термин для 
корня из числа — «дил» («сторона» 
или «ребро»), перевод греческого 
слова «плевра»: если слово «джизр» 
применялось для квадратных корней 
и корней квадратных уравнений, то 
слово «дил» применялось для корней 
высших степеней: математики, писав- 
шие на арабском языке, называли 
кубический корень «ребром куба», 
корень 4-й степени — «ребром квад- 
рато-квадрата», корень 5-й степе- 
ни — «ребром квадрато-куба», ко- 
рень 6-й степени — «ребром кубо- 
куба» ит. д. 


В ХН веке при переводе арабских 
терминов на латинский язык слово 
«джизр» было переведено словом 
«га х», также обозначающим ко- 
рень (от этого слова, обозначающе- 
го также «корнеплод», происходит 
наше слово «редиска»), а слово 
«дил» было переведено словом «|а- 
{15», также обозначающим сторону 
и ребро. В «Арифметике» Магниц- 
кого слово «га Хх» было оставлено 
без перевода — «радикс», а слово 
«Габи» было переведено словом 
«бок», но впоследствии оба эти тер- 
мина были вытеснены русским пере- 
водом слова «га ГХ» — словом «ко- 
рень». Впрочем, иногда наряду с 
этим словом употребляют и термин 
«радикал», также происходящий от 
латинского термина «га 1х». 


Б. А. РОЗЕНФЕЛЬД 
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ЗАДАЧНИК 


о КВАНТА” 





МИ. На 44 деревьях, расположен- 


ных по окружности, сидели 44 весе- 
лых чижа (на каждом дереве по чи- 
жу). Время от времени два чижа од- 
новременно перелетают на соседние де- 
ревья в противоположных направлени- 
ях (один — по часовой стрелке, дру- 
той — против, см. рис.1). Докажите, 
что чижи никогда не соберутся на 
одном дереве. 
А если чижей и деревьев п? 


ВМШ при МГУ *) 
М12. Какие 


четырехугольники 
можно разрезать прямой линией 


на два подобных между собой четы- 
рехугольника? 





*) См. стр. 6Г этого номера журнала. 
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Лучшие из решений задач, при- 
сланных читателями, будут опублико- 
ваны в журнале. Мы сможем рассмат- 
ривать решения, которые будут по- 
лучены редакцией не позднее чем че- 
рез полтора месяца после выхода со- 
ответствующего номера журнала. 


М13. Докажите, что если разность 
между наибольшим и наименьшим из 
п вещественных чисел а}, @., ..., а 
равна 4, а сумма модулей всех 


тп — > 
"" 1 попарных разностей этих чи- 


2 
сел 
ы 

У |4: — ал 

#57 
равна $, то 

ие 
(п — па = $5= 1 4: 


МЫ. У выпуклого белого много- 
гранника некоторые грани покрашены 
черной краской так, что ннкакие две 
черные грани не имеют общего ребра 
(рис. 2). Докажите, что если выполнено 
хотя бы одно из следующих условий: 

а} черных граней больше половины; 

6) площадь черных граней состав- 
ляет больше половины площади по- 
верхности многогранника, 

то в этот многогранник нельзя 
вписать шар. 





Рис. | 


Рис. 2. 
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М15. Квадратная таблица пхп за- 
полнена неотрицательными числами 
так, что сумма чисел в каждой строке 
и сумма чисел в каждом столбце рав- 
на |. Докажите, что из табянцы можно 
выбрать п положительных чн- 
сел, никакие два из которых пе стоят 
ни в одном столбце, ни в одной строке. 


Ф!2. Два одинаковых тяжелых 
стальных шарика вращаются на лег- 
ких стержнях длины Ги 21 вокруг 
точек О, и О расстояние между ко- 
торыми равно 32 (рис. 3). В начальный 
момент шарики находятся в точках А 
н В, имея скорости ин 2 соответствен- 
но. Сколько раз столкнутся шарики 
за время {2 За какое время шарики 
столкнутся Ё раз? Удары шариков 
считать абсолютно упругими. 


Г.Р Коткин 


Ф13. Два одинаковых цилиндра с 
поршиями соедниены трубкой (рис. 4). 
В цилиндрах находится вода. Сверху 
на поршни ставят одинаковые цилинд- 
рические стаканы с равными количесг- 
вамн воды. Затем в один из стака- 
нов опускают тело массы т, а в дру- 
гой — тело массы М, которые не 
тонут. 

На каких расстояниях другот дру- 
га будут находиться концы поришей и 
уровни воды в стаканах, когда система 
придет в равновесие? Площади дна 
стаканов —5 ‚площади поршней —5.. 
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Ф!4. Две трубы с сечениями 5, 
и $, соединены друг с другом и затк- 
нуты поршнями, массы которых п 
ит, (рис. 5). После взрыва в прост- 
ранстве между поршнями поршии вы- 
летают из труб. Один из них вылетел 
со скоростью в. С какой скоростью 
вылетел второй, если: а) трубы за- 
креплены и пе могут перемещаться, 
6) трубы не закреплены и нх общая 
масса равна М? Трением поршней о 
стенки труб пренебречь. 


ФЕЬ5. Через стенки холодильника 
проннкает за час количество тепла 
@ =: 190 килокадорий. Температура 
внутри холоднльника Т, =--5’С, ав 
комнате Т,=-[20°С. Какую мини- 
мальную мощность потребляет этот 
холодильник от сети? 

В. ИН. Копылов 


# 
- 
Р 
- 
2 
- 
й 
й 
й 
Е 





Куатлиествки 





Ф1!6. Автомобиль веса Р, обе оси 
у которого ведущие, трогается с мес- 
та. Лвигатель автомобиля работает с 
постоянной мощностью М, коэффи- 
циент трения скольжения колес о до- 
рогу равен А. Найдите зависимость 
скорости автомобиля от времени и на- 
рисуйте график этой зависимости. 
Сопротивлением воздуха н трением 
в механизмах пренебречь. 


А. Г. Дроздов 


Ф17. Между пластинами накорот- 
ко замкнутого плоского конденсатора 
номестили пластину, имеющую заряд 
9. Пластину перемещают параллельно 
самой себе на расстояние х (рис. 6). 
Какой заряд проходит при этом по 
внешней цепи конденсатора, если рас- 
стояние между его пластинами рав- 
но 4? 


Кизи глсстюгы 


ТРИ ВОПРОСА 
ПО ФИЗИКЕ 





4. Выпаля мокрый снег, 
Каким способом можно оп- 
ределить процентное со- 
держанмие в нем воды? 





2. По гладкому горизон- 
тальному столу движется со 
скоростью у черная доска. 
Какой формы след оставит 
на ней мел, брошенный го- 
ризонтально со скоростью и 
перпендикулярно направле- 
нию движения доски! 





3. Елочная гирлянда спая- 
на мз лампочек для кар- 
манного фонаря. При вклю- 
чении этой гирлянды в сеть 
на каждую из лампочек 
прмходится напряжение тры 
вольта. Почему же опасно, 
выкрутив одну из лампочек, 
сунуть в патрон палец? 
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ПРАКТИКУМ 


АБИТУРИЕНТА 


ВСТУПИТЕЛЬНЫЕ ЭКЗАМЕНЫ 
ПО МАТЕМАТИКЕ 
НА МАТЕМАТИЧЕСКОМ ФАКУЛЬТЕТЕ 
МОСКОВСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО 
ПЕДАГОГИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА 
ИМ. В. И. ЛЕНИНА 


Г. В. ДОРОФЕЕВ 


Много этажей высотного здания 
современной математики должен прой- 
ти студент педагогического института, 
чтобы стать хорошим, знающим свое 
дело учителем. Но преодолеть узкие 
н крутые лестницы этого здания, на- 
чисто лишенного лифтов, может лишь 
тот, кто уже в школе надежно закре- 
пился на его фундаменте. 

Такие абитурненты есть, и них дос- 
таточно много. Это большей частью 
те, которые уже поняли всю привле- 
кательность математики, оценили ее 
важность и значение для современной 
жизни. Но, гордые своими математи- 
ческими успехами, многие (и, к со- 
жалению, слишком многие) решают, 
что их единственное назначение в жнз- 
ни — стать профессиональными мате- 
матиками илн физиками. 

Между тем специалисты, отлично 
владеющие математикой, нужны сей- 
час практически во всех областях жиз- 
ни. И для их подготовки нужны тол- 


ковые, знающие свое дело учителя. 
В свою очередь квалификация сз- 
мих учителей зависит от математи- 
ческой грамотности тех, кто поступает 
в педагогические институты, от их за- 
интересованности в своей будущей 
профессин, любви к ней. 

В прошлом году на математический 
факультут МГПИ им. В. И. Ленина 
было подано 475 заявлений на 175 
мест — около 2,7 заявления на место. 
Для сравнения отметим, что значи- 
тельно болыше было число желающих 
стать учителями-нематематикамн и ма- 
тематиками-неучителями: например, 
на факультете русского языка и лите- 
ратуры нашего института было 8,3 
заявления на место, а на механико- 
математическом факультете МГУ — 6. 

На письменном экзамене в 1969 
году поступающим было предложено 
несколько вариантов, каждый из ко- 
торых содержал 5 задач. На всю ра- 
боту давалось 4 часа. «Зачет», одна- 


ко, проводился не по всем задачам, 
а по четырем, лучше всего решенным. 

Задачи прн этом былн подобраны 
так, что любитель геометрии, не жела- 
ющий возиться с какими-нибудь фор- 
мальными выкладками, мог получить 
пятерку, однако для доказательства 
своего «права» пренебрегать техникой 
преобразованнй — это ведь тоже од- 
на из составных частей математичес- 
кого нскусства — он должен был пре- 
одолеть особые геометрические труд- 
ностн. Точно так же «алгебранст» или 
«аналитик», недолюбливающий геомет- 
рню, мог избавить себя от необходи- 
мости разобраться в относительно 
сложной геометрической конфигура- 
цин, но «в отместку» был обязан ре- 
шить нестандартную задачу формаль- 
ного характера. 

Для получення оценки «З»достаточ- 
но было решить две задачи. Несмотря 
на этот не очень сильный критернй, 
число двоек оказалось внушительным 
—224 *). Некоторые неудачные рабо- 
ты написаны, к сожалению, медалис- 
тами и выпускниками математических 
школ, в том числе и московских. 

Но особенно неприятно то, что 
большинство плохих работ содержит 
ошибки, которые нельзя назвать ина- 
че, чем безобразными. Фантазия ав- 
торов таких работ слишком велика, 
чтобы можно было перечислить все 
эти «жемчужины». Однако упомянем 
все же одну, удивившую даже ви- 
давших виды экзаменаторов: в одной 
низ работ на чертеже к задаче, где 
речь шла об общей хорде двух окруж- 
ностей, эти окружности (разные!) име- 
ли еще н общую дугу, а вне этой дуги 
спокойно расходнлись в разные сто- 
роны. 

Все это означает, что еще далеко не 
все поступающие в вузы знают мате- 
матику даже на элементарном уровне; 
многие из них имеют существенные 
пробелы в математическом образова- 
нин. И дело не столько в широте, 
сколько в глубине знаний, в созна- 


“) Мнтересно отметить, что как москов- 
ские, так н иногородине абитуриенты сдали 
оба экзамена по математике (письменно и 
устно} примерно одинаково. 





Кузспесате.гы 


тельности владения матерналом, |: 


уменин мыслить конкретно, нешаб- 
лонно. 
Прнведем примерный  варнант, 


предлагавшийся в 1969 году. Это — 
не один из подлинных варнантов, а 
«сборный»: он составлен из задач раз- 
личных вариантов. После него прн- 
веден разбор задач этого варианта, 
содержащий их решенне н указания 
на типичные ошибки поступающих. 


Вариант 
1. Решить уравнение 


ИТ — ЮЗ 1юво их = —-1. 


2. Решить неравеистно 
2со5х (с05х— |8 щШх)= 5. 


3. Прямоугольник АВСР со сто- 
роиами п и 2а лежит в основанин 
пирамиды, все боковые ребра которой 
равны у 3. Найти площадь сечения 
нирамчды плоскостью, проходящей 
через диагональ основания ВР па- 
раллельно ребру 45. 


4. Через конец А общей хорды 
АВ двух окружностей проведена пря- 
мая, пересекающая первую окруж- 
ность в точке С, а вторую -— в точке 
р. Доказать, что точка пересече- 
ния касательных, проведенных через 
точку С к первой окружности и через 
точку ПР ко второй окружности, ле- 
жит иа одной окружностн с точками 
В. Сир. 


5. Доказать, что если 
Зх? —Зх + 800, 


с0$ 3 <0 
6-х 
Решения 
Задача 1. Поскольку 108,2? = 
=9-- 2х = г 
—=2--106.2 и 1082хх т 
| 

А: 1 2 ` РЕ уравнение 
приводится к виду И —3- 105,2 = 
= — 4 — 106,2.  Обозначив 3— 


—3 —106,2 через у, получаем уравне- 
нне 


Гу=у-—1. (#) 


Удивительно, но решение даже та- 
кого простого уравнения оказалось не 
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под силу многим поступающим. Все 
догадываются возвести обе его части 


в квадрат н получить квадратное 
3+ ИБ 
уравнение с корнями и.„.-==—5—, 





но затем выявляются разные «точки 
зрения»; однн вообще не думают о 
том, что при таком решенни могут 
появиться посторонние корни; другие 
знают, что это может произойти, но 
не знают, почему, и, как правило, 
уверены, что посторонними будут те 
корни, которые не входят в ОДЗ (об- 
ласть допустимых значений); третьи 
пытаются проверить корни непосред- 
ственной подстановкой их в уравне- 
нне — этот способ в принципе правн- 
лен, но удобен лишь для проверкн 
«хорошнх» корней, а у, ну. не очень 
«хороших. 

Однако совершенно очевидно, что 
носкольку левая часть в уравненнн 
(*} неотрнцательна, то из чисел у, 
и у› корнем будет лишь то, для кото- 
рого неотрицательна и правая часть. 
Поэтому единственным корнем уравне- 
З+И5 

2 


ния (*) является у ‚ и для 


нахождения х мы получаем уравненне 
— (9+ 1/5) 
2 


2 


108,2 ‚ откуда следует 


о З-1У5 





Х - 


Подчеркнем: при решенни мы пол- 
ностью обошлись без нахождения ОДЗ 
исходного уравнения. Между тем в 
носледнее время среди абитурнентов 
широко распространился предрассу- 
док, что решение любого уравнения 
или неравенства нужно обязательно 
начннать с вычислення ОДЗ. Такое 
мнение, однако, не имеет никаких тео- 
ретических оснований, а на практике 
оказывает плохую услугу: те, кто по- 
шел по этому пути, должны были ре- 
шать не только данное уравненне, но 
и орндуманное ими самими логарнфми- 
ческое неравенство —1—10в:2х? > 0 
— задачу, не менее сложную. Вообще, 
нет строго определенного правила, на- 
до или не надо в начале решения 
находить ОДЗ, и уже здесь, при выбо- 
ре пути, поступающий может пока- 


Куапетссте.ги 


зать, насколько он умеет мыслить кон- 
кретно и самостоятельно. 

Задача 2. Данное неравенст- 
во мы не будем решать подробно. Раск- 
рыв скобки, мы легко придем к квад- 
ратному неравенству относительно 
т д: 

2 51т2х -- 4/ 25тх--3 > 0, 
решнв которое мы получим простей- 
шее и ПЕ неравенство 

2 


но: Но... вменно с ним н 


не справилось большинство абиту- 
рнентов. Мы не будем анализировать 
данные ими ответы, часто совершенно 
бессмысленные, и просто обращаем 
вниманиебудущих абитуриентов на та- 
кие задачн. Способ решения достаточ- 
но ясно опнсан и в учебнике, и во мно- 
гнх пособиях, и надо только созна- 
тельно его усвоить. Заметим еще, что 
даже те, кто правильно решил прос- 
тейшее неравенство, не всегда всиоми- 
налн, что из полученных решений надо 
выбросить значення х, при которых не 
нмеет смысла 19 х. 

Задача 3. Оказалась слишком 
«коварной» для тех абитуриентов, кто 
привык решать задачи только на пра- 
внльные геометрическне тела. Они не 
смогли отказаться от шаблонов и ошн- 
бочно представляли себе данную гео- 
метрическую — конфигурацию. Так, 
очень многие считали «по привычке», 
что высотой в ЛВКО является отре- 
зок КО (рис. 1). 

Но ведь каждому известно, что 
геометрическое воображение является 
лишь вспомогательным средством ре- 
шения задач, и факты, «увиденные» 
на чертеже, требуется еще строго до- 


этх > — 





казать. Но, к сожалению, многне зна- 
ют это чисто абстрактно, а на практи- 
ке доказательствами пренебрега ют, ог- 
раничиваясь иногда фразамн типа «это 
верно по теореме о трех периендику- 
лярах» даже в случаях, когда совер- 
шенно неясно, о каких перпендику- 
лярах ндет речь. 

Между тем малейшая попытка до- 
казать перпендикулярность КО н ВО 
моментально приводит к протнворе- 
чню. В самом деле, если бы это было 
так, то днагональ ВД была бы пер- 
пендикулярна к 50 и КО, то есть 
к плоскости А$С, а следовательно, 
и к диагонали АС. Но днагонали ос- 
нования, как это совершенно ясно из 
условия, не перпендикулярны. 

А для правильного построения вы- 
соты в ДВКО надо из точки К опус- 
тить перпендикуляр на плоскость ос- 
нования пирамиды, доказать, что его 
основание О, лежнт на АС (доказав 
предварительно, что высота пирамн- 
ды проходит через точку О пересече- 
ння днагоналей), н из точки О, опус- 
тить перпендикуляр на ВО. Отрезок 
К1., по теореме о трех перпенднкуля- 
рах, и будет высотой в АВКО. Для 
завершения задачн понадобится еще 
одно утверждение — параллельность 
ОК н 45, и его также нужно дока- 
зать. После этого вычислительная 
часть задачи проходит без затрудне- 
НИЙ. 

Задача 4. Среди предложенных 
задач по планиметрии эта оказалась 
для поступающих одной из наиболее 
трудных: из 93 решавших соответст- 
вующий варнант полностью ее реши- 
ло только 3 человека. Между тем 
она имеет очень простое и, главное, 
совершенно естественное решение в ду- 
хе замечательной кинжки Д. Пойа 
«Как решить задачу». 

Действительно, что значит, что 
точка К (рис. 2) лежит на указанной 
окружности? Это значит, что вокруг 
четырехугольника ВСКО можно опн- 
сать окружность. А когда вокруг че- 
тырехугольника можно описать ок- 
ружность? Когда сумма его противо- 
положных углов равна 180’. Поэто- 
му из условия задачи надо извлечь 


Куапетссте.ги 





Рис. 2. 


какие-то утверждения о равенстве уг- 
лов. 

Какие же теоремы о равенстве уг- 
лов могут прийти в голову в связи 
с данной задачей? Только теоремы об 
углах между касательной и хордой 
н вписанных углах. На основанни 
этих теорем равны углы, отмеченные 
одинаково на рисунке 2. А теперь 
нельзя не сообразить, что сумма про- 
тивоположных углов четырехугольни- 
ка ВСКО прн вершвнах В и К равна 
сумме углов ДСКР, то есть 1807. Ра- 
зумеется, отсюда уже следует, что сум- 
ма двух других противоположных уг- 
лов также равна 180”, и требуемое 
утверждение доказано. 

Неудачи большинства решавших 
эту задачу объясняются, видимо, 
просто тем, что школьники 9-х н 10-х 
классов в значительной степени забы- 
вают самые простые планиметрические 
теоремы и не стараются восполнить 
этот пробел в процессе непосредствен- 
ной подготовки к экзаменам. Вполне 
вероятно, что выпускники 8-х клас- 
сов с большим успехом справились 
бы с этой задачей, чем умудренные 
обширными познаниями абнтурненты. 

Задача 5. Задачи этого типа 
оказались средней трудности, и боль- 
шая часть взявшихся за их решение 
более или менее правильно довела его 
до конца. Надо сказать, однако, что 
очень многие за эту задачу ин не бра- 
лись, хотя она проще других. Здесь, 
по-видимому, проявляется все та 
же «психологическая неподготовлен- 
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ность» к необычной форме задачи. 
хотя в последнее время в литерату- 
ре для школьников таких задач рас- 
сматривается достаточно много. 

Вот решение этой задачи: если х 
удовлетворяет первому неравенству, 


р 16 2 ь 
105% х< — „откуда < б-хх 1 


3 3 
К „9 
и, значит, 3 < р Поскольку 


<<, то угол = 
лежит либо во второй, либо в третьей 
четверти, и, следовательно, его косн- 
нус отрицателен. 

Итак, мы представнли решення на- 
ших задач, в какой-то степени труд- 
ных, в какой-то степени легких. Вы 
можете оценить их трудность, а заод- 
но и свою силу, решив задачи из двух 
нижеследующих вариантов. 


Варнаиты 
1 


+ Рашнть уравнение 





и. .| 
10 +3 (3— | | — 2х = х5) =. —2` Ч 


2. Раинть перавенство 


х 
б зп 2 сы? х = 2 <058 х 1 Зс1а?х. 


3. В основанин пирамиды ЗАВС лежит 
ААВС с углом С=90° н острым углом 30“. 
Боковые ребра пнрамнды наклонены к пло- 
скости основания под углом 45”, высота пи- 
рамиды равна М. Найти площадь сечения 
пирамиды плоскостью, проходящей через 
точку С параллельно АВ н делящей грань 
АЗ$В ва части равной площади. 

4. Доказать, что если прямая, сосдиняю- 
щая противоположные вершины виисанного 
четырехугольника, проходит через точку 
пересечения касательных. проведенных в 
лвух других его вершинах. то произведения 
иротнвоположных сторон равны. 

е | №— 5х6 

$. Доказать, что если 8 ПА” -- 80 < 0. 
то зх ни ©05$х имеют разные знаки. 

Е им. В. Н. Ленино) 
| 

}; В правильной треугольной нирамиде 
со стороной основания, равной а, углы между 
ребрами при ее вершине равны & (& < 90°). 
Определнть площадь сечения, проведенного 
через сторону основания перпендикулярно 
противоположному боковому ребру. 

2. Решить уравнение 


В 12 (Е 10) 2 1. 


3. Решить уравнение 
эт Зх-ыт х-Ё 1-=0. 


(Нвановский пединститут) 
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В ЕДМНЕНММ СИЛА 

«Пока алгебра м геомет- 
рия развивались — каждая 
своим собственным путем, 
продвижение их было мед- 
ленным, а приложения ог- 
раничены. 

Но когда эти науки объ- 
едынилысь, они энергично 
поддержали друг друга и 
быстро зашагали к совер- 
щенству». 

Лагранж 

НЕ ВРАГМ, А ДРУЗЬЯ 

«Ощибочно думать, что 
строгость в доказательст- 
ве — враг простоты. Напро- 
тив, множеством примеров 
подтверждается, что стро- 
гий метод в то же самое 
время проще, легче м до- 
ступней. Всяков усилие в 
сторону строгости направ- 
ляет нас к отысканию про- 
стейших методов доказа- 
тельстваю. 

Гильберт 
4, 5иб 

4 одмынаковых мяча мож- 
но расположить так, чтобы 
каждый касался трех ос- 
тальных. 





5 одинаковых монет мож- 
но расположить так, чтобы 
каждая касалась четырех 
остальных. 





Можно ли расположить 
6 одннаковых неотточенных 
карандашей так, чтобы каж- 
дый касался пяти осталь- 
ных? 


КОЕ-ЧТО О РАДИКАЛАХ 


А. Г. МОРДКОВИЧ 


— А теперь, — сказал Экзаменатор,— я хочу предложить вам еще одну 
задачу, весьма несложную. Вот она: 


Найти стороны прямоугольного треугольника, если известно, что 
проекция одного катета на гипотенузу равна 6 см, а проекция другого катета 
на 1,5 см меныше длины этого катета. 


... Через несколько минут Абитуриент бодро подошел к Экзаменатору. 
— Ну, как, решилн задачу?— спросил Экзаменатор. 

— Да!— ответил Абитуриент. 

— И что же получилось? 

— Задача не имеет решения. 

— И вы можете это доказать? 


В Н А 


— Конечно! Рассмотрим треугольник АВС (см. рнсунок); С — вер- 
шина прямого угла, СН — высота. Пусть АС = х, тогда по условию АН = 
=: Х—],5, а ВН = 6. 
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Используем известное соотношение 
СН?-=ВН.АН или СН? = 6 (х-- 1,5). 


Применив к прямоугольному треугольнику АСН теорему Пифагора, полу- 
чим 
И АС: — СН? =АН, 
то есть 
Их —6(х— 1,5) =х— 1,5. 

— Ну, что ж, пока все верно,— заметнл Экзаменатор,— хотя должен 
сказать, что путь решения выбран не самый рациональный. 

— А далее, — продолжал Абитуриент, — остаются простые вычисления: 

Их? — бл 9=х— 1,5; ис 3) == х— 1,5; 
х—3З=х—1,5; —З= — 1,5. 


Так как последнее равенство неверно, то задача не имеет решения. 

— К сожалению, я должен Вас разочаровать, — сказал Экзаменатор, — 
задача имеет решенне. Ее можно решить, например, так: из известного со- 
отношения АС? = АВ.АН имеем х?:-(х--4,5} (х—1,5), Зх--4,5.1,5 
ни х- 2,95, то есть АС = 2,95 см. Тогла АВ = 6,175 см, а ВС=Ау2 см. 

И, перехватив недоуменный взгляд Абитурнента, Экзаменатор добавил. 


— Вас, видимо, интересует, где ошибка в Ваших рассуждениях. Ну. 
что ж, давайте разберемся. 


ГДЕ ОШИБКА? 


— Вы помните,— начал Экзаменатор,— что я, хотя и с оговоркой 
одобрил Ваши геометрические рассуждения. Значит. ошибка могла произой- 
тн только в том, что вы назвали «простыми вычислениями». А точнее, ошибка 
допущена при извлечении квадратного корня. Вы не учли, что, по смыслу 
задачи, величина | (х — 3)" должна быть положительной Да и вообще. в 
области действительных чисел, знак У подразумевает арифметическое, не- 
отрицательное значение корня. Так, | 16-4, и нельзя писать, что И 16= 

—4 или /16-: +4. Потому нельзя утверждать. что всегда Иа” = а 
при а 0 это равенство справедливо, но ведь число а может быть и отри 
цательным! Упростите, например, и —З: 

Абитуриент написал: 


и (— 3): =: И9-- 3. 
— Правильно. Иными словами, 


Г-З --— (3). 


И вообще, если а <. 0, то } а. 
Таким образом, 


— У > 0 
Гр | а, если и > 0, 
| и, если < 0. 
— Я понял, — воскликнул Абитурнент, — это можно коротко записать 
так Ка? -|а|, ведь модуль а определяется точно так же. 


| а, если а—.0. 
[21 


—@, если а< 0. 


=> Совершенно верно. Точно так же и в вашей задаче: нельзя писать 
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И (х— 3): = (х— 3}, потому что (х—3) может быть н отрицательным числом. 
Еслн воспользоваться тем, что И (х— 3) = |х—3|, то придем к уравнению 
1х3 =х-— 1,5. 

Далее следует рассмотреть два случая: 1) х—3 0; 2) х—3 < 0. Вы рассмот- 
рели только первый случай, поэтому вывод о том, что задача не имеет ре- 
шения, был сделан преждевременно. Во втором случае |х—З| = —(х—3). 


Тогда из уравнения — (х—3) = х—1,5 получаем х = 2,25, то есть АС = 
== 2,25 см. 


— Все ясно,— сказал Абитуриент. 
— В таком случае нашу беседу будем считать законченной. На проща- 
ние позволю себе дать вам следующий совет: 
Не забывайте, что Иа =|а|! 
На этом мы расстанемся с Абитуриентом и Экзаменатором, но совет 


Экзаменатора примем к сведению. В частности, прнменим его при решенин 
следующего примера. 


Пример 1. Упростить выражение 


т + о а 
И“ —2Иа-+ ИЕ 2 Иа, если х>.Иа. 


х 








Решение. Имеем 


Изя Ус | ах 2х Иа _ 


И, УЖЕ: и8-Н, УЕ 
Ух Их Их И. 
Так а ие УСЛОвНЮ е > и а => 0, то [Иа — х| ры | а -- х, [Иа — - х| р 


= Иа--х, и данное выражение преобразуется так: 
— На-х-1- Уа-|-х 
Их 


НЕСКОЛЬКО СЛОВ О СВОЙСТВАХ РАДИКАЛОВ 


2}. 


При решении примеров на действия с радикалами приходится применять 
различные свойства радикалов. Так, в примере 1 мы воспользовались, при- 


у «а [а 
чем довольно-таки беззаботно, известиым СВОИСТВОМ: | == у8. 
Однако следует учесть, ЧТО ЭТО равенство нмеет место лишь в случае, когда 


ь ‘а 
а =0иб_> 0. Если жеаи 6 — отрицательные числа, то запись у не име- 


ет смысла в областн действительных чисел. В примере |, на наше счастье, 
ошибки не произошло, так как (Иа-—х>0, (Ма+х>0 
и, кроме того, по условию х >> 0. Но, во всяком случае, из сказанного выше 
можно сделать следующий вывод: надо быть очень внимательным, раскры- 
вая корень {четной степени) из произведения или из дроби. В общем случае, 
когда знак а и В неизвестен, целесообразно проводить следующие рассуж- 
дения: 

И-ИН-И в 

ВС $ Ш У 








$$ 
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Итак, если числа а н 6 имеют одннаковые знаки, то 


и аналогично 


Пример 2. У роСтитЬ 


И х и Гакух_ Е. 


в. еслих = 4{а—1. 
а- Ух а—Ух х' 








а" — 


х -|- 
Решенне. Выразим, наоборот, а через х: а == а ый и под- 





ставим в данное выражение. Оно преобразуется так: 


ИЕН 44 ЕЕ и 762 


а х—4Их--4 (х-- 4 —16х — 
Их Пух уф 
Ух ях) 160 248 16 ох 
м 4-Я кр. 


Заметим еще, что х>4, если а>2, их <4, если 1<а<2. 
Окончательный ответ: 
2, если а>> 2, 


—2, если | <а< 2. 


Мы пользовались — и это часто бывает полезно — такими свойствами 
модуля: для всех аи ф 
[а] [6] = |6], [а = а. 
А сейчас мы остановимся еще на одном важном свойстве корня. 
Пример3. Е 


ИТ 9+6 ИЗУ-2 ИБ. 


Решение. Часто рассуждают так. Пользуясь известным свойством 
корня, можно у второго сомножителя показатель корня умножить на 2 и 
одновременно подкоренное выражение возвести в квадрат, получим 


1/7] Ио реник 

И -- (9+6 ут) зу 25 - 
р Е. о 

=УИ-- 09 +6ь 0) у (Зи 22—25) 


О .. УЕ Е м. 
-У-- (91 6 у 10) (38—12 10) -у т 9*— (бу 19}: -- ИТ = и, 
Но здесь есть ошибка! Правильный ответ — мннус единица. Дело в том, что 
ЗиИ2—2у5< 0, поскольку (Зу’ 2)? -- 18 < (2 у 5)? = 20. 
Поэтому неверно, что МЕ И?—2у5= Ус у2—215)", а верно, 
что ИЗ 38—25 = — 2 УБ—З 2 - уе у5—319)». 
Пример 4. Упрост: 5 у (1 — 10)*. 
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Здесь тоже неверно было бы просто разделить показатель корня и под- 
коренного выражения на 
им 10) =: ил? — 10 


(полученный результат не имезт смысла, госкольку л* < 10). Верное равен- 
ство такое: 
у @-— 10) = у 10—л". 


В итоге мы приходим к такому выводу: 

Пользуясь основными свойствами радикалов в тех случаях, когда нет 
уверенности, что под корнем стоит положительное число, нужно следить, 
чтобы, во-первых, полученный результат имел смысл (при необходимости 
нас выручит знак модуля) и, во-вторых, чтобы полученный результат имел 
тот же знак, что и первоначальное выражение. 


ЗАДАЧИ 


1. Перечислите условия. при которых верны следующие равенства (Ён л — нату- 
ральные числа): 





а} И—а= —уа; е) а-у/Ь — У ай; 

6) ап = а; ж) а", 
я — 

в) (Иа) =а; 3) } Иа"; 


т) а = а. 5; 


5 ну 
п Па № 
д ИУ т =ее; юелна<ь, 9 уд< У. 
2. Упростить следующие выражения: 
. а+! и | Е ЕЕ ь 
а) (Ит+ а-+-| :(1 а—1 1); 


ы — _ш/З р = 
6) и*=* + У ху — и Е 


(аа?т-? -- ат? — 4)" Я $ 8" 2а? : 
Эта (т? — а?) | (. } т ша ИТ — т ) 


чи" ОВИРы 

а-+у2-- У5- /(9—4у5} 
ах уров реа 

У2—У5-/9-44у5— Иа уа 














Я 






АБИТУРИЕНТА 


ПРАКТИКУМ || И СБИЕЕ ИЬ/ Й 


Зкзамен по физике преводился 


ив многячх вузах страчы. 


УВОДМИЕН че только в грех из ннх 
омаме устного, 


1/1 


"регодитан ое и 

зисьмевный экзамен. 

ЗС зелаетоя 

5 Московском физико-техническоы 
НИСТИТУге. 


также ча Фузических фак’логетах 


“Аосковсксго я Иовосабир кого 
университетов. 


‹ сдержит. как правило, 4—5 задач. 


ф Письменное задание 
ИЗИЕР На выполнение его отводится 


в Физико-техническом институте 
5 часов, 

в МГУ ин НГУ — 4 часа. 

Ниже приводятся варианты, 
предлагавшиеся в прошлом голу 
поступающим 

з Физико-технический институт 
я НГУ 

Зарканты 

физического факультета МГУ 
булут опубликованы 

з слелующем номере журнала. 


Вариант 1 (МФТИ) 


1. На две частицы — одиу массы т, ле- 
тящую со скоростью и. другую массы 2т, 
летящую со скоростью 20, паправлениой пер- 
пендикулярно © (рис. 1).— в течение некото- 
рого временн действуют одинаковые по ве- 
личиие и мнаправленню снлы. К моменту 
прекращения действия сил правая частица 
поворачивает и начинает двигаться в обрат- 
ном направленни со скоростью 2%, как изо- 
бражено на рисунке. С какой скоростью стала 
двигаться вторая частица? 

2. В сосуде объема 1,Ё л находятся 100 г 
адсорбента и водород при температуре 
{= — 193° С и давлении Р == 0,2 ат. Адсор- 
бент при этой температуре поглотил водород 


в количестве, по весу равном ны самого 


адсорбента Определить давление в сосуде, 
еслн его нагрели до 1,-— 31° С, когда все 
молекулы водорода покинули адсорбент. 
Плотность адсорбента 1 г/см?. 

3$. Определить удельное сопротивление 
металла, если известно, что в каждом куби- 


ческом сантиметре его имеется № свободных 
электронов, а время между последователь- 
ными соударениями электрона с ионами кри- 
сталлической решетки равно т. Заряд элект- 
рона е, его масса т. Соударения электронов 
с ионами считать неупругими. 
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Рис. |. | 
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4. Наблюдатель рассматривает удален- 
ный предмет с помощью астрономической 
зрительной -трубы (трубы Кеплера). В ка- 
честве объектива и окуляра трубы нсполь- 
зуются линзы с фокусными расстояниями 
Е. = +30 сми Р.—= +5 см. Наблюдатель видит 
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четкое изображение предмета, если расстоя- 
ние между объективом и окуляром трубы 
находится в пределах от [., = 33 см до 
1. = 34,5 см. На каких расстояннях наблю- 
датель отчетливо видит предмет невооружен- 
ным глазом? 


Вариант 2 (МФТИ) 


1. Маховик раднуса А == 20 см насажеи 
на неподвижную ось раднусаг = 2 см. Сила 
трения между маховнком и осью постоянна 
и равна 100 кГ. Для того чтобы легче было 
сиять маховик с оси, к его ободу приклады- 
вается сила Р==8 кГ, создающая вращающий 
момент относительно оси (рис. 3). С какой 
минимальной силой № нужно при этом тянуть 
маховик вдоль оси, чтобы снять его? 

2. Манометр состонт из трех стеклянных 
трубок (рис. 3). В нижней части манометра 
находится ртуть, а в левом колене иад 
ртутью — масло. Насколько изменилось дав- 
ление Р. контролируемое манометром, если 
уровень масла в тонкой открытой трубке под- 
нялся на АЯ:=10 мм? Отиошение плотностей 


ртути и масла. — 14, а отношенне сечений 
рз 


3. Плоский конденсатор с горизонтально 
расисложенными пластинами подсоединен к 
батарее с э. д. с. И и помещен в сосуд, кото- 
рый постепенно заполияется керосином 
({Е==2\. Запишите в виде формулы и изобра- 
знте на графике зависимость напряженности 
поля в центре конденсатора от толщины слоя 
керосина внутри него. Расстояние между 
пластииками конденсатора 4. 


4. Расстояние между предметом и его 
прямым и увеличенным в два раза нзобра- 
жением, полученным с помощью тонкой лин- 
зы, равно Г. Найти оптическую силу линзы 
и выяснить характер изображения (дейст- 
вительное нли мнимое). 





Вариант 3 (НГУ) 


1. Квадратная сетка из однородной про- 
волоки состоит из четырех одинаковых квад 
ратных ячеек (рис. 4}. Сопротивление одной 
стороны ячейки г. Ток входит в один из углов 
сетки и выходит из противоположного угла 
Найти сопротивление всей сеткн. 

2. Между поршнем н дном цилиндрнче- 
кого сосуда, заполиенного воздухом. закреп 
лена перегородка © очверстием, закрытым 
пообкой (рис. 5). Давление справа от перего 
родкн Ро. Массы воздуха с обеих сторон от 
перегородки одинаковы. При движении поош- 
ня пробка вылетела при перепаде завле- 





ния АР. В этот момент поршень остановилн. 
Найти установившесся в сосуде давление. 
Во время всего процесса температура не меня- 
лась. 

3. По гладкому столу движутся массы 
пин мо, скрепленные невесомой нерастяжн- 
мой нитью длины Г. В некоторый момент 
скорость массы и: равна нулю, а скорость 





массы п, равна и и перпендикулярна нити. 
Найти натяжение пити. 

4. Внутри заряженной сферы, раднус ко- 
торой $, а заряд 4, находится заземленная 
проводящая сфера раднуса а<ф (рнс. 6). 
Центры сфер совпадают. Найти напряжен- 
ность электрического поля вие большой сфс- 
ры на расстоянин г от центра. 


Вариант 4 (НГУ) 


1. Два одннаковых шарика соединены 
невесомым стержнем длины №. Система рас- 
положепа на горнзоитальной плоскости н 
приведена во вращение. Начальная скорость 
каждого из шариков и, коэффициент трения 
о плоскость А, ускорение снлы тяжести 2. 
Сколько оборотов сделает система до оста- 
новки? 

2. Какую работу надо совершить, чтобы 
нонизовать атом водорода, то есть угнать 
электрон (е==1,6 -10-1 хул==4,8 -10-10 СО 5Е) 
от протона на очень болышое расстоянне? 
Диаметр атома водорода 42: 10-® см. Резуль- 
тат выразить в электрон-вольтах (| эв= 
1,6 -10-'® дж, диэлектрическая проннцаемость 


вакуума в системе СИ #5-—8.8 40-2 ф/м)}. 
3- В блюдце налито Р граммов воды, а 
сверху поставлен персвернутый вверх дном 





разогретый стакан с тонкими стенками. До 
какой нанменьшей температуры Г.’К дол- 
жен быть нагрет стакан, чтобы после остыва- 
ння его до температуры окружающего воз- 
духа То К в него оказалась бы втянутой вся 
вода (рис. 7)? Атмосферное давление ру. 
площадь сечення стакана $, высота [, плот- 
ность воды р. Объем воды меньше объема 
стакана. Испарением, поверхностным натя - 
жением н расширением самого стакана пре- 
пебречь. 

4. Горизонтальный стержень веса Р н 
длины #{ скользит без трения по двум верти- 
кальным стержням, сосдинениым внизу кои- 
денсатором емкости С (рис. 8). Олнородиое 
магнитное поле Я перпендикулярно пло- 
скости падения стержня. Найти ускорение 
стержня, пренебрегая электрическим сопро- 
тивлением образованиой цепн. 


Кызгйоесетги 






флноовмацияя 
В авиоаасьх" 


Вечерняя математическая школа при ме- 
ханико-математическом факультете Москов- 
ского государственного университета {ВМШ) 
работает уже седьмой год. Основная ее цель — 
способствовать математическому развитию 
школьников, расширять их математнческий 
кругозор. ВМШ продолжает традиции мате- 
матических кружков, работающих при Мо- 
сковском университете вот уже более тридца- 
тн пяти лет, и, по существу, сама является 
своеобразным математическим кружком, ох- 
ватывающим более 800 школьников. Вход на 
все занятня ВМШ свободный, включнться в 
работу школы можно в течение всего года. 

Раз в неделю в 26 группах ВМШ соби- 
раются ученики 6—9-х классов. Проводят 
заиятия в группах аспиранты и студенты 
механико-математического факультета уни- 
верситета, студенты Московского ледагоги- 
ческого института им. В. И. Ленина, Инсти- 
тута стали и других вузов. Кроме решения 
интересных задач, ина занятнях разбираются 
различные вопросы математики, выходящие 
за рамки программы средней школы. Занятия 
зачастую проводятся в виде игры. Вот пример. 
Руководитель рассказывает: «Ковбой вошел 
в бар и попросил воды. Вместо ответа хозяни 
выхватил кольт и выстрелил в потолок. Ков- 
<ой поблагодарил и вышел. В чем дело? 
Вам не хватает данных? Ну, что же, я готов 
правдиво ответить на некоторые ваши во- 
просы, относящиеся к этому случаю. Только 
учтите, вопросы должны начинаться словами: 
«Верно ли, что...» А я будут отвечать только 
«да» или «нет». После двадцатиминутиых 
расспросов и выпытываний кого-то осеняет: 
«У ковбоя в горле застряла кость и от испуга 
выскочила!!!» 

Ученикам 8—9-х классов каждую неделю 
ведущие ученые Москвы читают лекции по 
проблемам современной математики. 

Одной из форм работы ВМШ является 
‘домашняя олимпиада». Каждую неделю ре- 
бятам раздают условия 4—5 задач, на решение 
которых дается две недели. Решения в пнсь- 
кенпом виде сдаются руководнтелям группы 
на проверку. В конце цикла, состоящего из 
20 задач, жюри, выбранное из руководителей 
групп, подводит итоги конкурса. Ча проводн- 
мых зачетах (с отметкой!) все ребята должны 
проявить понимание методов решения кон- 
курсвых задач. 

Занятня в ВМШ хорошо сказываются на 
учебе школьников. Так, оба москвича, прн- 
нимавшие в составе советской команды учас- 
тие в международной математической олим- 
нпнаде 1969 года,— бывшие ученики ВМШ. 
Многие нынешние студенты мехмата н физ- 
фака МГУ, физико-технического института 
когда-то учились в ВМШ. Есть среди бывших 


ВЕЧЕРНЯЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
ШКОЛА 


учеников ВМЦ] студенты — химнки, биологи, 
экономисты, психологи... 

В заключение приводим некоторые из 
конкурсных задач Вечерией математнческой 
школы для 8—9-х классов. Большинство из 
них доступно и ученикам 6—7-х классов. 


Задачн 

!. Имеется 7 одинаковых по винду моист. 
но среди них 5 монет настоящне, а 2 фаль- 
шивые. Настоящие монеты весят по 10 г, 
а фальшивые — по 9,8 г. Какое наименьшее 
число взвешиваний на чашечных весах без 
гирь надо сделать, чтобы наверияка опредс- 
лить фальшивые монеты? 

2. Саша нарисовал  параллелограмм 
АВСР. отметил. точку М — середину сторо- 
ны ВС. точку № — середину стороны СР 
и пошел гулять. Вредная Лиля подобралась 
к чертежу и стерла все, кроме точек А, М, №. 
Помогите Саше восстановить чертеж, то есть 
найти точкн В, Сн п. 

3. В комнате 10 человек, собак и мух. 
У каждого человека 2 ноги, у собаки —4и 
у мухи — 6 ног. У всех в комнате 46 ног. 
Как это может быть {Найти зсе возможности .} 

4. Найти такие два натуральиых числа, 
сумма квадратов которых равна 16 000. 
(Укажите все решения.) 

5. В стране Резольвента семь городов. 
Между любыми двумя из них имеется прямое 
железнодорожное сообщение, так что из лю- 


Кут гпссете.ги 


бого города в любой другой можно попасть, 


по прямолинейному пути, не проезжая через 
остальные города. Нарисуйте такую схему 
железнодорожного сообщения этой страны, 
чтобы на ней было как можио меныше пере- 
сечений дорог. (В одном месте может пере- 
секаться нс больше двух дорог.}. 

6. Даны точкн А и В на плоскости. 
Найти геометрическое место точек С на пло- 
скости таких, что треугольник АВС — остро- 
угольный. 

7. Доказать, что никакая степень числа 
2 не оканчивается четырьмя одинаковымн 
цифрами. Найдите степень чнсла 2, оканчива- 
ющуюся тремя одинаковыми цифрамн. 

8. У Змея Горыныча 2000 голов. Сказоч- 
ный богатырь может срубить ему одним уда- 
ром меча 33, 21, 17 или 1 голову, но при этом 
У Змея вырастает взамен соответственно 
48, 0, 14, 349 голов. Если отрублены все 
головы, то новых голов ие отрастает. Сможет 
ли богатырь одолеть Змея? 


А. А. Орлов, А. Л. Розенталь 
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ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 


К статье 
«Закон инерцнни, 
гелиоцентрическая 
система 
ин разьнтие наукиз 


1. Если бы нечезло притяжение Солнца, 
центр тяжести Земли стал бы двигаться по 
касательной к орбите. Вращение Земли вок- 
руг оси сохранилось бы. 

2. Шарнк начинает кататься пю нолу трам- 
вая, когда появляется ускорение. 

3. Тело брошенное горизонтально со 
скоростью о с высоты й над Землей, за ма- 
лое время # пройлег но наираваенню скоро- 
сти расстоянне х=о-4 и в перпендикуляр- 


ном направлепии расстояние АЯ—=7—. ока- 


завшись ва некоторой высоте Я, над Зем- 
лей. Если #й=й:, то тело вращается вокруг 
Земли по круговой орбите. Вычислив Й, и 
полагая й=й,. найдем. что и должна быть 


равна Ув 


К статье 
«Энергия инмнудьс 
быстрых частнц» 


о 
1 р= —_ ИТТ 21005) 


- 1090 Мас. 


гЕ 1 
2. а= м Ра = 1,3-107 м/сек”. 
( ся с) 
3. 0,93 кг. 
4. 3,6. 107 г. 
5. Масса нокоя системы частиц опреде- 


лястся как сумма их энергий {а не масс по- 
коя} в системе координат, в которон импульс 
енстемы, то есть сумма импульсов частнц, 
равен нулю. 

6. 4.108 лет. 


7. Солнце находится на расстоянии 
1,4 10И м ог Земли. Это означает, что энер- 
гия в 1.4 мат распространяется в сфернче- 

1 з 


ском угле — 9 трата = 5- 10-23 стераднан. 


Всего Солнце излучает за | 


3,5. 1023 квт, 


сек энергию 


4х 
1,4 квт 50-8. или 


4- 101 2. 
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массу 


лу 


с 
х-—частота фотона). 


Е 
8. р Е {й —постоянная Планка, 


К статье 
«Вступительные экзамены 
по математике» 


Вариант 1! 
9— 29 —3-. 5 
т. х, =, Хх, = Е 


2; 
2. лк: 


о 


-. 


а 1 л = хо Вт: 


3. Н? ИЕ 


Варнант 11 





#7 ; о С 
—1/ 45057 — 
1. 4 у 5 | 





2. хх: — НИ, е-= 1, 
ж=-—5-Н ИМ, х.=-5- ИЙ; 
Е 1 
3. х == а. 


К статье 
«Кох<-что о радикалах» 


1. а) —в) Если л печетно, то прн любом а; 
если л четно, то: а} при а -=0; 6) ив} при а>.0. 

г), е) Если л нечетно, то при любых @ 
и 6: если л четно, то ирн а. 0, В 0. 

д} Если л нечетно, то при любых аи #6320; 
если п честно. то при а 0, 6> 0. 

ж), 3) Если Ап нечестно, то при любом @; 
если Ёп четно, то пря а 0 

н) Если л нечетно, то при любом и; есян 
п четно, то при а>> 0. 

к} л — любое, а. 0. 

2. а) а (прин а< —1 или а> 1): 


6) Ув, селн х Их ИЗ, 
х 


их 5, если хИх< Узи 


а 
а 
в) т, если р > 0, 


и (м), если ищо < 0; 


7 (Уи. 


К статье 
«ПИПнсьменный экзамен 
по физике» 
Вариант |1 


1. 2.5 и Использовать второй закон 
Ньютона в форме А(то)=Р А+. 


2 Р и Ра РА. 
О а И 


^> 25,35 ат. 
ТнТ, — абсолютные темиературы газа. Зада- 
чу удобно решать, нспользуя уравнение Мен- 


1 
делесва — Кланейрона; РИ =: = КТ 


2т 
3. = Мет - Ток через образец равен #== 


== Мефи, 

где 5 — сечение образпа, а и -— средняя 
скорость электронов За время от 0 дот 
в поле Ё скорость электронов изменяется от 0 


гЕ 
до велнчины „т. Средняя скорость 
1 Е 
равна от 
Е — Е) 


4. Хтах ^ Е, -- Р-Я 45 см, 


Е. (2: — Ё\) 
Хлий ЕЕ: -7,5 см. 


Изображение предмета, получаемое в фокусе 
нервой линзой, рассматривается через вто- 
рую линзу. причем мнимое изображение, 
даваемое второй линзой. должно появиться 
в области резкой видимости невооруженным 
глазом. 

Варнант 2 





: К? 
1. №- у Е р — Е а: = 60 ^Г. Сила тре- 
ния должиа быть равна равнодействующей 


силы № и снлы Ё, У направленной 


но касательной к осн. 





2. АР- А [1-5 
3+ 5 == мм НЯ. 


Изменение высоты столба масла равно 
1 


5 
Ах, -= АН — АН —_‚ а ртути Ах. = 


2 


$1 5% 
В АЛ 5? 


Кузя песте.ги 


в ый а [| 
ах "Их 5 
ы и РЕ. 

. ——————— | —— 

ь ак ЧТ 95 

(х — толщина слоя керосива). Графнк завн- 

симости Е-=Ё(х} показан на рисунке. Систс- 

му можно рассматривать, например, как два 
последовательно соединенных конденсатора. 





4. Изображение мнимое, Р -= 57. 


Варизнт 3 


1. 5". Углы и центр сетки эквипотенци- 


альны. Поэтому их можно соединить провод- 
ником без сопротивления. не меняя распре- 
деления тока в цени и, следовательно, не 
меняя сопротивления целн 

р 2Рь (Ре + АР) — 

2. Р.: —2РАР - Можно —вос- 
чюльзоваться законом Дальтона (давление 
в сосуде равно сумме парциальных давле- 
иий газов, заполнявших частн сосуда) и за- 
коном Бойля — Мариотта. Знак + соотвег- 
ствует вдвиганию илн выдвигапию поршня. 

пить" с 

3. ит нстема вращается во- 
круг се центра масс, который находится на 

т. 
пи — т: 
сой т;. Поэтому задачу удобнее всего ре- 
шать в системе координат, связанной с цент- 
ром масс. Центростремительное ускорепие 
нарнкам сообщает сила натяжения нити. 

4. Е = < ( 1 =). Заряд внутренней 
сферы можно пайти из условия равенства 
нулю потенциала этой сферы (то есть работы, 
затрачнваемой на перенесение единичного 
положительного заряда ИЗ бесконечности на 
сферу: + > =3 


2 


расстоянни х-- | от шарика с мас- 


Вариант + 


2 
ыС 


„=. Работа силы трения 2Р.ъь-2д8В-п 

1 ЕТ Работа с р р-24Е 

равна начальной кинетической энергни си- 
то? 

стемы 2 2 
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? 
2. А = — 14 зв. Полная энергия 
электрона в атоме равна | 
тих 2ез 
\ — Езин Брот == 2 а: “= 
2? 2е* зе 
Е А 3 
То . 
о) 0-нъ) 
Роз р&15 
Е 


Э. д. с. индукцин, возннкающая в стержнс, 
Е= НИ! 0. Заряд конденсатора 9— ЕС== СН», 
40 


= м = На 


{а — ускорение стержня). Магнитное поле 
действует на этот ток с силой Е = 7Н!-= 
=НРаС. Теперь нужно записать уравиение 
движения стержня мя—Е-= ма и решить его 
отиосительно а. 


поэтому ток В цепи 


К трем 
вопросам 
по физнке 


1. Проще всего с помощью калорнметра. 

2. В системе координат. связанной с до- 
ской. в момент попадания мела на доску он 
имеет скорость у,-=и + (—у). Так как сила 
трения, действующая на мел и на доску, ца- 
правлена вдоль вектора \:, то она не может 
изменить направление скорости мела отно- 
сительно доскн. Прн движенин меняется толь- 
ко величина относительной скорости. Это 
означает, что след мела на доске — прямая 
лнння. составляющая с направлением ДВн- 
жения доски угол © такой, что 

[24 


Ы 
а г 


3. Сопротивление лампочки от карманного 
фонаря мало — несколько ом. Сопротивление 
всей гирлянды — несколько сотен ом. Со- 
противление пальца — несколько тысяч ом. 
При последовательном соедивенин падения 
напряжений на участках цепн пропорцио- 
нальны сопротивлениям участков; поэтому 
на палец, если его сунуть в патрон. придется 
практически все напряжение сети. 
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К вопросу ‹4, Бнбз 
рисунок. 


Можно. См. 





К статье 
«Вечерняя 
математическая школа» 


Г. Трн взвешивания. Нужно не только 
показать. в каком порядке следует взвеши- 
вать монеты, чтобы обойтись тремя взвеши- 
наннями, но и доказать, что двух взвеши- 
ваний недостаточно. 

2. Можно воспользоваться тем, что сере- 
дина отрезка МА лежит на диагоязли АС 
и делит ес в отношении 3:1. 

3. Три решения (не считая одного «вырож- 
деиного», когда чиело людей равно 0). 

4. Четыре решения. Разберите, какие 
остатки при делении на 4 дает число х? 4+? 
в зависимости от четности х и у. 

5. Девять точек пересечения. 

6. См. рисунок: 





7) 
и ] 


ь 
ИИ 


ИИ 
й 
р _ / 


И 
И 
ри Го 
ии ) р / | 
И) 
ИРИ 


; 
/ 


и, 
Г 


7. Например. 299 
восьмеркамн. 
8. Нет. Каждый раз число голов меняется 


на число, кратное 3. 


оканчивается тремя 


Кузпппсстеги 
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Расшифруйте приведенный текст, где каждый столбик из 
трех значков соответствует определенной букве русского ая- 
фавита. Заметим, что расположение значков в столбике связа- 

но с номером буквы в алфавите, 
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По горизонтали: 


4. Секущая; 9. Порядок; 10. Подобие; 11. Фокус; 14. Синус; 15. Номер; 
16. Конус; 19. Сто; 20. Сторона; 21. Икс; 24. Непер; 25. Линия; 28. Фор- 
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р р | 
к статье «Как был пзвешан атом» 


В епсти тиража вгороге номера рисхнок на стр. 30 перенериал 
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ФИЛОСОФСКИЕ ИДЕИ В. И. ЛЕНИНА 
И РАЗВИТИЕ СОВРЕМЕННОЙ ФИЗИКИ 


И. К. КИКОИН 


Физика занимает исключительное 
положение средн многочисленных на- 
ук оприроде. Эта исключительность 
физнкн связана с тем, что она изу- 
чает простейшие и вместе с тем 
наиболее общие свойста матернин. 
Поэтому неизбежно проникновеине 
физики в любой раздел естествозна- 
ния. Сейчас получили права граж- 
данства такие научные дисциплины, 
как биофизика, геофизика, астро- 
физика, химическая физика н дру- 
гие «физики». 

Общензвестно, что физика явля- 
ется матерью техники. Так было 
всегда, но особенно очевидным это 
стало в последние годы в связи с 
рождением ядерной техники, элек- 
тронной техники, лазерной техни- 
ки и Т. Д. 

Такая широта и общность содер- 
жация физики с нензбежиностью долж- 
ны были привести ее к философни, 
которая изучает наиболее общие воп- 
росы теории познания. Об этом свн- 
детельствует вся история развития 
физики. 

Всегда, когда в физику вводи- 
лись новые пояятия и представления 
до этого непривычные, физика тесно 
переплеталась с философней. 

Связь физики и философии осо- 
бенно отчетливо обозначилась в 
ХХ веке, когда закладывались ос- 
новы современной физики: учение 
о строенин вещества, теория отно- 
сительности и квантовая механика. 


Тесная связь между физикой и 
теорией познания — это историчес- 
кая необходимость. Не удивитель- 
но поэтому, что физики, пытаясь 
осмыслить состояние своей науки, 
очень часто обращались к филосо- 
фин. Многие крупнейшие физики 
выпускали снециальные философские 
сочинения. 

Владимир Ильич Ленин был не 
только великим политическим и го- 
сударственным деятелем, но н вс- 
ликим ученым, основоположником 
научного коммунизма. Особая роль 
физикн в развитин как техники, 
так н философии явилась причиной 
пристального внимания Ленина к 
вопросам новой физики (может быть, 
на интерес Ленина к физике в ка- 
кой-то мере повлияло н то, что его 
отец Илья Николаевич Ульянов был 
учителем физики). 

„Ленинский метод научной работы 
особенно близок сердцам физиков. В 
своей теоретической научной работе 
Ленин всегда опирался на опыт, на 
практику как на критерий истины. 
Ленни следующими словами Энгель- 
са поясняет идею «критерия прак- 
тики»: «В тот момент, когда сообраз- 
но восиринимаемым нами свойствам 
какой-либо вещи, мы употребляем 
ее для себя,— мы в этот самый 
момент подвергаем безошибочному 
испытанию истинность или лож- 
ность наших чувственных воспрни- 
ятий... (курсив мой.— Й. К.) ...ус- 


пех наших действий дает доказа- 
тельство соответствия (ОБегепит- 
тип). наших восприятий с пред- 
метной (ведет {апайсн) природой вос- 
принимаемых вещей»*). 

Тут возникает следующий вопрос. 
История науки знает немало прн- 
меров. свидетельствующих © том, 
что явно неправильные с современ- 
ной точки зрения представлення уче- 
ных ириводили тем не менее к ‹успе- 
ху наших действий». 

Для примера возьмем старую те- 
орню магнетизма, по которой на- 
магниченный кусок стали рассмат- 
ривался как магнитный диполь, со- 
стоящий из двух магнитных полю- 
сов или «магнитных зарядов» (но 
аналогии с электрическим динолем). 
Пользуясь этим представлением, фи- 
зики создали магнитостатику, на ко- 
торой базируется вся практика н 
техника использования магнитов. Эта 
практика блестяще гюдтвердила те- 
орню «магнитных зарядов». Между 
тем теперь хорошо известно, что 
никаких магнитных зарядов в дей- 
ствительности не существует. И ког- 
да сейчас говорят о магнитных по- 
люсах, то обязательно оговаривают, 
что это фиктивное понятие. 

Выходит, как будто. что кри- 
терия практики не может служить 
надежной основой для выяснения 
нстинности наших представлений о 
том или ином предмете? Зто, разу- 
меется,.не праздный вопрос. 

Один из крупнейших физиков-те- 
оретиков современности Ричард Фейн- 
ман, пытаясь выяснить, что же такое 
философское толкованне физическо- 
го закона, иллюстрирует значение 
этого вопроса следующим примером. 

«Пусть те, кто настаивает на том, 
что единственно важным является 
лишь согласие теории и эксперимента, 
представят себе разговор между аст- 
ропомом из племени майя и его сту- 
дентом. Майя умели с поразитель- 
ной точностью предсказывать, на- 
нример, время затмений, положенне 


*) В. И. Ленин, Материализм и эмпирио- 
критицизм, гл. 1, $ 2, Собрание сочинений, 
изд. 4, 1. 14, стр. 97—98. 


на небе Луны, Венеры и других 
планет. Все это делалось при по- 
мощи арифметики... У них не было 
ни малейшего представления о вра- 
щениин небесных тел. 

Представьте себе, что к нашему 
астроному приходит молодой чело- 
век и говорит: «Вот, что мне пришло 
в голову. Может быть, все это вер- 
тится, может, это шары из камня... 
и их движение можно рассчитывать 
совсем иначе». Далее, узнав, что 
молодой человек еще не дошел до 
расчетов Движения планет, астро- 
ном майя ответит ему, что мы мо- 
жем и так достаточно точно вычис- 
лять затмения, так что не стоит 
возиться с твоими идеями. 

Как видим, — заканчивает Фейн- 

ман, — нелегкая задача решить, 
стоит или не стоит задумываться 
над тем, что кроется за нашими 
теориями». 
‚. Это и в самом деле нелегкая за- 
дача. Ведь если принять безогово- 
рочно утверждение, что критерием 
нстины является практика, то та- 
кое утверждение, как видно из при- 
веденных примеров, может привести 
к застою в науке. 

Эту нелегкую задачу с блеском 
решил В. И. Ленин. 

Утверждая, что «точка зрения жиз- 
ни, практики должна быть первой 
н основной точкой зрения теория 
познания», Ленин добавляет следу- 
ющий многозначительный абзац. 

«...Конечно, при этом не надо за- 
бывать, что критерий практики ни- 
когда не может по самой сути дела 
подтвердить или опровергнуть лол- 
ностью какого бы то ни было чело- 
веческого представления. Этот крите- 
рнй тоже настолько «иеопределенен», 
чтобы не позволять знаниям чело- 
века превратиться в «абсолют», и 
в то же время настолько опре- 
деленен, чтобы вести беспощадную 
борьбу со всеми разновидностями 
ндеализма и агностицизма *).. .з 


*) Агностицизмом называется философское 
течение, утрерждающее неустранимую огра- 
ниченкость человеческого иознания. 


Кузпесйтв.го 


«...Отсюда,— продолжает Ленин, — 
вытекает признание единственным пу- 
тем к этой истине пути науки, сто- 
ящей на матерналистической точке 
зрення» *) (курсив мой.-— И. К.). 

Так упомянутая нелегкая зада- 
ча была рецкна Лениным, показав- 
шим, как надо применять диалекти- 
ческий метод к теории познания. 

Подавляющее большинство физн- 
ков сознательно илн стихийно руко- 
водствуется именно таким ленинским 
пониманием критерия практики. 

Оит служил Ленину надежной 
опорой, когда он формулировал ос- 
новы своих философских воззрения. 
Иллюстранней к этому может слу- 
жить следующий пример. 

Ленни считал необходимым лро- 
верить историей науки (по есть 
проверить экспериментально, как 
сказал бы физик) одно нз основных 
положений диалектикя, так ипазы- 
ваемсе «единство противололожнос- 
тей». Свою заметку «К вопросу о 
диалектике» Ленин так и начинает: 
«Раздвоение единого н познание про- 
тиворечивых частей его... есть суть 
{одна из «сущностей», одна из основ- 
ных, если пе основная, особенностей 
илн черт) дналектвки... Правильность 
этой стороны содержания диалектики 
должна быть проверена историей 
науки»**). 

Это высказывание Ленипа не было 
простой декларацией. Такую нро- 
верку он сам осуществил в своей книге 
«Материализм ин эмпирнокритицизм», 
написанной в 1908 году. 

Насколько важное значение 
В. И. Ленин придавал этой залаче, 
свидетельствуют следующие его слова 
в статье «Наши упразднители» (1911 
год). «Эта философская «разборка» под- 
готовлялась лавно..., поскольку, нап- 
ример, новая физика поставила ряд но- 
вых вопросов, с которыми должен был 
«сладить» дналектический  матерна- 
лизмь***}. 

*) В. М. Ленны, —Матернализм нп эм- 
пирнокритиинзм, гл. ИН, $6. Собрание сочн- 
нений, изд 4, т. 14. стр. 130. 

**) В.И. Ленин, К вопросу о дуалекти- 
ке. Собрание сочинений. изд. 4. т. 38. сур. 357. 


*”*) В. И. Ленин, Собралие сочинений, изл. 
4, т. 17, стр. 5%. 


И Леннн действительно превосходно 
сладил с этой проблемой в своей 
классической работе «Материализм и 
эмпириокритинизм», которая оказала 
и продолжает оказывать огромное 
влнянНе на развитие науки. 

Написанный в годы крутого пере- 
лома основных физических предсгав- 
лений этот труд дал исчерпывающий 
философский анализ дакных физики 
своего времени. Телерь уже болылин- 
ство физиков не сомневается в том, 
что, по выражению выдающегося фи- 
знка Макса Борна, «физнка нуждается 
в обобщающей философии». Внервые 
такую обобшающую философию физи- 
ки и дал В. И. Ленин в этой своей 
кинге. 

С тех пор основные представленяя 
физики претериели коренные изме- 
нення. Известно, что Ленин назвал 
«гнганзскими, головокружительными» 
успехи физики за последние три де- 
сятилетия Х1Х столетия и первые 
годы ХХ столетня. В еще большей 
мере такую оценку можно дать ус- 
пехам физики за последующие шесть 
десятнлетий, прошедшие после вы- 
хода в свет упомянутой книги Ленина. 

Начало нашего века озиаменова- 
лось величайшей революцией в физи- 
ке, когорая по времени совпала с 
первой нролетарской революцией в 
Россни. В 1905 году была опубли- 
кована знаменитая работа Эйитейна 
«К электродивамике движущихся тел», 
являющаяся основой специальной те- 
орни относительностн. Мы пе можем 
здесь подробно изложить эту теорию. 
Основная сущность се заключается 
в «простой» идес о том, что в движу- 
щихся друг относительно друга си- 
стемах отсчета время течет по-раз- 
ному. Теория относнтельности явн- 
лась революцией потому, что она 
внесла коренные изменения в пред- 
ставления о времени н пространстве— 
этих основных философских и физи- 
ческих понятиях. Сейчас, в 1970 году, 
когда основы теории отноентельности 
уже начинают излагать в курсах физни- 
ки средних школ, когда широко разви- 
ваелся ядерная техника, основанная 
на прямых следствиях этой теорни, 
кажется удивительным, что она была 
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вначале принята физнками «в штыки». 
Многие физики выражали возмущение 
в связи с появлением теории относн- 
тельностн. Даже один из величайших 
физнков начала нынешнего столе- 
тия, создатель электронной теории, 
Г. А. Лорени ие сразу оценил зна- 
ченне этой теорин. В своей книге 
«Теория электронов», выпущенной в 
1909 году, то есть спустя четыре года 
после появления работы Эйнштейна, 
он весьма глухо упоминает о ней. 
И это тот Лоренц, который выковал 
для теорин относительности самое мо- 
гучее оружне — так называемые «пре- 
образования Лоренца». 

Позднее Лоренц по достоинству 
оценил значенне теории относитель- 
ности. Так, при переиздании своей 
книги в 1915 году Лоренц отметил: 
«Если бы мне предстояло написать 
эту последнюю главу теперь, я, 
конечно, поставил бы на гораздо бо- 
лее видное место теорию относитель- 
ности Эйнштейна, с помощью которой 
‚теорня электромагнитных явлений в 
движущихся системах получает та- 
кую простоту». 

Замечательно, что Ленин, не будучи 
специалистом физнком, спустя всего 
два с лишним года после опубликова- 
ния работы Эйнштейна следующими 
словами оценил ее огромное револю- 
ционное и философское значение: 
«..как ни необычно ограничение ме- 
ханических законов движения одной 
только областью явлений природы и 
подчинение их более глубоким за- 
конам электромагуитных явлений и 
Т. д., — все это только лишнее под- 
тверждение диалектического матерниа- 
лизмая*). 

В течение многих лег теорня от- 
носительности порождала обширную 
литературу, в которой отразилась 
ожесточенная борьба на философском 
и физическом фронтах. Эта литера- 
тура имеет сейчас главным образом 
нсторический нитерес, и мы не будем 
на ней останавливаться. Но следует 
напомнить, что В. И. Ленин и в даль- 


*) В. И. Ленин, Материализм н эмпи- 
риокритниизм, гл. \, $ 2, Собрание сочние- 
ния, изд. 4, т. 14, стр. 248. 
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нейшем продолжал считать автора 
теорин относительности «великим пре- 
образователем естествознания». 
Например, в 1922 году в работе 
«О значении воннствующего материа- 


лизма», касаясь статьи физика 
А. К. Тимирязева, посвященной 
теорин относительности, Ленин 


пишет: «Если Тимирязев в первом 
номере журнала должен был огово- 
рить, что за теорию Эйнштейна, ко- 
торый сам, по словам Тимирязева, 
никакого активного похода против 
основ материализма не ведет, ухва- 
тнлась уже громадная масса предста- 
витслей буржуазной интеллигенции 
всех стран, то это относится не к од- 
ному Эйнштейну, а к целому ряду, 
если не к большинству великих пре- 
образователей естествознания, начи- 
ная с конца Х[Х века»*) (курсив мой. 
— И. К.). Только великий мыслитель 
мог дать исчерпывающий анализ дан- 
ных современной ему науки. 

Революцию, сравнимую с теорней 
относительности, совершила в физн- 
ке н квантовая механика. Уже упо- 
мниавшийся ранее Ричард Фейнман 
свидетельствует, например, что «...бы- 
ло время, когда газеты писали, что 
теорию относительности понимают 
только двенадцать человек». Фейнман 
не верит этому и считает, что после 
того, как ученые прочитали статью 
Эйнштейна, многие так или иначе 
поняли теорию — относительностн. 
«Но,— продолжает  Фейнман,— мне 
кажется, я смело могу сказать, что 
квантовой механики никто не пони- 
мает». 

Это очень честное заявление одного 
нз крупнейших физиков-теоретиков, 
столь много сделавшего для развн- 
тия квантовой электродинамики, весь- 
ма многозначительно. 

Далее Фейнман поясняет, что зна- 
чит «понимать» квантовую механику. 
Это значит найти ответ на воирос: 
«Как же так может быть?» 

Современная физика — это кванто- 
вая физика. Успехи квантовой ме- 


*) В. И. Ленин. Собрание сочинений, 
изд. 4, т. 33, стр. 207. 


ханики можно назвать исключитель- 
ными. Она позволила раскрыть тайну 
строения атома. Пользуясь квантовой 
механикой, можно с любой степенью 
точности рассчитать атом, то есть 
вычислить детальную электронную 
структуру атома. Эти вычисления на- 
ходятся в потрясающем по точности 
согласни с экспериментом. 

Вся современная квантовая электро- 
ника с ее разнообразными технинес- 
кимн применениямин (лазерами, ма- 
зерами и т. п.)— это продукт кван- 
товой механики. Квантовая механика 
етце не стала объектом изучения в шко- 
ле, но ее приложения изучаются уже 
в технических вузах. И при всем 
том крупнейший авторитет в этой 
области физики утверждает, что ее 
никто не понимает! 

Понытаемся разобраться, в чем прн- 
чины непонимания квантовой меха- 
НИКН. 

Дело в том, что уже при самом ес 
зарождении квантовая механика со- 
держала противоречия. Обратимся, 
например, к простейшему проявле- 
нию квантовой природы света — к 
фотоэлектрическому эффекту. \ 

Теорня фотоэ4 фэкта, развитая Эйн- 
штейном, состоит в том, что иоток 
света частотой у рассматривается как 
поток «частиц», —фотонов, энергия кс- 
торых Е = Я\(й — постоянная Планка). 
Когда фотоны достигают поверхности 
металла, некоторая часть нх ногло- 
щается электрошами. Вследствие этого 
кинетическая энергия электрона, по- 
глотившего фотон, увеличивается на 
величину йух. Обладая такой энергией, 
электрон может покинуть металл и 
вылететь наружу. При этом он те- 
ряет часть прнобретенной энергин, 
затратив ес на «работу выхода» А. 
Поэтому максимальная кинетическая 
энергия, с которой электрон вылетит 
нз металла, равна 


ей ти? -- 1х — А 


Это знаменитая формула Эйнштейна 
для фотоэффекта, которая подтвер- 
ждается многочисленными эксперн- 
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ментами и лежит в основе бесчислен- 
ных применений этого эффекта. 

Так вот, если вдуматься в смысл 
формулы Эйнштейна (она была по- 
лучена им тоже в 1905 году), то сра- 
зу становится ясным ее противоре- 
ЧИВОСТЬ. 

Входящая в эту формулу величина 
Е- Ну — это энергня «световой час- 
тицы» (фотона), а величнна у — часто- 
та света, состоящего из частиц. 
Но частота — это величина, характе- 
ризующая волну. Понятие частоты 
света появилось после того, как в 
Х!Х столетви было установлено, что 
свет представляет собой процесс рас- 
пространения колебаний. Такой про- 
цесс и называется волной. Но волна, по 
самому смыслу этого понятия, зани- 
мает болыпую область пространства, 
а если говорить строго, то даже все 
пространство. Частица же — это не- 
что такое, что локализовано в прост- 
ранстве, то есть занимает малый объем. 
Поэтому основное выражение Е--йу, 
связывающее энергию фотона (то есть 
частицы) с частотой световой волны, 
представляется с точки зрения «здра- 
вого смысла» абсурдным. 

Фотоэлектрические явления неоп- 
ровержимо доказали, что свет пред- 
ставляет собой поток частиц. 

С другой стороны, существуют столь 
же неопровержимые эксперименталь- 
ные доказательства того, что свет 
представляет собой волновой процесс. 
Действительно, самое характерное 


‚свойство волны заключается в сле- 


дующем: если наложить две волны 
друг на друга так, чтобы гребень 
одной совпал со впадиной другой 
(рис. 1,а), то волнение вовсе прекра- 
тится (рис. 1,6). И, наоборот, когда 
гребни одной волны совпадают с греб- 
нями другой, волнение усиливается. 
Это хорошо известное явление назы- 
вается иитерференцией волн. 
Можно утверждать, что если в опыте 
наблюдается явление интерференцин, 
то мы имеем дело с волной. 
Волновая теория света утвердилась 
в науке после того, как было показа- 
но, что некоторые точки экрана, ос- 
вещаемого — одновременно двумя 
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одинаковыми источниками света, 
оказываются темными (рис. 2), тогда 
как при действии каждого из ис- 
точников в отдельности экран ос- 
вещен равномерно. 

Практика, следовательно, привела 
к необходимостн понять парадоксаль- 
ный факт. что как волновая, так н 
квантовая теория света верны, а фор- 
мула Е- йу устанавливает связь меж- 
ду этими протнворечивымн теориями. 

Этот вызов «здравому смыслу» дос- 
тнг своей кульминации в 1924 году, 
когда двойственное понятие «волна — 
частица» путем теоретических рассуж- 
дений было распространено на элект- 
роны и атомы. Другими словами, 
атом и электрон, которые с момента 
нх открыгия обладали всеми свойст- 
вами частини, должны были вести 
себя и как волны. И очень скоро 
эксперименты подтвердили эти вы- 
воды. 

Физики должны был® более глу- 
боко осмыслить возникшую ситуацию, 
что и привело к созданию современ- 
ной квантовой механики (нлн, как 
она рансе называлась. волновой ме- 
ханикн). 

Основы квантовой мсханнки были 
заложены в 1925—1927 годах. Сущест- 
венный вклад в ее развитие внес не- 
мецкий физик Вернер Гейзенберг сво- 
ей формулировкой так называемого 
соотношения неопределенности, во- 
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круг которого разгорелась обширная 
фнлософская дискуссия. Многих из- 
вестных физнков это соотношение ири- 
вело в лагерь философских идеали- 
СТОВ. 

На первый взгляд соотношение не- 
определенности имеет следующий со- 
вершенно безобидный вид: 

АхХАрс в 
21 

Здесь Ах — неопределенность (не- 
точность) координаты частицы, Ар — 
неопределенность импульса (или ско- 
рости} частицы и Я — постоянная 
Планка. В переводе на обычный язык 
это означает, что нельзя в одно и то 
же время точно узнать место и ско- 
рость движения частнцы. Другимн 
словами, ссли мы попытаемся за- 
фиксировать частицу в каком-то он- 
ределенном месте, то наша нопытка 
приведет к тому, чго мы не сможем оп- 
ределить. куда и с какой скоростью 
она затем полетит. Наоборот, если 
мы заставим частицу двигаться очень 
медленно с определенной скоростью, 
то мы не сумеем указать, гле она на- 
ходится, то есть частица будет пред- 
ставляться расплывчатой. Отеюда 
уже легко сделать «простейшее» за- 
ключение явно ндеалистического ха- 
рактера о том, чзо знания человека 
принциииально ограничены, раз нам 
не дано ответить на такой простой 
вопрос. Болес того, отсюда же можно 
сделать заключение, столь же ндса- 
листическое по своему смыслу, что 
событня в мире непредсказуемы, то 
есть нарунается принции причин- 
НОСТИ. 

Действительно, мы привыкли к тому, 
что классическая механика позволя- 
ет нам предвидеть будущее движение 
тела, если известны его начальюе 
положение и скорость, а также дей- 
ствующие на него силы. На этом ос- 
нована вся механика. Так, например, 
успехи космонавтики основаны на ‘том, 
что, зная место старта ракеты (на- 
чальные координаты) и задав ей из- 
вестную начальную скорость, мы мо- 
жем по законам классической ме- 
ханикн заранее иредвидеть, где бу- 


дет находиться ракета в любой момент 
времени. 

Иное дело с частицей, подчиняю- 
щейся квантовой механике. Раз мы, 
в соответствии с соотношением неопре- 
деленности, не можем точно указать 
ее координаты и скорость, то, оче- 
видно, мы не можем предсказать, 
какими они станут в будущем. Не- 
трудно догадаться, что все это явля- 
ется следствием того, что частицы 
(электроны, атомы, нейтроны мт. д.) 
обладают волиовыми свойствами. 

В самом деле, рассмотрим следую- 
щий грубо схематизированный опыт, 
который лем не менее очень недалск 
отдействительно осуществляемых опы- 
тов. Представим себе (рис. 3}, что через 
два отверстия в экране пролетают 
электроны, нспускаемые каким-то ис- 
точником, например, накаленной про- 
волочкой. Из каждого отверстия эле- 
ктроны могут лететь во всех направ- 
лениях. Позади экрана мы можем 
передвигать счетчик электронов па- 
раллельно экрану с отверстиями. Счет- 
чик электронов позволяет регистри- 
ровать каждый попавший в него элек- 
трон. Значит, число электронов мож- 
но непосредствения сосчитать. 

Естественно полагать, что каждый 
электрон, попадающий в счетчик. 
прошел через одно из двух отверстий. 
Поэтому, если мы сосчитаем число 
электронов, попавших в счетчик че- 
рез первое нз отверстий при закрытом 
втором, затем проделаем тоже самое 
с электронами, нопавшими в счетчик 
через второе отверстие прн закрытом 
первом, то мы вправе ожидать, что 
число электронов, попавших в счет- 
чик через оба отверстия, будет равно 
сумме показаний счетчика. Этого тре- 
бует здравый смысл. Мы уверены, что 
так было бы. если бы мы стреляли 
нз пулемета через броневой щит с 
двумя отверстиями, за которым в 
каком-нибудь месте помещен ящик с 
песком, где застревают пролетевшие 
пули. Можно не сомневаться в том, 
что число пуль, попадающих в ящик 
с песком прн открытых обоих от- 
верстиях в щите, равно сумме чисел 
пуль, попадающих в тот же ящик 
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через каждое из отверстий в отдель- 
ности (конечно. за один и тот же про- 
межуток времени, скажем, за час). 

Но когда мы чстреляем» электро- 
нами, этого не получается Больше 
того, может оказаться, что установ- 
ленный в надлежащем месте счетчик, 
зарегистрировавший одинаковое чис- 
ло электронов при их прохождении 
через каждое отверстие в отдельности 
(когда одно из отверстий закрыто), 
не зарегистрирует ни одного электро- 
на, когда открыты оба отверстия 
(рис. 3). 

Естественно возникает вопрос: как 
это может быть? 

Нетрудно усмотреть здесь то же 
явленне, которое наблюдаегся ири 
освещении экрана двумя одинаковыми 
источниками света, то ссть явление 
интерференции. 

Попытаемся теперь ответить на воп- 
рос, почему непонятна квантовая ме- 
ханика. Это нам поможет найти корни 
идеалистических выводов. к которым 
пришли некоторые философы н фн- 
зики, анализируя создавиееся в фи- 
зике положенне. 

Основная труднюсть понимания рас- 
смотренных выше физических явле- 
ний заключается в том, что мы пыта- 
лись при их анализе пользоваться 
геми же понятиями, к которым мы 
привыкли в повседневной жизни. Мно- 
говековой опыт человечества привел 
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к тому, что человек считает для себя 
понятным то, что он может предста- 
вить себе в виде геометрического 
или механического образа. Этот опыт, 
практика нзучения окружающего ми- 
ра привели к созданию ряда понятий, 
прн помощи которых реальный мир 
отражается в мозгу человека. Но до 
ХХ века человечество занималось 
лишь макроскопическими телами, 
движущимися со сравнительно неболь- 
шими скоростями. Макроскопически- 
ми называются тела, которые можно 
‚видеть, определить их форму и разме- 
ры (создать геометрический образ) и 
изучить их движение (создать механи- 
ческий образ). К этому опыту были 
приспособлены и соответствующие 
понятия. 

Механика Ньютона, разработанная 
применительно к движению макроско- 
пических тел, установнца, что механн- 
ческое состояние тела однозначно 
определяется его координатами и им- 
пульсом (нлн скоростью, если массу 
тела счнтать неизменной). 

Но вот мы перешли к миру объек- 
тов, подчнняющихся квантовым за- 
коиам, чуждым механике Ньютона. 
Человеческий опыт не успел еще вы- 
работать образы объектов и понятия, 
соответствующие этому миру. 

Если опыт показывает, что эти 
объекты обладают и свойствами час- 
тиц н свойствамн перноднческих волн, 
то в действительности они не волны 
и не частицы, а должны быть чем-то 
иным, «единымв противоположностях», 
И действительно, если внимательно 
рассмотреть экспериментальные до- 
казательства того, что электрон есть 
обычная механнческая частица, то 
мы убедимся, что это весьма косвен- 
ные доказательстег. Скорее всего то- 
лько глубокое убеждение физиков в 
атомистическом строении вещества 
привело их к выводу, что опыты с 
электронами (и атомами тоже) свиде- 
тельствуют о том, что они являются 
частицами в обычном механическом 
смысле. 

Даже Эйнштейн не мог отречься от 
«механической» точки зрения на дви- 
жение электрона. Он часто качал 
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головой ин говорил: «но ведь не га- 
дает же бог «орел — решка», чтобы 
решить, куда должен двигаться эле- 
ктрон». 

В наше время достоверность ре- 
ального существования атомов, элек- 
тронов, протонов может соперничать 
с достоверностью системы Коперннка 
в астрономии. Но это не значит, 
что мы можем представлять себе эти 
объекты как ‘уменьшенную модель 
астрономических тел. Мы до сих пор 
никак не можем их себе предста- 
вить; они ни на что непохожи. И в 
этом природа не виновата! 

Было бы, конечно, выражением 
высшей степени философского идеа- 
лизма считать, что природа должна 
так приспособиться к человеческому 
разуму, чтобы он мог образно предста- 
вить себе все ее объекты. Именно по- 
тому, что мы не можем представить 
квантовые объекты в виде геометри- 
ческих и механических образов, мы 
считаем их непонятными. 

Но если это так, то какие у нас- 
основания предполагать, что состоя- 
ние движения квантовых объектов 
должно определяться теми же ве- 
личинами, то есть координатами и 
нмпульсом, которыми определяется 
состояняе обычных тел? Словом, воп- 
рос «каковы координаты и импульс в 
данный момент времени?» примени- 
тельно к квантовым объектам — не- 
законный вопрос. Ведь не всякий 
вопрос правомерен. Например, нель- 
зя ответить на вопрос «какого цвета 
пулковский мериднан?». Но нз этого 
не следует, что возможности познания 
человека ограничены! 

В такой же мере, по-видимому, 
неправомерен вопрос «каковы коордн- 
наты н импульс электрона?». 

К создавшейся ситуации в кванто- 
вой механике как нельзя лучше при- 
менимы слова Ленина, сказаиные им 
по аналогичному поводу: «Движение 
тел превращается в природе в движе- 
ние того, что не есть тело с постоян- 
ной массой, в движение того, что есть 
неведомый заряд неведомого электрн- 
чества в неведомом эфире, — эта дн- 
алектика материальных превращений, 


пролелываемых в лабораторни и на 
заводе, служит в глазах идеалиста 
(как и в глазах широкой публики, 
как н в глазах махистов) подтвер- 
ждением не материалистической ди- 
алектики, а доводом против материа- 
лизма...з *). Из того, что было ска- 
зано выше, ясно, что «непонятность» 
квантовой механики не дает никаких 
оснований для идеалнстических вы- 
водов об ограниченности возможности 
познания природы. 

Также лишен основания идеалнсти- 
ческий вывод о нарушении принципа 
причинности, то есть о непредсказуе- 
мостн событий. 

По квантовой механике состояние 
системы вполне определяется спецн- 
альной величиной, так называемой 
волновой фулкцией. Для нее имеется 
уравнение, решив которое, физик 
вполне может предвидеть, какой у 
него получится результат опыта. И не 
было случая, чтобы уравнения кван- 
товой механики подводили экспери- 
ментаторов! 

Здесь вполне уместно следующее 
высказывание Ленина о современ- 
ной ему новой физике: «... все это мно- 
го мудренее старой механики, но все 
это есть движение материи в простран- 
стве и во времени»**). 

В наши дни все больше и больше 
физиков всего мира становятся на 
познции диалектического материализ- 
ма. В свое время Ленин показал, что 
современные ему физики не сумели 
«прямо и сразу подняться от мета- 
физического материализма к диалекти- 
ческому материализму». Ноон предвни- 
дел, что «этот шаг делает ин сделает 
современная физика». 

Это предвидение Ленина сбылось! 


*) В. И. Ленин, Матернализм н эмпи- 
рнокритицизм, гл. У, $ 4, Собрание сочине- 
ний, изд. 4, т. 14, стр. 268. 

*") Там же. 


ДВЕ ЛЕГЕНДЫ 


Известно, что телант за- 
мечательного русского ма- 
тематика Михаила Василье- 
вича Остроградского проя- 
вылся еще во время пребы- 
вания его в Париже. Об- 
стоятельства пребывания 
Остроградского в Париже 
недостоверны, хотя на сей 
счет существуют две леген- 
ды. Вот оным. 


Когда на пути в Париж 
Остроградский был обобран 
своим попутчиком, то не 
стал возвращаться домой, г 
продолжал свой путь «по 
способу пешего хождення» 
и прибыл к цепи своего пу- 
тешествия без гроша в кар- 
маце. В Париже он нанялся 
в лакен к Лапласу. 


В то время Лаплас был 
постоянно занят решением 
одного весьма — трудного 
вопроса нз небесной меха- 
ники. Ох бился несколько 
дней, исписывая мелом боль- 
шую доску, но вычнсления 
оказывались слишком дпнн- 
ными, и желанного разуль- 
тата Лаплас так м не смог 
получить. Каковы же были 
его удивление м радость, 
когда однажды, придя до- 
мой он увидел на доска 
доведенное до конца пре- 
образование его формул с 
давно уже предвыденным 
им результатом. Лаплас был 
изумлен, когда выяснилось, 
что этот результат получен 
его лаквем. 


А вот другая легенда. 

Лаплас имел обыкновение 
задавать своим слушателям 
задачи для решения в ауди- 
торим. Одно время он стал 
замечать, что едва он успе- 
ет продиктовать задачу, как 
поднимается большая фигу- 
ра кс целой копной на голо- 
ве» м отвечает на по- 
ставленную задачу. После 
одного из таких случаев 
Лаплас заннтересовался 
«большой фигуроюю —на- 
столько, что пригласыл не- 
знакомца к себе домой. Им 
оказался не кто иной, как 
Михаил Васильевич Остро- 
градский, 

Так было или иначе, но 


два больших ученых стали 
большими друзьями. 
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В конце серьезной м толстой книги, 
посвященной функциональному анализу, 
напечатаны следующие строки: 


Теорема о сватовстве. Пусть п юношей дружат с де- 


вушкамн. Предположим, что для каждой группы, состоящей. 


мз ^ юношей (^ =1, 2,...,”] имеется по крайней мере ^ девушек, 
имеющих друзей среди этих юношей. Тогда каждого юношу 
можно женить на девушке, с которой он дружит "]. 


С первого взгляда это может показаться шуткой. 
Но уже в следующей важной теореме 

одни множества называются «юношами», 

а другие «девушками», 

и после того, как их удается поженить, 

весьма ловко завершается трудное доказательство. 


Логический путь 

от олимпиадных задач, доступных семикласснику 
м повторяющих идею «теоремы о сватовстве», 
до замечательных комбинаторных методов, 
открытых не так давно 

и решающих важные экономические задачи, 
оказывается очень недлинным. 


Попробуйте проследить его, 
но учтите, что этот путь не прост — 
местами он круто поднимается в гору. 


кудпегосстю.ги 


1. ТЕОРЕМА О СВАТОВСТВЕ 


Давайте обдумаем формулировку 
теоремы. Имеется компания, состо- 
ящая из п юношей, каждый из ко- 
торых дружит с одной или с несколь- 
кими девушками. Интересующий нас 
вопрос состоит в следующем: при 
каких условиях каждый из п юношей 
может выбрать себе невеспцу из чис- 
ла своих подруг (так, разумеется, что- 
бы ни одна девушка не была выбрана 
сразу двумя юношами). 

Попробуйте выяснить, возможно ли 
устроить такое сватовство в двух 
примерах а) н 6), приведенных на 
рис. 1. Здесь л=6; девушки и юноши 
нзображены точками, и от каждой 
девушки проведены стрелки к тем 
юношам, которые с нею дружат. 
Устроить сватовство — значит, выб- 
рать (например, обвести карандашом) 
шесть стрелок, идущих от шести 
разных девушек ко всем шести 
разным юношам. 

Оказывается, что для примера а) 
это сделать можно *). А в примере 
6), сколько бы мы ни старались, 
поженить всех юношей не удастся. 
Не трудно объяснить, почему. Дело 
в том, что четверо юношей — Илья, 
Коля, Марк и Никита—дружат толь- 
ко с тремя девушками — Бэлой, Ве- 


*) Одно нз решений задачи указано на стр. 
18 (рнс. 2). Существмют и другие решения. 
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рой и Дашей; поэтому одновременно 
выбрать невест ‘для всех четверых 
нельзя. 

Точно так же в общем случае: 
чтобы можно было устроить сватов- 
ство п юношей, должно выполняться 
следующее необходимое усло- 
вне. Возьмем любую группу, состо- 
ящую их А юношей. Объединим - 
вместе всех девушек, каждая из ко- 
торых дружит хотя бы с одним юно- 
шей из этой группы. Этнх девушек 
должно быть не менее А (иначе уже 
этим А юношам не хватило бы невест). 

Оказывается, что это естественное 

| 


необходимое условие является и Дос- 
таточным. Если у любых Ё 
юношей (1<#№= п) имеется не менее 
№ подруг, то можно так органнзо- 
вать сватовство, что каждому юноше 
достанется по невесте. 

В этом и состоит «теорема о сва- 
товстве» *), первое доказательство ко- 
торой мы сейчас приведем. Прежде, 
чем его читать, постарайтесь до- 
казать эту теорему сами. 


2. ПЕРВОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 


Будем рассуждать по индукции. 
При п=| теорема, очевидно, верна. 
Пусть она верна для любого числа 
юношей, меньшего п. Докажем, что 
она верна и для п юношей. 


*) Ее называют также «теоремой о различ- 
ных представителях» или теоремой Холла. 


Рис. 1 





Могут быть только два случая: 

Случай!. При некотором № 
(1<=<5п) найдется группа из А юно- 
шей, которые дружат (все вместе) 
точно с # девушками. 

Обозначим множество этих юношей 
через Ю,, а множество их подруг — 
через Д». Для группы юношей Ю, 
выполнено индукционное предполо- 
жение. При этом их невесты исчер- 
нывают все множество Д» (в нем ровно 
Е девушек). Выбросим из рассмотре- 
ния этих юношей и девушек и до- 
кажем методом «от противного», что 
для оставшихся п — # юношей вы- 
полнено условие теоремы. 

Отберем из этих пл — # юношей 
компанию, содержащую г юношей. До- 
пустим, что число их подруг $ ока- 
залось меныше г. Вернемся назад 
и объединим этих г юношей с груп- 
пой КЮ,. В новой группе окажется 
г} юношей. Так как в множестве 
Дь содержатся все подруги юношей 
из Ю» (н, возможно, еще какие-то 
подругн г юношей из отобранной 
компании), то у этих А-рг юношей 
в самом начале было А+-5$ подруг. 
По исходному условию #-+-7<А- $. 
Следовательно, г<$. Получилось про- 
тнворечие с предположением 5<г. 
Значит, в этом случае теорема верна. 

Случай 2. Любая группа из 
& юношей (1<<лп} дружит не ме- 
нее чем с А-+-1 девушкой. 

В этом случае все просто. Женим 
любого юношу на любой его подруге. 
Исключим эту пару из рассмотрения. 
Докажем, что для оставшихся п—1 
юношей выполнено условие теоремы. 
Возьмем любую группу из # юношей 
(А="—1. В самом начале у них 
было не менее АГ! подруг. Даже 
если невеста выбранного юноши по- 
пала сюда, то останется еще А де- 
вушек. Это полностью доказывает 
теорему. 

Вероятно, вам пришлось потратить 
некоторые усилия на то, чтобы разо- 
браться в этом доказательстве. Но, 
кроме того, что доказательство не- 
просто, оно страдает важным недо- 
статком — из него не видно просто- 
го способа узнавать, выполняется 
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ли для каждого конкретного случая 
условие теоремы о сватовстве, а если 
выполняется, то как осуществить вы- 
бор невест. Например, чтобы прове- 
рить, что для компании юношей и 
девушек на рисунке 1,а выполняет- 
ся условие теоремы, нужно пере- 
брать все непустые подмножества (а их 
2‘—1|=63) множества юношей и для 
каждого из этнх подмножеств юно- 
шей проверить, что у них достаточно 
подруг. Но даже если проделать это 
и убедиться, что в принципе устро- 
нть все свадьбы можно, то мы не. 
получим отсюда никаких указаний, 
кого на ком женить. Правда, в дан- 
ном примере а} вам, несомненно, лег- 
ко удалось подобрать нужные шесть 
пар (существует даже несколько воз- 
можных вариантов}, но когда мно- 
жества очень большие, то случай- 
ный подбор отнимает слишком много 
времени. Особенно важно иметь чет- 
кое и экономное правило выбора, что- 
бы поручить решение задач такого 
типа вычислительной машине. 

Мы построим некоторый алгорифм*), 
который не только заново докажет 
теорему о сватовстве, но и даст быст- 
рый способ устроить нужное сватов- 
ство, а если этого сделать невозмож- 
но, то укажет вариант максимально 
возможного колнчества свадеб. 


3. СВАДЬБЫ И ГРАФЫ 


Систему точек, которые каким-нн- 
будь способом соединены стрелками, 
называют ориентированным — гра- 
фом *}. В этом случае точки называ- 
ются вершинами графа, а отрезки — 
его дугами нли ребрами. Примеры 
ориентнрованных графов изображены 
на рассмотренном уже рисунке 1, а 
также на рисунках Зиб5. В случае 
рисунка | множество всех вершин 
графа удалось разбить на два множе- 
ства — девушек и юношей — так, что 
ребра ндут от точек одного множества 
к точкам другого. В такой ситуации 


*) Последовательность действий для ре- 
шения определенного типа зздач. Москвичи 
обычно пншут алгоритм, лениградцы — ал- 
горифм. В настоящей статее принята вторая 
транскрипция. 
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граф называют простым или двудоль- 
ным, а задачу, которая нас до сих 
пор занимала, — благополучно устро- 
ить личную жизнь максимально воз- 
можного числа девущек и. юношей 
зодачей о максимальном паросочета- 
нии. 

Задачу о сватовстве можно форму- 
лировать с помощью графа следующим 
образом. Выбор каждой пары «де- 
вушка — юноша» означает выбор реб- 
ра графа. Припишем каждому вы б- 
ранному ребру графа число 1, 
а каждому из остальных — число 0. 
Устронв все свадьбы, мы получаем 
функцию, областью определения ко- 
торой являются все ребра графа, а 
множеством значений — два чнс- 
ла О и 1*). Как в терминах этой 
функции поставить все остальные ус- 
ловия задачи? Нам кадо, чтобы каж- 
дый юноша выбрал себе девушку, а 
каждая девушка оказалась выбран- 
ной не более чем одним юношей. Дру- 
гнми словами, для каждой вершины 
графа, изображающей девушку, сумма 
значений функций по всем ребрам, 
выходящим из нее, должна быть ке 
более единицы, а для каждой верши- Рис. 3 
ны, изображающей юношу, сумма зна- 
чений функции по всем ребрам, входя- 





|. Поступили рабочие чертежи. 

щим в нее, в точности равна единице 2. Готовы подъездные пути. 

Я 3. Огорожена стройнлощадка 

Таким образом, наша задача фор- 4. Вырыт котлован 

мулируется как задача нахождения Боско а 
некоторой функции, заданной на реб- 1001. Закончен монтаж оборудования 
ь т Ея р 1002. Демонтиронан кран. 
рах графа и удовлетворяющей неко- 1003. Очищева терраториз. 


торым неравенствам**). | 
Одно из решений этой задачи (в 

случае примера а)) изображено на 

рисунке 2, где выбранные ребра - 

голубые. Искомая функция имеет сле- 

дующинй вид: 

Аня — Коля, Бэла — Илья, 

Вера — Лева, Даша — Ося, и] 

Жанна — Марк, Зина — Никита, 

Аня — Нокита, ` Вера — Илья, 

Галя — Коля, Даша — Лева, ->0 

Даша — Марк, Даша — Никита, 

Ева — Леза, Жаниа — Лева 


*) См. статью А. Н. Колмогорова 
«Что такое функция» в № | «Кванта». 

**) Заметим, что равечство {=1 можно за- 
АЕ ы ыы системы двух нерзвенств: 

Ги {=1. 
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Рис. 4 
Нам пора оставить в покое матрн- 


мониальную тематнку. С помощью 
графов изображают самые разные сн- 
стемы связей. Например, при конт- 
роле за выполнением сложного ком- 
плекса работ отдельные промежуточ- 
ные этапы обозначают вершинами гра- 
фа, а стрелками соединяют те из них, 
которые зависят друг от друга (рис. 3). 
На графе, помещенном на стр. 14 
(заставка к настоящей статье), по- 
казано, как связаны ее части; из 


него сразу видно, например, что п. 3: 


можно читать независнмо от того, 


понятен ли п. 2. Когда задан граф, - 


то для иего часто ставятся задачи, 
которые математически сводятся к 
разысканию функции, удовлетворяю- 
щие некоторым неравенствам. Одну 
из них — задачу о сватовстве мы 
рассмотрели. Поставим еще подобную 
задачу (не решая ее). г 

Задача. Обойти ходом коня шах- 
матную доску 8%8, начав и кончив 
в заданных клетках. 

Рисуем граф (рис. 4) с 64 вершина- 
ми (поля шахматной доски) и сое- 
диняем ребрами (в данном случае — 
прямолинейными отрезками) каждую 
вершину с теми, в которые можно 
попасть ходом коня. Пока мы не 
приступили к решению задачи, на- 
правление движения нам неважно, 
и можно рисовать ребра графа без 
стрелок (неориентированный граф); а 
можно нарисовать на каждом ребре 
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пару стрелок двух противоположных 
направления. 

Искомая функция должна давать 
для каждой промежуточной вершины 
число 2, а для начальной и для ко- 
нечной — единицу. 


4. СЕТИ И ПОТОКИ 


Сейчас мы рассмотрим некоторые 
специальные виды графов — сетн н 
специальный вид функции на таком 
графе — потоки. Взглянем снова на 
граф (см. стр. 14). У него есть две 
крайние вершины — «вход» (1. Теоре- 
ма о сватовстве) и «выход» (Задачи). 
Орнентированный граф с входом н вы- 
ходом называют транспортной се- 
тью или просто сетью. Пример такой 
сети нзображен на рисунке 5, а. 

Потоком на данной сети `называют 
функцию на ребрах графа, принима- 
ющую (в простейшем случае) зна- 
чения О н [Г и удовлетворяющую 
следующему условию: для каждой 
промежуточной вершины (т.е. от- 
личной от входа и выхода) сумма зна- 
чений потока по всем ребрам, вхо- 
дящим в эту вершину, равна сумме 
значений по всем выходящим из нее 
ребрам. 

Названия «транспортная сеть» и 
«поток» можно пояснить следующим 
образом. 

Представим себе город с развитой 
снстемой улнц (ребер) и перекрестков 
(вершин), причем на каждой улице 
установлено одностороннее движс- 
нне и имеются только один въезд 
в город и одии выезд из города. 

Через город проходит непрерыв- 
ный поток машин, причем движение 
организовано так, что нн на одном 
перекрестке не образуется пробки. 
В рассматриваемом простейшем слу- 
чае мы предполагаем, что все улицы, 
через которые идет поток, загружены 
одинаково (имеют одинаковую про- 
пускную способность, которая ус- 
ловно принимается за единицу). 

В более общем случае каждому 
ребру приписывается целое положи- 


тельное число — вес или пропусквая 
способность. (В нашем примере 
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пропускная способность улицы — это 
количество машин, которое может 
проехать через «поперечное сечение» 
улицы за единицу времени.) 

Вместо того чтобы сказать «на 
сетн задан поток», принято говорить 
«через сеть пропущен поток». Оче- 
видно, поток ничего не оставляет в 
промежуточных вершинах, а следо- 
вательно, приносит в выход столько 
единиц, сколько ушло через вход. 
Зта сумма значений потока по всем 
ребрам, выходящим из входа, рав- 
ная сумме зпачений по всем ребрам, 
входящим в выход, называется ве- 
личиной потока. 

На рисунке 5,6 изображен поток 
на сети рисунка 5,а. Ребра сети, 
на которых значения этого потока 
равны |, изображены голубым цве- 
том. Величина потока равна 3. 

„Легко сообразить, что дяя того, 
чтобы по сети можно было пропустить 
поток величины д, должно выполнять- 
ся следующее исобходимое условие: 
если выключить из сети любые А 
ребер, где А<п, то из входа можно 
пройтн в выход по оставшимся ребрам. 

Замечательно, что (так же, как в 
теореме о сватовстве) это необходимое 
условие оказывается достаточ- 
ным. 

Ряд реальных экономнческих за- 
дач приводит к отысканию макси- 
мального потока, т. е. нотока наи- 
больней возможной величины, ко- 
торый возможно пропустить через 
данную сеть. 

Описаннем алгорифма, дающего воз- 
можность построить максимальный по- 
ток, мы сейчас и займемся. 


5. АЛГОРИФМ 
ФОРДА — ФОЛКЕРСОНА 


Пусть у нас есть транспортная сеть 
(рис. 5,2). Нашей залачей является 
построение для пее максимальпого 
потока. 

Пустим по этой сети какой-ни- 
будь начальный ноток (в крайнем 
случае нулевой, т.е. такой, значе- 
ния которого па каждом ребре рав- 
ны нулю). 
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Мы начнем с ненулевого потока 
{рис. 5,6). Ребра, по которым пошел 
этот, поток (они сделаны голубыми) 
будем называть насыщенными, а ос- 
тальные (желтые) —свободными. Про- 
верьте, что наш поток нельзя уве- 
личить, не трогая уже занятых дуг 
(нельзя соединить вход с выходом, 
двигаясь только по свободным стрел- 
кам). 

Мы сейчас проделаем некоторую 
операцию, которая приведет к двум 
возможным исходам: либо будет по- 
казано, как увеличить этот поток, 
либо будет выяснено, что имеющийся 
поток максимальный. 

Начнем ставить на вершинах по- 
метки «плюс» и «минус». Пометим 
плюсом прежде всего все вершины, 
в которые можно попасть из входа 
по свободным (желтым) ребрам. Даль- 
нейший процесс пометок будем про- 
изводить следующим образом: от по- 
меченной уже вершины будем поме- 
чать плкком те вершины, в которые 
можно из нее попасть по свободным 
ребрам, и минусом — все те вершины, 
куда из нее можно вернуться (в 
направлении, противоположном стрел- 
ке) но насыщениым дугам. Пусть вас 
не смущает, что пронесс пометок 
неоднозначный, —часто одну и ту 
же вершину можно пометить и плю- 
сом и минусом. 

Пометим этим способом все воз- 
можные вершины (на рис. 5,6 не- 
помеченных вершин нет; но в других 
случаях они могут появиться!). 

Возможны два случая: 1) удалось 
пометить выход (разумеется, плю- 
сом): 2) пометок больше сделать не- 
льзя, а выход остался непомеченным. 

1) Выход оказался по- 
меченным. (Это имеет место на 
рис. 5,6-} Восстановим порядок, в ко- 
тором удалось пометить выход*), т. е. 
соединим выход со входом путем, 
проходящим по намеченным вершинам 
(этот путь может в ряде случаев идти 


", Практически 1в графах с бельшим чис- 
слом вершин] нометки делают чуть более 


Слижными, чтобы сохрапиль инфолмацию в 


ом. в каком порядке помечаликь вершины 
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в сторону. противоположную направ- 
лению стрелок). 

Этот путь на рисунке 5,6 выделен 
красной Линней. 

Теперь сделаем следукииее: в вы- 
деленном красном пути свободные 
стрелки сделаем иасыщенными н па- 
оборот (рис. 5,86), т.е. изменим поток 
на красной линии так, чтобы он при- 
нял на каждом се ребре значение | 
вместо. 0 и 0 вместо | *). Легко видеть, 
что новая функция снова является по- 
током, т.е. в промежуточных вер- 
шинах число входящих н выходящих 
насыщенных стрелсх снова одно и 
то же — баланс не нарушается. В 
то же время величина потока 
увеличилась на единицу. 

Итак, в первом случае мы могли 
увеличить поток. Если эту операцию 
возможно проделать еще раз, будем 
повторять ее, пока это возможно. 

2) Выход оказался непо- 
меченным (рис. 5,г). Нашим спо- 
собом увеличить поток нельзя. Но 
отсюда пока еще не следует, что он 
максимальный. Возможно, что плох 
наш способ увеличения, и мы сможем 
увеличить поток другим путем. До- 
кажем, что это ие так, т. е. докажем, 
что имеющийся поток — максималь- 
ный. Рассмотрим множество всех не- 
помеченных вершин. В это множество 
по условию входит выход. Подсчи- 
таем число стрелок, ведущих в это 
множество, т. е, таких, левый конец ко- 
торых помечен, а правый— нет. Ясно, 
что величина любого потока не боль- 
ше этого числа. В то же время для 
нащего потока все эти стрелки насы- 
щены, так как иначе правый конец 
можно было бы пометить плюжом. 
Кроме того, все стрелки, выходящие 
из множества непомеченных вершин 
(т. е. такие, левый конец которых 
не помечен, а правый помечен), сво- 
бодны, иначе левый конец можно 
было бы пометить мннусом. Это оз- 
пачает, что величина исходного потока 
равна числу стрелок, входящих в 





=} На рис. 5, одно ребро закрашено ие 
ем циетом. Найлите его! 
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множество непомечеиных вершин, так 
как по всем ним идет поток, который 
уже ис выходит за пределы этого мно- 
жества и, следовательно, приходит 
в выход. Это и доказывает, что велн- 
чина любого другого потока не боль- 
ше величины нашего исходного по- 
тока. 

Таким образом, указанный спо- 
соб увеличения потока с помощью по- 
меток в конце концов приведет к мак-` 
симальному потоку. Этот способ носит 
имена амернканских математиков 
Форда н Фолкерсона, придумавших 
его. 

Теперь вы можете начертить произ- 
вольную большую транспортную сеть 
н потренироваться в применении ал- 
горифма Форда- . Фолкерсона для отыс- 
кания максимального потока. Поду- 
майте, как сформулировать алгорифм, 
аналогичный  алгорифму Форда — 
Фолкерсона, для задачи о сватовстве; 
мы вернемся к этому в конце статьи. 

Обратим внимание еще наодну важ- 
ную вещь. Если у нас есть максн- 
мальный поток и мы сделаем пометки 
способом Форда—Фолкерсона, то по- 
ток пойдет по всем ребрам, входящим 
во множество непомеченных вершин, 
и не затронет ни одно из ребер, вы- 
ходящих из этого множества. Ве- 
личина потока откажется равной чнс- 
лу ребер. входящих в множество не- 
помеченных вериин. 


6. ТТОРЕМА ГЭЙЛА 
О НАСЫЩЕНИИ 


С помощью алгорифма Форда— 
Фолкерсона мы сформулируем и дока- 
жем сейчас центральную теорему те- 
ории транспортных сетей. Формули- 
ровка ее будет использовать некото- 
рые естественные экономические тер- 
мины, но вы почувствуете, как она 
близка к теореме о сватовстве. 

Пусть нам дана транспортная сеть. 
Рассмотрим произвольное множество 
промежуточных вершин А (т.е. не 
содержашее ни входа, ни выхода). 
Назовем пропускной способностью это- 
го множества А число стрелок, вхо- 
дящих в А. Обозначим это число 


через с(А). Назовем полной потреб- 
ностью мпожества А число ребер, 
ведущих из А прямо в выход. Обоз- 
начим это число через @1А). 

Изучим следующий вопрос: пнрн 
каких условиях существуег поток, 
насыпающий все выходные ребра. 
т.е. такой, значення которого на 
вссх ребрах, ведущих в выход, рав- 
ны единице. Ясно, что такой поток 
лолжен быть максимальным. 

Теорема Гэйла. Лля того 
чтобы существовал попижк, насынеаю- 
щий все выходные дуги, необходимо и 
достаточно, чтобы для любого мно- 
жестза промежуточных вершин А 
его полная потребность не превосхо- 
дила пропускной способности: 


АА) {А}. 


Доказательство. Как ин в случае 
теоремы о  сватовстве.  веобходи- 
месть почги очевидна. Действительно. сс- 
ли мы можем построить поток, проходящий 
по всем ребрам. ведущим в выход, то для 
любого  множестая А ви проходит в том 
числе и йо ребрам. везущим в выход толь- 
ко из А. В то же время количество потока, 
вошедшего в множество А. ис может быть 
больше. чем число ребер, ведущих в А. г. е. 
числа с(А}. Но это количество потока 
должно целиком УЙТн из А по всем ребрам. 
ведущим прямо в выход. н может быть еше 
по каким-то другим. Отсюда ясно. что 
а (А) ес щ). 

Достаточность Пустим по нашей 
сетл максимальный поток. Докажем, что ой 
проходит по всем выходным дугам. Сдела- 
ем пометки першни способом Форда — Фол- 
керсона и рассмотрим множество непоме- 
ченных вершип. Удалим из этого множества 
выхол. Полученное мпожество обозначим 
через 1 *). Ребра. ведущие в выход. могут 
быть двух сортов. 

Во-первых. это такие ребра, х которых 
левый конец лежит вне А. т ©. является 
помеченнов вершиной. Они булут насыше- 
ны, так как по способу построения пометох 
все ребра. левый конец которых поменев, а 
нравый нет. иасыщены. 

Во-вторых. это — ребра. ведущие в вы- 
ход из множества. Так как А вместе с вы- 
ходом образуст множество всех пепомечен- 
вых вершии. то все с {А} ребер. входящих 
в А. будут насыщены, а все ребра. выходя. 
щие из А ие прямо в выхол. — свободны. 


*} Множество А может оказаться пус- - 


тым — наше рассуждение все равно булет 
верно. Но в эгом случае справедливость тач)- 
ремы Гэйла видна сразу. Почему? 


Кум леситеги 


Значии. несь поток неличиной © (А). вошел- 
ций в 4. холжен выйтк из А прямо в вы- 
хоз. Но и: А „ велход ведут всего 4 (А) дуг, 
и мы знем, жо (4) ос [Ар Следователь- 
но. все эти ребра насышены и ЧА) =с {4}. 


Вы, зероятно, заметили, что усло- 
вне теоремы Гэйла соотзетствует ус- 
ловию теоремы о свадьбах. Попро- 
буйте самостоятельно вывести эту 
теорему как следствие тсоремы Гэйла. 
Для этого нужно из двудольного гра- 
фа знакомств между юношами и де- 
вушками сделать транспортную сеть, 
соединив вход со всеми девушками, 
а выход — со всеми юношами 13а: 
тем удобно приписать каждий сГрел- 
ке, соединяющей девушиу г иненюй, 
вес №, где № больше чи: ли кмошей). 


Лля нас гораздо валаке сейчас не 
то, что мы получили еще одно дока- 
зательство теоремы ‹' сватовстве, а 
то, что мы расиолаглием простым ал- 
торифмом для построения максималь- 
ных потоков. 


Для задачи о сватовстве алгорифм 
пометок, естественно, фо рмулнрует- 
ся так: для каждой девушки, не 
являющейся невестой, плюсом по- 
мечаются все ее друзья, затем мнну- 
сом — невесты этих друзей, затем 
плюсом — остальные друзья этих не- 
вест и т. д.; если окажется помечен- 
ным незанятый юноша, ‘то количест- 
во свадеб можно увеличить, произ- 
ведя замены вдоль цепочки, прове- 
денной (как красная лнния на 
рис. 5.6) по пометкам от незанятой 
девушки к незанятому юноше. 


Устройство свадеб для всех юношей 
есть не что иное, как построение пю- 
тока, насыщающего все выходные ду- 
ги; еслн такого нет, то алгорифм 
Форда — Фолкерсона дает  макси- 
мально возможный (по числу выход- 
ных дуг, т. е. по числу занятых 
юношей) поток. 

Методы теорни графов, теории тран- 
спортных сетей, с которыми мы позна- 
комились, развиваются весьма интен- 
сивно, Большая нх наглядность поз- 
волнла прндумать новые интересные 
алгорифмы для решения ряда труд- 
ных задач конечной математикн. 
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ЗАДАЧИ 


+. Пусть каждый юноша дружит ие менее 
чем с т девушками. а каждая девушка — 
це болес чем с м юношамн (т -- произволь- 
ное натуральное число}. Докажите, что в 
в этом случае выполнено условне тгоремы 
о сватопстве. 


2. Школьники па кружке решали задачи. 
Оказалось, что каждый решил по 4 задачи 
и каждая задача была решена четырьмя 
школьниками. Докажите, что можио оргаци- 
зовать разбор задач так. чтобы каждый 
школьник рассказал рорио одну задачу и 
чтобы все задачи были разобраны (по одиому 
разу). 


3. Дзиа транспортная сеть. Множество 
вершин, содержащее выход, по не содержа- 
ее иход. пазывают разрезом сети. Пропуск- 
ной способностью разреза 8  иззывает- 
ся число с(В). равное числу дуг, входящих 
в В. Если через 4- обозначить поток, то 
| будет обозиачать всличниу потока. До- 
кажитс, что для любого потока фи любого 
разреза В мерио ибравенство: — |5 эс(В). 


4. Разрез В пазовем минимальным) если 
сго пропускиая способность <(В} — самая 
маленькая среди пропускных способностей 
нсех разрелов. Вывссти с помощью алгоритма 
Форда —Фолкерсона, что иропускная спо- 
собкость минимального оазреза равиа вели- 
чине максимального потока — тах |4] 
= пи с (В) (Теорема Форда— Фолкеррона). 

в 


5. Проверить, что ссли 4 максимальный 
поток, то разрез, получающийся объедине- 
нием всех непомечеинных вершин (пометки 
делаются, исходя нз потока р, методом Фор- 
да-—Фолкерсона), является минимальным. 


6. Доказать. что объединение и пересече- 
ние любых двух минималышых разрезов есть 
спова минимальных разрез. 


7. Доказать, что разрез из непомеченных 
еершии (для максимального потока) являет- 
ся объедннением всех минимальных  раз- 
резов. Вывести отсюда, что этот разрез 
не зависит от того, © помощью какого мак- 
симальшого разреза делались пометки. 
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ПАРИЖ МАТЕМАТИКОВ 
и ФИЗИКОВ 


В Париже многие здания 
связаны! с памятью © выдаю- 
щихся ученых прошлых сто- 
летий. Даже Лувр, который 
некогда был оплотом коро- 
лей, перед самой революци- 
ей 1789 года стал местом за- 
седания академиков. Хотя 
позднее, при Наполеоне (1, 
Лувр стал музеем, но и 
тогда в нем были расквар- 
тированы некоторые уче- 
ные. Сохранилось письмо 
Лежанара, в котором этот 
математик умолял поселить 
его в старой части дворца. 

В Париже есть улицы, но- 
сящие имена математиков, 
физиков и астрономов, при- 
чем не все из этих ученых 
французы. Вот эти имена: 
Лежандр, Реомюр, Паскаль, 
Пьер Кюри, Мария Кюрл, 
Ламберт, Бюффон, Франк- 
лин, Карно, Араго, Декарт, 
"Лейбниц... 


Фразу «Число 2 есть наи- 
большее из двух чисел х 
и у» с помощью формулы 
можно записать так: 


гиф. 


А как записать фразу 
«Число г есть наыбольшее 
из трех чисел х, уи 21» 


Доказать, что слово 
АБАБАБ делится на 7 (А и 
Б — любые цифры). 


ФУТБОЛЬНЫЙ ВОПРОС 


Как известно, игры на ку- 
бок по футболу проводятся 
по так называемом олим- 
пийской системе: проиграв- 
ший выбывает, в случае 
ничьей — первигровка. 

В тот год переигровок не 
было, а в играх участвовало 
75 команд. 

Сколько было сыграно 
метчей на кубок! 


|| 
{ 


Мызоне зации этого разоела 
м ирнале сдовельно. пручн оно 
ПОЗОшетея решения» сли р 
Посторитось найти. силен красивиае 
й ЧНрестое решение, записан ео четко 
и коротко. Подумайте, как атжно 
оаобщить задачу: усилить ции 
уточнить ее резулотат. «Нрииие 
раиения. нрисланииые читателями 
‚мурнола. бидуг опцадикованы 
Решени? кажцой задачи (если вы 
‘посылаете. сразу несколько) должно 
быте зацисано на отдельном листке 
{.ниеткахлстраницы перенумерованы; 
6 хонцЕ укожите свою фамилий», 
имя. отчество, атакже класс, иколу, 
‚домашний адрес. Решения задач 
„. рассматриваются в том случа? есай 
— они будут получены не позднее чем 
через два месяца после выходи 


ие. журнала. Наци адрес: Москва, В-71. 


Ленинский проспект, 15; «Кайнт». 





ее 


Ф 1$. Если смотреть на све 
сквозь двс гребенки 

с разной насготой зубьес. 
наложенных вруг на друга, 
то светлые участки 

будуг череловаться с темными. 
С какой скоростью 

булут перемещаться 

эти участки. 

если одну из гробенок 
двихать относительно второй 
со скоростью 1 сихек? 
Нелподвижная гребенка 
имеет 5 зубьев 

на сантиметр, 


а лвижущаяся — 6. 
1..1. Кошкин 


` 


Рис. | 


Ф19. Форма сообщающихся сосу- 
дов показана па рисуие 1. Куда ио- 
течет вода по трубке, соединяющей 
сосуды, если нагреть воду в одном 
из сосудов? 


Ф20. Параллельно осн цилиндра 


от его 
проеверлено отверстие. Ра- 
Цилиндр 


лежит на дощечке, которую медленно 
подиимают за один коншен (рис. 2). 
Найти предельный угол цаклона ло- 
щечкн, ири котором цидиидр вис 
будет находиться в равновесин. Ко- 
эффициент трения цилипдра о ло- 


Ю 
раднуса Ю па расстоянии 5 
центра 


Ю 
днуе отверсгия равен 5 


щечку равен 0,2. 
Всесоюзная заочная  олимниада, 
1967 г. 


Ф21. Оси якорей двух одинаковых 
электродвигателей постоянного тока 
жестко соединены друг с другом 
Если к обмоткам якорей подключены 
одинаковые источникн тока с 
У. Д. с. в. то угловая скорость враще- 
иия якорей без нагрузки равна в»: 
если двигатели затормозить так, что- 
бы они ие вращались, то через об- 
мотки якорей идет ток /,. Одии из 
источников тока переключили так, 
что вращающие моменты двигателей 
противоположны. Какой внешний мо- 
мент нужно приложить к оси якорей 
для того, чтобы они вращались с за- 
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Ри. 2 


даниой угловой скоростью ‹? Тре- 
ние в двигателях пренебрежимо мало: 
магнитное пюле статора создается пос- 
тоянным магнитом. 

ИТ Всесоюзная Физическая олим- 
пиади. 1969 г. 


Ф22. Лва кузнсна обрабатывают 
кусок железа. Сначала его кладут на 
наковальню и бьют молотком по 
очереди, потом подвешивают к по- 
толку и бьют одновременно с разных 
сторон. Сила удара каждого кузнеца 
одинакова в обоих случаях. В каком 
случае кусок железа больше нагре- 
ется за одни удар? 

А. М. Бидкер 


Ф23. На горизонтальной илоскости 
находятся две одинаковые тонкостен- 
ные трубы массы т каждая. Оси их 
параллельны, а радиусы равны К. 
Впачале одиа из труб покоится, а 
вторая катится без проекальзывания 
но направлению к первой до столк- 
новення. Скорость поступательного 
движения трубы равна и,. Как за- 
висят от времени (нарисуйте графики) 
постунательные н угловые скорости 
вращения труб? Коэффициент тре- 
ния скольжения труб о горизонталь- 
ную поверхность равен А, трение 
между трубами при столкновении пре- 
небрежимо мало, удар абсолютно уй- 
ругий. 

И! Всесоюзная физическая олимпиа- 
да, 1969г. 


я: = ща 


1 М16. Докажите, что многочлен р(х) 
с целымн коэффициентами, который 
при трех различных целых значениях 
х принимает значение |, ие может 
иметь ни одного целого корня. 

М!7. Крестьянин, подойдя к раз- 
вилке двух дорог, расходящихся 
под углом в 60°, спросил: «Как прой- 
ти в ссло №№?» Ему ответили: «Иди 
но левой дороге до деревни А —это 
в восьми верстах отсюда,— там уви- 
дишь, что направо под прямым углом 
отходит большая ровная дорога — это 
как раз дорога в №№. А можешь ид- 
тн другим путем: сейчас по правой 
дороге; как выйдешь к железной 
дороге, — значит, половину пути про- 
шел; тут поверни иалево и идн прямо 
по шпалам до самого №№». — «Ну, 
а какой путь короче-то будет?»—«Да 
все равно, что так, что этак, никакой 
разиины». И пошел крестьянин по 
правой дороге. 

Сколько верст ему придется идти 
до №М№> Больше десяти или меньше? 
А если идти от развилки до №№ напря- 
мнк? (Все дороги считаются прямыми.) 

М1. а) Докажите, что для любой 
точки М окружности, описанной около 
правильного треугольника АВС, один 
низ трех отрезков МА, МВ, МС 
равен сумме двух других. 

6) Трн равные окружности %+, у.. 
}« попарно касаются друг друга, н 
вокруг них описана окружность 1, 
когорая касается всех трех: ть, }. 
и уз. Докажите, что для любой точки 
М окружности у касательная, прове- 
денная нз точки М к одной их трех 
окружностей 1;. У., ?.., равна сумме 
касательных, проведенных из точки М 
к двум другим окружностям. 

№19. В бесконечной цепочке нерв- 
ных клеток каждая клетка может 
находиться в одном из двух состояний: 
«покой» и «возбуждение». Если в 
данный момент клетка возбудилась, 
то она посылает сигнал, который 
через единицу времени (скажем, че- 
рез одну миллисекунду) доходит до 
обеих соселних с ней клеток. Каждая 
клетха возбуждается в том и только 
в том случае, если к ней приходит 
снгнал от одной из сосединх клеток; 
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Рис. 4 


если сигналы приходят одновре- 
менно с двух сторон, то они по: 
гашаются, и клетка не возбужда- 
ется. Например, если в начальный 
момент временн /—0 возбудить три 
соседние клетки, а остальные оста- 
вить в покое, то возбуждение будет 
распространяться так, как показано 
на рисунке 3). (Возбужденные клет- 
ки — синие). 

Пусть в пачальный момеит времени 
возбуждена только одна клетка. 
Сколько клеток будет находится в 
возбуждениом состоянии через 
15 мсек? через 65 мсек? через 1000 
мсек? вообще через { мсек? 

Что будет в том случае, если це- 
почка не бесконечная, а содержит 
всего № клеток, соединенных в ок- 
ружность (рис. 4), — будет ли воз- 
буждение поддерживаться бесконечно 
долго или затухнет? 

Н. Васильев 
№20. Можно ли разбить правильный 
треугольник на миллион выпуклых 
многоугольников так, чтобы любая 
прямая пересекала не более сорока 
из этих многоугольннков? (Мы го- 
ворим, что прямая пересекает много- 
угольник, если она имеет с ним хотя 
бы одну общую точку.) 
ХХХ Московская 
математическая олимпиада 


*) Это предположение не отражает резль- 


ного поведення клеток нервной скстемы жиз- 
ни организмов. 


ру 


Куат! чиесто.ги 


В 1907 голу в Лондоне была изда- 
на книга «Эпизод в Флетленде», на- 
писанная преподавателем математи- 
ки Принстонского, а затем Минне 
сотского университета Чарльзом Го- 
пардом Хинтоном. В ней Хинтон сде- 
лал попытку образно опнсать плос- 


г кий мир. 

В лвухмерном мире, созданном сн- 

ПЛОСКИХ лой воображения Хинтона, вокру! 
плоского, как блин, Солнца враща- 


ются такие же плоские планеты, на 
одной из которых, названной авто- 
ром Астрией, и происхолят события. 












списанные в романе. Этот двумерный 
мир вы легко прерставите себе, по- 
ложив на стол несколько монет. 
Пусть одна из них, скажем, металли- 
ческий рубль, изображает Солнце, 
другие же, более мелкие монеты, 
изображают планеты, вращающиеся 
вокруг него. Сила тяжести в этом 
двумерном мире ведет себя не так, 
как в нашем пространстве. Отличие 





заключается только в том, что она 
изменяется обратно пропорциональ- 
нс расстоянию между телами, а не 
квадрату расстояния, как в привыч- 
ном нам мире. 

Астрия вращается вокруг своей 
оси. как любая планета. Направле- 
ние, в котором она вращастся. назы- 
вается востоком, противоположное — 
западом. Своих плоских астриян 
{жителей Астрии) Хинтон как бы по- 
ставил на «обод» планеты. Они мо- 
гут перемещаться, оставаясь в плос- 
кости диска Астрни. В этой же 
плоскости растут деревья и стоят до- 
ма. Поэтому, встречая дерево, аст- 
риянин должен или перебираться 
через него. или его срезать. Чтобы 
один пропустил другого, два жителя 
планеты должиы двигаться или один 
под другим, или перепрыгивать друг 
через друга, как это сделали бы два 
акробата на туго иатянутом канате. 

Чтобы увидеть что-либо сзади се- 
бя. астриянин должен нагнуться и 


5 стать на голову или Применить зер- 
х Ч... Так как второй способ более 





Куалелестеи 








удобен, то нн однн житель Астоин 
не выходнт из дома без зеркала. 

Помимо того, что каждый астрия- 
нин носит с собой зеркало, все их 
дома также снабжены зеркалами. 
Устройство домов сообразуется с 
двумерным миром. Они имеют окна 
и двери, через которые можно вхо- 
дить и выходить, но, чтобы дом не 
рухнул, в нем можно открывать ол- 
новременно только одну дверь нли 
окно, Если западная дверь открыта, 
восточная дверь и окна должны быть 
закрыты, иначе верхняя часть дома 
обвалится. По той же причине дома 
в Астрии не имеют труб. Ведь нет 
‘способа соединить коицы трубы так, 
чтобы отверстие не было закрыто. 

Тела астриян имеют сложную 
структуру, но. чтобы избежать не- 
нужного детализирования, Хинтон 
предоставляет их прямоугольными 
треугольниками с ‘руками, ногами и 
одним глазом. Все мужчины Астрии 
рождаются с лицами, обращенными 
на восток, а все женщины— на запад. 
Такая ориеитация сохраняется у них 
до самой смерти, так как для плос- 
ких существ (двумерцев) нет спосо- 
ба повернуться, не выходя в третье 
измеренис. Поцеловать жену или 
дочь астрнянину просто. А вот, чтобы 
поцеловать сына, отцу приходится 
переворачивать его и держать вверх 
ногами. 

Грузы в Астрии перевозят кораб- 
лями и самолетами. Винт исклю- 
чается (при своем вращении он вы- 
ходит в третье измерение), поэтому 
все самолеты — с машущимн крыль- 
ями, 

Веревкн в Астрии ие могут быть 
завязаны в узлы. Это возможно лишь 
в трехмерном мире. Можно матема- 
тически строго доказать, что веревки 





(одномерные тела) могут быть за- 
вязаны в узлы только в пространстве 
трех измерений, но доказательство 
этой теоремы (и даже ее точную 
формулировку) мы приводить здесь 
не будем. 

В плоском мире совершенно исклю- 


чаются колеса с осями. Тяжелые 
тела можно транспортировать в Ас- 
трнн, применяя метод перекатыва- 
ния через круги, подобно тому как 
трехмсрные вещн можио двигать 
на подложеиных под иих. цилиндри- 
ческих катках. 

Таков математический фон романа 
Хинтона. Но этим не исчерпываются 
все 181 страница «Эпизода в Флет- 
ленде». Есть там и любовь, н война, 
и надвигающаяся катастрофа (прн- 
ближение другой планеты, которое 
может настолько изменить орбиту 
Астрии, что жизнь там станет невоз- 
можной), и счастливый конец. Но 
это подано гораздо менее интересно, 
чем всс, что касается математики и 
механики. 

В заключение предлагаем решить 
задачу, которая поможет вам про- 
верить свое восприятие двумерного 
мира. 


куам.гпсстте си 





‚ Представьте себе плоский астри- 
янский вагон длимой 30 метров, ко- 
торый перекатывается на трех ок- 
ружностях (см. рисунок). Центры 
окружностей расположены на рас- 
стоянни 10 метров друг от друга. 
Этот вагон перемещают два астрия- 
нина. Как только положение, пока- 
занное на рисунке, достигнуто, один 
из двумерцев берет заднее колесо н 
бросает его своему компаньону. Тот 
ловит колесо й устанавливает его 
перед вагоном так, как показано 
пунктиром на рисунке. Вагон сиова 
катится вперед (на рисунке вправо) 
на трех колесах. Освобождается сле- 
дДующее колесо, его перебрасывают 
вперед н т. д. Эта процедура про- 
должается столько раз, сколько не- 
обходимо. В 55 метрах впереди от 
колеса, обозначенного пунктиром, 
имеется небольшой выступ. Вычис- 
лите’’сколько колес перекатится че- 
рез'него при движении вагона. Най- 
дите сначала ответ в уме, а затем — 


при помощи карандаша и бумаги. . 


Попробуйте обобщить решенне на 
случай п одинаковых колес. (Инте- 
ресно, что величина раднуса колес 
не нмеет значения.). 


Куапитестели 


ФАЛЕС МИЛЕТСКИЙ 


Одиим из первых мате- 
матиков, известных историн, 
был Фалес Милетский. Жил 
он в Греции в 624—547 гг. 
до нашей эры. 

Фалес обладал нисключн- 
тельно разкосторонними да- 
рованиями и нитересами. Он 
занимался политикой,  тех- 
никой, философией, астро- 
номией, математикой,  тор- 
говлей. Как политический 
деятель он праславнлся муд- 
рым советом, который дал 
своим соотечественникам — 
воздержаться от союза, ко- 
торый предлагал им царь 
Крез; как инженер он про- 
славился тем, что помог вой- 
ску того же паря Крези 
перейти через реку, не за- 
мочив ног. По его указанию 
был прорыт канал, в ко- 
торый времеино перевели рус- 
ло реки... 

Фалесу — философу при- 
надлежит тезис «Познай са- 
мого себя». Отвечая на вс- 
прос, как прожить честно 
и справедливо, он говорил: 
«Воздерживайтесь делать то, 
что считаете постыдным для 
других». Когда Фалеса спро- 
сили, какую награду он хо- 
тел бы получить за свое 
открытне в зстрономни, муд- 
рещ ответил: «Для меня до- 
статочно, если рассказывая 
о моем открытии другим, 
вы будете говорнть, что это— 
мое открытне, а не ваше». 

Фалес математик. Он из- 
мернл по тени высоту пи- 
рамиды; установил, что ок- 
ружность диаметром делится 
пополам, что углы при ©с- 
нованин равнобедреиного 
треугольника равны, что рав- 
ны вертикальные углы. Ему 
же принадлежит теорема, что 
вписанный угол, опирающий- 
ся на полуокружность — 
прямой. 


ГОДИТСЯ ЛИ ДЛЯ 27: 


Хорошо известны призна- 
ки делимости на Зи на 9. 
Еслн сумма цифр числа де- 
лится на 3 или на 9, то 
число, соответственно, —де- 
лится на 3 или на 9. 

А как вы думаете, если 
сумма цифр числа делится 
на 27, то обязательно ли 
число делится на 272 
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Куат! тестего 


ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 


физический факультет МГУ ЗИЗАМЕН 
абитуриенть: сдают два 

экзамена пе физике: 
письменным и устный. 
В 1969 году на письменном 
экзамене предлагалась 
контрольная работа из пяти 
задач. На решение ее 


отводилось четыре часа. 


Здесь публикуются два 
верианта контрольнон работы 
1969 года. На стр. 61 


приведены ответы: на задаси 
и даны объяснения к 
решениям некоторых из них. 


При поступлении на 











Вариаит 1 


1. Хоккейная шайба, скользя по льду, 
проходит последовательно два равных от- 
резка пути длиной { каждый и продолжает 
двигаться. Первый отрезок сиа проходит за 
| секунд, второй — за время 2 секунд. 
Найти скорость шайбы в конце первого от- 
резка пути, если сопротивление движению 
счнтать постоянным. 


2. В теплоизолированном сосуде нахо- 
дятся две жидкости с удельными теплоем- 
КОСТЯМИ С1 И с», разделенные нетеплопровод- 
ной перегородкой. Температура одной жид- 
кости больше, чем другой. Перегородку уби- 
рают, и после установления теплового равно- 
весия разность между начальной температурой 
одной из жидкостей и установившейся в со- 
суде температурой оказывается в два раза 
„Ка меньше разности начальных температур жид- 
костей. Найти отношение масс т; и т» пер- 
вой и второй жидкостей. 


3. В схеме, изображенной на рисунке 1, 
первоначально все ключи разомкнуты, и 
конденсаторы разряжены. Затем замыкают 
ключи Куи К», а ключ Ку остается разомкиу- 
тым. Спустя некоторое время ключи Ку и К» 
размыкают, а ключ АК, замыкают. Найти 
заряд на конденсаторе С, посде указанных 
переключений. Емкости конденсаторов н 
Рис. | ЭДС батарей указаны на рисунке буквами. 
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4. Два плоских зеркала 3, и 3. (рис. 2) 
установлены пнлотную друг к другу под 
углом а«=15° к вертикали. На расстоянии 
[=8.3 см от линии соединення зеркал пло- 
мещена тонкая собирающая линза так, что 
ее главная оптическая ось перцеидикуляриа 
к линии соединенни зеркал. Между зерка- 
лами и линзой на главиой оптической оси 
линзы на расстоянии Ю=2 см от линии 
соединения зеркал расположен точечный 
источник света И. Определите расстояние 
между изображеннями источника света, ко- 
торые получаются с помощью линзы. Фокус- 
ное расстояние линзы /=8 см. Персгородка К 
защищает линзу от лучей, идущих непосред- 
ственно от источника света. 


5. Шар А массы т, закрепленный на длин- 
ной невесомой спице, образует маятник, 
который может совершать колебания, вра- 
щаясь вокруг оси О (рис. 3). Шар А откло- 
нен на высоту Й и отпущен без начальной 
скорости. В нижней точке своей траекторин 
шар А соударяется с двнгающимся навстре- 
чу шаром В. масса которого М. Шар В, 
подобно шару А, закреплен на длинной не- 
весомой спице, вращающейся вокруг оси Оу. 
Непосредственно перед соударением скорости 
шаров направлены вдоль линни, соединяю- 
щей их центры. Какую скорость и должен 
иметь шар/В перед соударением, чтобы шар А 
после соударения поднялся бы на ту же 
самую высоту #? Удар абсолютно упругий. 
Трекие в осях и о воздух ие учитывать. 


Вариант 2 


1}. Маленький свинцовый шарик объемом 
У 0,02 см равномерно падает в воде. Ка- 
кое количество тенла выделится при пере- 
мещенни шарика вниз на 6 м? Плотность 
свинца р-=11,3 г/см?. Принять #==10 м/еек*. 


2. Тонкая собирающая линза с фокусным 
расстоянием [==10 см разрезана по диаметру 
пополам и ее половнны „7—7 (рис. 4) смещены 
друг относительно друга вдоль главной опти- 
ческой оси на расстояние /=—10 см. На рас- 
стоянии а- 30 см от верхней половины линзы 
на главной онтической оси помещен точечный 
источник света И. Между его изображениями, 
полученными с помощью двух половинок 
линзы, перпендикулярно главной оптичес- 
кой оси установлено зеркало, показанное на 
рнсунке штриховкой. (Определить расстоя- 
нне между изображениями источника света, 
даваемыми зеркалом. 


3. Низкая тележка весом Р=12.5 кГ мо- 
жет без трения перемещаться по горизон- 
тальиому полу. На тележке лежит груз весом 
Р,—10кГ. К грузу прикреплена веревка, 
перекинутая через невесомый блок, укреплен- 
ный на тележке, как показано на рисунке 5. 
С каким ускорением начнет двигаться те- 
лежка по полу, если к свободному концу 
веревки приложить силу Ё=8кГ. направ- 
ленную пертикально вверх. Коэффициент 
трения между грузом и тележкой # 0,6. 
Привять й— 10 м/еек?. 








<х 





Рис. 5 
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Рис. 6 





Рис. 7 


4. В схеме, изображенной на рисунке 6, 
сба ключа К—К первоначально разомкнуты, 
конденсатор С, разряжен; конденсаторы С, 
и С, заряжены и имеют одниаковый заряд $. 
полярность ях пластин указана на схеме. 
Найти заряд, который окажется на конден- 
саторе С, после того, как оба ключа будут 
замкнуты. Емкость всех коиденсаторов одн- 
пакова. 


5. На горизонтально расположенном дне 
прямоугольного желоба лежат брусок массы 
М и соприкасающинйся © ним клин массы т. 
который может скользить по бруску {рнс. 7, 
вид сверху). Правая вертикальная грань 
бруска скошена нод углом &. Брусок может 
перемещаться вдоль желоба, боковые стенки 
которого служат направляющими. Нормаль- 
но к левой вертикальной грани бруска ирн- 
кладывается сила РЁ. С какнм ускорением 
иачнет двигаться брусок? Трением между 
всеми соприкасающимнся поверхностями пре- 
небречь. 
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Куатлтесиле.ги 


ПО СЛЕДАМ 
ОДНОЙ ЗАДАЧИ 


Во время первой мировой 
войны среди  Ффрашщузских 
офицеров, которые пришли 
в армию со студенческой 
скамьи, во время длитель- 
ных порой промежутков меж- 
ду боями были распростра- 
нены состязания по решению 
задач из элементариой ма- 
тематики. Победитель дол- 
жен был найти правильное 
и наиболее интересное по 
обшему мнению решение. 

Вот одна из таких задач: 

Доказать, что треуголь- 
ник равнобедренный, еслн 
две его биссектрисы равны. 

Пытались решать эту за- 
дачу многие, ио находили 
правильные пути не все. 
Не хотите ли попробовать. 
свои силы? 


В 1939 году во втором 
туре 5-й Московской ма- 
тематической олимпиады 
участникам се была пред- 
ложена задача: «Разложнть 
на целые рациональные мно- 
жителн выражение а!° 
+ ьЬ. 

Эту задачу легко решить, 
если воспользоваться теоре- 
мой: Многочлен 1 | 232+! | 
-- 432+ делится без остатка 
на многочлен | + а! а? при 
любых натуральных А н р. 

Попробуйте установить, 
справедлива ли теорема: 

Многочлен 1 - а+1 
204+? | 04 +3 делится без 
остатка на многочлен [-- 
Е1-ра -+ а* + а3 при любых 
натуральных А, Ён м- 





ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 


куди тесттю.го 





ГУМАВИИТАРАИ 






При набившем уже оскомину 
делении на «физиков» и 
«лириков» к «физикам» 

относят обычно не только 
физиков, но и химиков, 
инженеров, бмологов, 
геологов, математиков, а к 
«лирикам» — не только 
лирических поэтов, но и 
филологов, обществоведов и 
вообще всех представителей 
гуманитарных наук. 

Сложилось представление и о 

двух полярных категориях 
школьников — одни 
увлекаются химией, физикой, 
математикой и активно 
участвуют в кружках 
технического моделирования; 
другие интересуются 
историей, искусством, 
психологией и печатаются 

в школьных литературных 
журналах. Первые должны 
идти во втузы, а также на 
физико-математические и 
химико-бмологические 
факультеты; вторые — 

в институты м на факультеты 
гуманитарного профиля. 
Однако старшеклассникам, 
думающим о выборе места 
дельнейшей учебы, не следует 
забывать, что последние 
десятилетия ознаменовались 
глубоким проникновением 
математики во многие отрасли 
знания, традиционно 
считавшиеся 


БЛАНТ 


МАТЕМАТИКУ 


«гуманитарными». Достаточно 
сказать, что математика 
преподается сегодня на 
экономическом и 
психологическом факультетах 
м на отделении структурной и 
прикладной лингвистики 
филологического факультета 
Московского университета. 
Здесь не место говорить о 
роли математики в 
гуманитарных исследованиях 
или хотя бы о роли 
математических дисциплин 

в преподаванмм на указанных 
факультетах МГУ. В этой 
статье мы приводим лишь 
задачи по математике, 
предлагавшиеся на 
гуманитарных факультетах 
МГУ на письменных 
вступительных экзаменах 

в августе 1969 г. Впрочем, 

в вармантах письменных 
заданмй отчасти отражены 
требования, предъявляемые 

к математической подготовке 
поступающих на те или иные 
факультеты и отделения. 
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ВАРИАНТЫ ЗАДАЧ ДЛЯ 
ПИСЬМЕННОГО ЭКЗАМЕНА*) 


Факультет психологии 


1. Виутреаняя лочка 4 шара радиуса х 
соедииеня с номерхностью шара тремя ог- 
резкачи прямых. имеющими длину Ёи иро- 
веденными под углом и друг к другу. Найги 
расстояние зочки А от центра шара. 

2. Найти исе положительные числа а. 
для котарых все разлациыюе пеотрицательные 
значения х. хдовлегвориющые урависиню 


сох [(54 — 9) х] = соз [(Эи -:- 17) х] 


и ражноложенные в поридке возрастания. 
образуют арифуетическую ипрогрессию. 

3. Доканть, ие пользуясь десятачиыми 
пробяхиь что 


о. 5 > 6,82 


4. Расстояние между А я Я равно Ркм 
Два пешехолл одпопреченно вышли навст- 
речу друг другу и нетретились раньна чем 
иерез час. Если бы чсувый июл вдвое быстрее, 
чем сир ел ца самом деле, я скорость дниже- 
ния второго были бы на 2 км/час болыне его 
фяктнческой скорости. то к моменту встречи 
второй  пронел бы болыяун часть пути. 
Скорость какого исшехода болынс? 

5. Локалить. что 

ВТ у 


1122 1 4хи 13%: - биг > 0. 


если ХИ. 0. 


Задачи 
из других вариантов 


а) В шаре радиуса х нроведен диаметр АВ 
и тра равные хорды АС. АР и АР проведсны 
нод углом и друг к другу. Найти объем тела, 
ограниченного плоскостями треугольников 
АСо, АБР. АСЕ. ВСР. ВОЕ н ВСЕ. 

6} Нз Ав В но теченню реки плывет нлот. 
Одновременно с тем, когда плол начал нугь 
из Я вр. из ВвА навстречу ему поплыла 
лодка. которая встречает илот ие ранее чем 
черся 2 часа, н затем прибываст в А. затратив 
на весь путь менее трех часов двадцати 
минут. Успест лн плот преодолеть путь из А 
в В за 5 часов, если расстояние между А 
и В равно 20 км? 


Решения задач 


1. Пусть О — центр шара; В, ри С— 
точки пересечения с поверхкостью. шара 
прямых, проведенных нз точки А; О, — центр 
сечения шара плоскостью /\ ВСР. Учитывая, 


*) На экзамены отводилось: на факульте- 
те психологии и отделения поднтической эко- 
номии экономического факультета — 4 ча- 
са, на филологическом факультете и отделе- 
нии экономической кибернетнки экономнчес- 
кого ‘факультета — 5 часов (один час равен 
шестидесяти мннутам). 
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кузмтестти 


что плоскость /^\, ВСР перпеидикулярна диа- 
метру АО, (кроме случая [-=г), находим 


4 
00, = р" зн 


5. 





/ а: 
АО, = гу 1 — 39. 

Тогда 

АО=00, +АО\, если точки А и О лежат 
по размые стороны плоскости ДВСО; 

А0--00,—АО,, если точки А и О лежат 
по одну сторону плоскости А ВСР, и точка О 
лежит вне пирамиды АВСР (00,>АО,): 

АО== АО. —ОО,:, если точки А и О лежат 
по одну сторону плоскости Л, ВС, и точка О 
лежит внутри пирамиды АВСО. 

2. По формуле разиости косинусов 


2 эт [(7а -- 4) х] -чт [(2а -| 13) х] = 0. 
Так как а > 0, то решения уравнения имеют 


вид 
ДА д/ 


а-4 ба из! К. { — целые. 
Ясно, что неотрицательные решения (соот- 


ветствующие неотрицательным А н 1) обра- 
зуют две арифметические прогрессик с первым 


членом 0 и разностями соответственно 
а к а л 
1 — 7044» “*- 2а+13 


Покажем, что члены этих двух прогрессий 
образуют вместе арифметическую прогрес- 
сию тогда и только тогда, когда одна из раз- 
костей целое число раз укладывается в дру- 


гой, т. е. когда либо тр натурально, либо а 
2 1 


натурально. 


Действитедьио, если числа 0, 4, 24,,... 
..., @з, 24з,.-. В некотором порядке образуют 
арифметическую прогрессию, и если, напри- 
мер, 41 = 4, то ее разность должна быть 
равна 41; но тогда 4, как член этой прогрес- 
сии, есть 0+("- 04. =@—Па, для некото- 


Е 

рого п; 2; следовательно, -Я_ Катурально; 
1 

в случае 4, 4» аналогично получается: 


4: 
натурально. 
а, : 


а 
Обратно, если, например, м натураль- 


но, то всякий член арифметической прогрес- 
сии с лервым членом 0 и разностью &, являет- 
ся также членом арифметической прогрессии 
с первым членом 0 и разностью 41, поэтому 
члены двух прогрессий вместе образуют 
арифметическую прогрессию с первым чле- 
ном 0 и разностью 4\- 

Итак, а`> 0 удовлетворяет зовию задачи 


тогда н только тогда, когда либо -1- иа- 


а 
турально, либо и, натурально. 


Следовательно, мы должны рассмотреть 
два случая: 
Й л л 
| -а, натурально. а4= п. 22 13 › п 


13 —4в 
натурально. а= о. 1—2 0 для 


иатуральтого л. Поэтому а >> Отогда и только 
тогда. когда 13—4п >> 0, т. е. когда п== 1, 2,3, 
9 5 


1 


соответственно а = -5. В —5` й 5 ь 


а. 
2) ЕО натурально. Аналогично случаю 1} 


получается  а=-`, 3), 35. 


3. Так как 108,5 08 }32- 106.32=-5, то 
нам достаточно показать, что Ю8.5 > р 5. 


Так как 81 >>> 80, т. е. 16 > 5, >И5, 
и для доказательства предложенного неравеи- 


9 
ства достаточно убедиться, что Юр» 5 > = 


или 5 > 2-=. Но 51-=625 >> 512=27; извле- 


кая корень четвертой степени, получаем 
требуемое неравенство. 
4. Скорость второго пешехода больше. 


5. Вх и НП 22 -- 4ху— 1252 — уз := 
у 3 \? 
=2 (+422) т 


| 9. 
Риф =. 


Следовательно, исходное выражеине ис- 
отрицательно, как приводимое к сумме 
квадратов, и если оно обращается в нуль, то 
д у=2=0, т.е. х?++22=0. 

Поэтому, еслн х?-+5* +2* >> 0, то 


8х2 у? + 1127 -- 4ху — 12х2 — 5уг > 0. 


а) Искомый объем равен 


| 
УЗ (2г)з (3 —4 я) зи? —- : 


` 





6) Пусть х — скорость реки, у — скорость 

лодки в стоячей воде. По условию имеем: 
20 20 

эх ->?, ух <3—, откуда 


20 
у= 0, хх у 6; х< 4, а 5. Следователь- 


но, плот не успеет преодолеть путь из Ав 
В за 5 часов. 


Куам. тесто 


Отделение политической экономин 
экономического факультета 


1. На участке одноколейной железной до- 
погн длиной в 28.5 хм надо уложить рельсы. 
Даля укладки имеются рельсы длиной в 3@ м 
н 15 м Если уложить все рельсы дливой в 
30 м. то рельсов длиной в 15 м надо 
будет добавить 30% от всего них количества. 
Если же уложить все рельсы длиной в 15 м. 
то рельсов длнной в 30 м надо добавить 60% 
от всего их количества. Определить колвчест- 
во рельсов того н другого вида. 

2. Решить перавеиство 


1“ — || 2х < 0 


3. В сстроугольном треугольинке АВС 
из вершины В проведена медиана ВО. 
равчая л!. Угол А равен , угол С равен \. 
Вычислить площадь треугольника АВС 

4. Решить уравнение 


й х 
зп х.сНЯ —5 -- 4 -|- с05 х) - 


— ЭП = 0. 
5. Решить уравнение 


рх-- Ут Ты -- 0. 


Задачи 
из других вариантов 


а} В дукинистическом магазнве антиквар- 
ное собранне сочинений стоимостью 350 руб. 
уценивали дважды на одно и то же число 
процентов. Найти это число. если известно, 
что яосле двойного снижения цен собрание 
сочинений стоит 283 руб. 50 коп. 

6) Првь каком действительном х выраженне 


2х —| 
5х3 ПРичимает наименьшее значение? 


Решения задач 


1. При составлении уравнений следует 
учнтывать, что одноколейная железная до- 
рога в 28.5 км имеет рельсовый путь в 57 км. 
Надо уложить рельсов: 1500 длиной 30 м 
и 2000 длиной 15 м. 


2. —14{У2 <х<1-+У2. 
__ яп а-япу-ят (а Е) 

4 51? 2-2 -- чп? (@— 7) ° 
4. х: = (2Е- Пл, 


3. т 


ж= 9+ 28л, 


1 
хз = —2аг Е -—5_ | 2#л, К =0, Е, ... 


_ Уи 


5. х 5 


а) 10%. 


Е 


| 2—1 
6) Положив и= ох, Получаем 
квадратное (относительно х) уравиение ух? + 
+2(1- ух+4у 1-0, дискриминант которого 
должен быть неотрицателькым: (1—5) + 
ЯуЗу—1) 0, так как х — действительное 
число, откуда _ к 
_ 14713 —1+ 113 


6 5: 9 = 6 
Следовательно, _ наименьшее значение у 


равно — 1+ ты Е 13, ; соответствующее зна- 


чение х, а. легко подсчитать, есть 
Е+у13 
2 
Отделение 


экономической кибернетикн 
экономического факультета 
1. Решить уравнение 
4 


| Исозх — +12] [а (х- =) т 
+5] 2 У 


4 


т 2} с («—--) г 


-5} 2] — мпх :0 


2. Четыре тгрулиы туристов отправились 
в поскресный поход тю четырем маршрутам 
разной длины. Сумма расстояний. пройден 
мых первой и четвертой груипами, на 6 км 
больше суммы расстояний, пройденных вто- 
рой и третьей группами. Вторая группа 
прошла на 2 км менымше первой. Число ту- 
ристов третьей группы равио расстоянию, 
пройдениому первой группой, а число ту- 
ристов второй груипы равно расстоянию, 
пройденному четвертой группой. Сумма квад- 
ратов расстояний. пройденных каждой груп- 
ной, равна 494. Сколько километров прошла 
каждая группа? 

3. В круг радиуса Ю внисан шестиуголь- 
ник АВСРЕР. Известно. что{ А-а С: Е, 
сторона АВ=`а, СБ: $. ЕЁЕ=-е. Вычислить 
нлощадь шестнугольника АВСОЁР. 

8. Решить неравенство 

(35 —х? — 3) Юм, (со лх 6 1 
Задачи 
из других варнантов 

а) Отрезок АВ--а черпеилихулярен от- 
резку ВС- За. В илоскости, содержащей оба 
этн отрезка, посгрэены два круга раднуса а 
с центрамн в точках А и Ви круг радиуса За 
© центром в точке С. Вычислить нлощадь 
общей насти трех построешиых кругов. 

6) Решить неравенстно 


ИЗ [х]-. 1] 1юн, (2 — 22} = [. 


Куалиссовло 


Решення задач 
Г. Область допустимых зиачений (ОДЗУ 


х л . 
— 4 +2 л <х= 5 Ал, 
Е =0, 1, 
Положим 
ВЫ ИЕ л 
у = Усозх—4у2 у се5(х— =) + 
+593, 
тогда 
у" — 2 Усоху—зтх=0, 
откуда 
у =Исозх =-У УЗо» (#1) )}. 
т. е. имеем 


Усозх—4 УР («= + 
ЧБУЯ — Усозх + 


=УТУ ««(.—-^) . 


$ п 
Положив 2= У с05 (х _=) ‚ получим 
— 4-5 = 2. 
Последиее уравнение имеет корни 
21=1, 24= —5, 23. 4= 2-1. 
Кории 2, 23, 24, очевидно, посторонние. 


к 
Из 21-=| следует соз(*— ) № Та- 


ким образом, Хх = = + 2л, Е = 0, +1. 


2. Пусть х; — расстояние, пройденное Ё-й 
группой, 1-1, 2, 3, 4. Из условия задачи 


нмеем Хх: +х «—6-=хз хз, х1—ха=-2, 
ха 4х3 +2494, 
откуда 
(х.—1)*+(.—2)1= 242, 


х=1-+р 242—(х.—2)1. 
По условию х; нх.—натуральиые числа (х,— 
число туристов в 3-Й группе, а хз — число 
туристов во второй группе). Поэтому этн 
числа легко найтн подбором, исходя из 
последнего соотношения (и замечая, что 
в силу этого же соотношения х. < 18). Пере- 
бирая последовательно 
ха=1, 2, 3,..., 17, 
находим единствениое решение: 


х4—13, х,==12. 
В этом случае х.-=10, хз==9. 
и В т а (УТ2Е: — 3а* —а)-+ 








- 


И —_6 (ИА 358 —6) + 


Уз 


—— С (УЕ — 36* — С). 


4. х=2. 

а) Фигура, площадь которой мы ищем, 
есть «криволинейный треугольник» ВЕР, 
где Е — точка пересечения окружностей с 


центрами в точках Ан В, а Р — точка пере-° 


сечення окружностей с центрами в точках В 
и С. Искомая площадь равиз сучые площадей 
сегментов ЕВ н ЕВ и сёктора ВЕР. Площадь 
сегмента ЕВ можно вычислить как разность 


а?л 
площадей сектора’ АВЕ >“) и треуголь- 





“уз 
ника Аве ( “у ‚ а площадь сегмента 
ЕВ — как разность площадей — сектора 
1 
СЕВ (> агсып | и треугольника 








З 1 2-е 
СЕВ ( эт ( агсый =) — 9а* У35 } 


6 - 36 
при этом используется равенство углов ЕВА 
и ВСР, где Р — точка пересечения прямой 
ЕВ и перпендикулярной к ней прямой, про- 
ходищей через точку С. 

Площадь сектора ВЕР равна 
а/п . -Йй 
8) И. . 

Площадь общей части трех кругов 
равна. 


‚17 1 35-+ИЗ 
а? (= = — агс п Е — Ви 
6) х==0. 


Филологический факультет 
1. Даны три вещества тяжелее воды. Один 


грамм первого вещества занимает в 35 раза 
больший объем, чем один грамм второго 
вещества, н на 15 смз больший, чем один 


грамм третьего вещества. Найти удельный 
вес первого вещества, если удельный вес 


3 
второго вещества на 5 Гем3 болыше удель- 
ного веса третьего вещества. 
2. Решить уравнение 
$1 4х - ип бх -= 2 (Чпх + “п 5х). 
3. Гаинть неравенство 
Повах — Пон (х -- 3) *> 1 


4. № друзей послали друг другу открытки. 
Чему равно №. если всего было послано 
342 открытки? 

5. Указать хотя бы одну пару целых 
ноложительных чисел А, м &. таких. что 
364, — 49, : 

6. Доказать, ис пользуясь таблицами, что 


108: 3 > 1035 
7. Указать все корни уравиения 


А+} -с05 Хх 


Кувтеств.ги 


Задачи 
из других варнантов 

а) Если вместо обычного домино, где 
употребляются камни с числамн 0, 1, 2,..., 6, 
ввести домино с числами 0, 1, 2@,,.... В, то 
сколько бы оно содержало камней? 

6) Остаток от деления некоторого числа 
п на 6 равен 4, остаток ст деления п на 15 
равен 7. Чему равен остаток от деления 
п на 30? 

з) Доказать, что 


{2 [22 30’ — У? Уз -+уб 
есть целое число. 
Решення задач 
р ск АЕ 
р 5 р’ СР 
5 559 

1”, Рз = 5 Рз, Рь > 1, >11, Рз > 1, 
где р!:, Ра, Рз — удельные веса веществ Г, 


1. Из условия: 


П и. Ш (удельный вес воды, естественно, 
приннмается равным единице). Отсюда 
р! =-3_ Г/ем. 
ЛЕ дл ЛА 
Е ЕЕ Ы. 
Ё=0, +1, 
| 13 
$. ИЕ. <х<4; х>6. 


4. Так как каждый из друзей послал 
М№—1 открытку, то ММ-—1)=342: М№М=19: 

5. Например, #,=30, #,=92. 

6. Воспользоваться неравеяствами 


3 
Юр13 > о > 1083 5. 
7. х=0. Если хэЁ0, то х +171, а с0$ х=1. 


ЕП 
а) ЕО 


6) п=З0Ё, +г, 0=г<29. Так как 30 делится 
на би 15, то г=6. +4 иг=15А, +7. Из по- 
следнего равенства и иеравенства для г 
нмеем #;—0 или К.-1. Но К,==0 не подходит, 
ибо противоречит предпоследнему равенству. 
Следовательно, А.=1, г-==79. (Пример ие- 
правильного рассуждення, приводящего к 
верному ответу: если лп=52, то его 
остаток прн деленим на 6 равен 4, а при де- 
ленин на 15 равен 7; его остаток при делении 
на 30 равен 22; значит, ответ — 22. Это рас- 
сужденне неправильно потому, что не устра- 
няет следующей возможности: существует 
т число, дающее пря делении на би 
15 остатки соответственно 4 н 7, но при 
делеиии на 39 дающее другой, отличный 
от 22, остаток.) 

в) {с 142° 30° = 42 (180° — 37? 30°) = 
7372 30' с0$ 752 — 1 
НЕ ВО Ива 


3 


с05 45°.с05 30° — чт 45?-мп 30° — 1 
А ЕР Иры В 
— 7 51 45.605 30? -|- с0$ 45° -Чп 30° 


=2+У2 — УЗ —У6. 
В заключение предлагаем решить самостоя- 
тельио по одному варианту каждого факуль- 
тета. 


Филологический факультет 


1. В бассейн проведено три трубы, по 
которым в него течет вода. Первая и вторая 
трубы вместе наполняют бассейн на 35/18 ча- 
са быстрее. чем первая и треть трубы вместе, 
а вторая и третья трубы вместе наполняют 
его за 10 часов. Какую часть бассейна в час 
наполияет вторая труба, если она одна 


наполняет его в я-а раза долыше, чем одна 


первая труба? 
2. Решить уравнение: 


1 
10 х (ип х— = < ;) = 3. 


3. Решить неравенство: 
овзх — 108, (4 — х) = 108, (Хх — 0+ 
+ 28. (10 — 4). 

4. М человек обменялись рукопожатнями. 
Сколько было рукопожатий? 

5. Указать хотя бы одну пару целых 
положительных чисел #Ё н №» таких, что 
36-4, —25-Ё.--1. 

6. Доказать, не пользуясь таблицами, что 
1059 `> Юй 1. 

7. Есть ли тупой угол у треугольника, 
стороны которого равиы соответственно 10, 
14 и 1? 


Факультет психологии 


1. В шаре сронеден_ днаметр АВ н две 
равные хорды АА и АХ. каждая под углом и 
к диаметру. Найти угол между хордами. 
если отрезок ММ виден на центра иара 
под углом В. 

2. Найтн все положительные числа а. 
для которых все различные исотрицательные 
значения х. удовлетворяющие уравнению 
со$ [{8а---З)х | с0$ [(4а+5)х | в расположен- 
ные я порядке возрастания. образуют ариф- 
метическую нрогрессию. 

3. Доказать. не пользуясь десятнчиыми 
дробями, что 1юр.16 > юра 729. 

4. Расстояние между станциями А и В 
равно 360 хм. В одно и то же время из А 
и из В навстречу друг другу выезжают дна 
поезда. Поезл, выехавший из А. прибывает на 
станцию В не рансе чем через 5 часов. Если бы 
его скорость была в 1.5 раза болыше, чем 
на самом деле, то он встретил бы второй 
поезд раньше чем через 2 часа после своего 
выхода из А. Скорость какого поезда больше? 

5. Доказать, что 


224592 +322 —бху —2х2+5у2`>0, 
если ху? 22 > 0. 
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Отделение политнческой экономни 


1. Пять туристских палаток и двадцать 
спальных мешков стоили 490 руб. После 
десятипроцентйой. скидки на одну палатку 
и пятипроцентиой скидки на одии мешок за 
то-же количество палаток и мешков нужно 
платить 457 руб. Сколько до скидкн стоила 
одиа палатка и сколько стоил одия мешок? 

2. Решить иеравенство: х? -+х—10<52/х—2. 

3. В остроугольном треугольнике АВС 
угол А равен а, сторона АС равна $. Из 
вершнны В проведена медиана т. Вычислить 
плошадь треугольника АВС. 

4. Решить уравнение: (3 с4и?х)ут 2х— 
=: 21 +с0$ 2х). 

ет наибольшее значение . дроби 
9х6 ‹ елн х может принимать 


любые действительные значения. 


Отделенне экономической кнбернетики 


1. Решить уравнение 








5 
= х из 
у? [4+] саз-5- - . 5 } -- 
со х 
+25 №0 


2. В пиоперском лагере работают четыре 
художественных кружка. Каждому члену 
кружка иривезли по одинаковому мабору 
красок. В нервом и четвертом кружках 
вместе столько же ипонерон, сколько во вто- 
ром и третьем кружках иместе, а во втором и 
чегнертом кружках иместе на четы пионера 
больше. чем в первом и третьем кружьах 
вместе. В третьем кружье не болыне десятн 
нионеров. Сколько нионеров в каждом круж- 
ке. если иена в рублях одного набора красок 
равна количеству членов первого кружка. 
воделенному па десять. а за краски запла- 
тили 52 руб. 80 коп.? 

3. В трапециию АВСР виинсаи круг. Найти 
разность длии отрезков диагонали АС, рас- 
положенных вне круга, ссли высота трапеции 


равна й. а углы ирн о’ вании АБ раввы ч 
нб. 


4. Решить неравекство: 2—1 Цор, (4х - 
—х?.—2)-=1. 


А. С. КУЗИЧЕВ 


В. С. УСПЕНСКИЯ 


ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 
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ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ НЕКОТОРЫХ 
НЕРАВЕНСТВ С ДВУМЯ ПЕРЕМЕННЫМИ 


А. Я. МАРГУЛИС, Б. А. РАДУНСКИЙ 


При изучении курса математики 
школьникам часто приходится решать 
неравенства и системы неравенств с 
одним неизвестным. При этом геоме- 
трическая иллюстрация решений (в 
совокупности с методом интервалов) 
помогает нм кратчайшим путем на- 
ходить правильные решения. 

Рассмотрим. например, неравен- 
ство 
3) = 3. 


Его реацение сводится к решению 
снстемы двух неравенств с одним не- 
известным 


№ 4х2 


ю8» (х* — 4х: 


3>0 (необходимо для 
существования ло- 
гарифма), 

х? — 4 1 3 = 8 (получается при по- 
тенцировании за- 
данного неравенст- 

[ ва}. 

Множество значений х, удовлетворя- 
ющих первому неравенству, есть со- 
вокупность двух интервалов 


хх 1 их 3, 
а второму -- отрезок 
1 М = 5 


{это вытекает из свойств квадратного 
трехчлена). 

Отметив на числовой оси эти иро- 
межуткн (рис. |), мы видим, что 


множество значений х, удовлетво- 
ряющих системе неравенств, занол- 
няст два полуоткрытых интервала, 
—| “х<|1 и 3<х=5 (на рисунке 
они даны пунктиром). 

Для большей наглядности на са- 
мюм рисунке отмечено, какие из кон- 
цов интервалов принадлежат к об- 
ласти решений, а какие — нет. 

Геометрическая иллюстрация ока- 
залась здесь весьма полезной. Ее 
роль еще больше возрастает при ре- 
шенни неравенств и систем неравенств 
с двумя неизвестными. 


Рис. 1 
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Рассмотрим неравенства с двумя 
неизвестными вида 


и—! (<>) >0. (1) 


Построим график функции у=Кх) 
н возьмем произвольную точку АД, 
с абсциссой х=х, (рис. 2). Если 
при том же х=ж ее ордината у 
больше ордннаты из, соответствующей 
точки А кривой у=Кх), то точка 


А, лежит над кривой. Точка А ле- 


жит под кривой у=} (х), если ее орди- 
ната у, меньше ординаты и.Следова- 
тельно, координаты всех точек, ле- 
жащих ниже кривой у= {[(х), удо- 
влетворяют  неравенству и Кх), 
а координаты всех точек, лежащих 
выше кривой и=Кх), удовлетворяет 
неравенству и >> Кх). 

Такнм образом, график функции 
у={Н(х) разбивает координатную плос- 
кость на две части, в одной из ко- 
торых выполняется — неравенство 
у—Нх) >0, а в другой и—| (х) < 0. 

Введем следующее определе- 
нне. Множество точек плоскости 
называется выпуклым, если оно вместе 
с любыми двумя точками А и В 
содержит все точки отрезка АВ. 

Рассмотрим, например, внутрен- 
нюю часть любого треугольника, кру- 
га, квадрата. Можно показать, что 
эти множества являются выпуклыми. 

Очевидно, что те части, на которые 
кривая и==/х) разбивает плоскость, 
могут быть как выпуклыми, так и 
невыпуклыми (см. рис. 2). 

Проиллюстрируем теперь на ряде 
примеров, как при помощи геомет- 
рических представлений можно ре- 
шать неравенства н системы неравенств 
с двумя неизвестными. 

Рассмотрим линейную функцию 


Ко=ах+. (2). 


Графиком линейной функции у=ах--Ь 
является прямая лнния (рис. 3). 
Эта прямая делит плоскость на две 
полуплоскости: верхнюю и нижнюю. 
В первой из них выполняется нера- 
венство у—(ах-5)>>0, а во второй 
и—(ах--6)<0. Заметим, что обе этн 
полуплоскости являются выпуклымн 
множествами. 


р 
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Рис. 5 





у—(ах-+-6)>0 


Ко-=ах+ь 
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Пример 1. Найти на координат- 
ной плоскости геометрические места 
точек, координаты которых удовлет- 
воряют системам двух линейных не- 
равенств (решить графически заданные 
системы неравенств): 


9> —х+2, [у> 5 х+2, 


а) 6) 
у<—ё-х+1; |у> -5х+Ь 


} 
1 2 
у фм х+-, р ани 
г) | 
у> -5 + 


в) 
$ [уз 0. 





Решенне. На рисунке 4 при- 
ведены графические. решения дан- 
ных неравенств. Если решения каж- 
дого из неравенств закрасить желтой 
или серой краской, то решением сис- 
темы является часть плоскости, за- 
крашенная обоими цветами. Из рн- 
сунка 4 видно, что система а) реше- 
ний не имеет (рис. 4,а); решением сис- 
темы 6) является полуплоскость, ле- 


жащая над прямой и=-т хто 


(рис. 4,6); решением системы в) являет- 
ся бесконечная полоса между прямыми 
1 1 

т де | н В — ——> +2 
(рис. 4,6); а решением системы г) яв- 
ляется часть плоскости, лежащая 
внутри дважды закрашенного угла, 
включая его стороны (рис. 4,г). 








у=2х-2 





Рис. да, б, в, г 
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Отметим, что во всех случаях об- 
ласти решений системы линейных не- 
равенств являются выпуклыми мно- 
жествами. Это не случайно. Мы уже 
отмечали, что любая прямая делит 
плоскость на два выпуклых множества, 
а пересечение (общая часть) любого 
числа выпуклых множеств всегда яв- 
ляется выпуклым множеством. 

Пример 2. Решить графичес- 
ки систему трех линейных неравенств 


1 
их 2, 


1 
и> — 5+3, 


[#> 2—4. 


Решение. Эту задачу можно 
решать так же, как и предыдущую. 
Но ввиду большого количества огра- 
ничений удобнее закрашивать не те 
области, где выполняется то или иное 
неравенство, а наоборот, те области, 
где решений быть не может. При 
этом отпадает необходимость в раз- 
ных красках: ведь там, где не вы- 
полияется хотя бы одно из неравенств 
системы, решений всей системы быть 
не может. На рисунке 5 приведено 
графическое решение этого примера. 
Совокупность решезий — множество 
внутренних точек треугольника АВС. 
Для наглядности треугольник окра- 
шен зеленой краской. 

К системам линейных неравенств 
сводятся и некоторые иррациональ- 
ные и трансцендентные неравенства. 

Пример3. Решить графически 
неравенство у у—(х--1) <1. 

Решение. Заданное неравен- 
ство эквивалентно следуюшей сис- 
теме неравенств: 





ГУ (> 0 бе | 020 
Ти С-О<Е 1 @а+2)<0. 


Графическое решение этого пример: 
приведено на рисунке 6. Так же, 
как и в примере 3, множество точек, 
удовлетворяющих этой системе, за- 
крашено зеленой краской. Прямая 
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Рис. 5 
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у х-1, принадлежащая области ре- 
шений, проведена сплошной лннней, 
а прямая у-х- 2, ие иринадлежащая 
области решений,— пунктиром 


Пример 4. Решигь графически 
неравенство 10в,_,(х—2)< 1. 

Решенне. Область допустимых 
значений (ОДЗ) неизвестных, оче- 
видно, определяется скетемой нера- 
венств 


в У, 9 


В соотвегствни с данной системой 
исключим вначале множества, в кото- 
рых снсгема заведомо не может нмегь 
решения. Для этого на рисунке 7 за- 
красим серой краской полуплоскость 
Рис. 8 х< 2, полуплоскость у < |. и пунктн- 
ром проведем прямую у=:2. 

Рассмотрим теперь два случая: 

а) 1<у<2. Потеицируя исходное 
неравенство, нолучим х—2 >у— 1 нлн 





у<х—|. 
6) Приу> 2 получаем х—2 <у—1, 
у>х—[. 


Решения, соответствующие этим 
случаям, на рисунке 7 окрашены в 
зеленый цвет. 

Решите самостоятельно иримеры 
5 и 6. 


Прнмер5. Решить графически 
неравенство Ю5,_ (ух? 2) >0 (см. 
рис. 8). | 

Прнмер 6. Решить графически 
неравенство 105 1обуи > 0 (см. рис. 9). 

Рассмотрим теперь квадратный 
трехчлен 





Ро) = ах? - 6х с. (3) 


Как известно, графиком функции 
у=жах? 6х1 с является парабола с 
осыю симметрии, параллельной осн 
ординат, и с вершиной в точке 


Ь р | р] 
= .—). где Оз 6? — ис. 
В Я, 4а В Ге | Ч 


График одного из квадратных трех- 
членов (ирн а>0)} схематически нока- 
зан на рисуике 10. Этот график делит 
плоскость на две части, в одной из 
которых выполняется неравенство 
у — (ах? - 6х0 >0, а в другой 

и— (ах? 6х + с) < 0..Чнтатель без тру- 
Рис. 0 Е 
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да заметит, ‘что только одна из этих 
частей является выпуклым множест- 
вом. 

Пример?7. Решить графически 
неравенство 10#,(5х—х?—-6)>1. 

Решение. Область допустимых 
значений определяется, очевидно, ие- 
равенствами 

[5х —х' —6> 0, 
у> 0. 


у 1. 


Первое из этих неравенств эквивалент- 
но иеравенству х*—5х-+6 < 0. Его 
решения заполняют нитервал 2< х< 3. 

На рисунке Ц серым закрашены 
те части плоскости, гех<2 и х>3, 
н полуплоскость у< 0, а также исклю- 
чены точки, лежащие на проведенной 
пунктиром прямой у- 1. 

Рассмотрим два случая: у> | ин 
0<у<1. 

а) у/>1. Потенцируя исходное вы- 
ражение, получаем неравенство 
5х— х—б>иу или ух 
++5х—6)<0. Последнему неравенству 
удовлетворяют координаты всех точек, 
расположенных под инараболой 
у— —х?-- 5х—6, цо ци одна из них ие 
соответствует условию у>]. Таким 
образом» при у>| решений пет. 

6) О<у\м. Аналогично получаем 
неравенство бх—х?—6< у, т. с. 
у—([—х + 5х—6)>0. 

Очевидно, что решением является 
закрашенная па рисунке |} зеленым 
цветом область над параболой 
у —х {5х — 6. 

Решите самостоятельно примеры 8 
н 9. 

Пример 8. Решить графически 
неравенство У узх—1 (см. рис. 12). 

Пример 9. Ранить графически 
неравенство (см. рис. 13) 


| а - бы 


Пример 10. Решить графичес- 
ки перавеиство 
РЕЯ у: < 
< ИГ —4):—и—2. 


Решение. В данном случае ОДЗ 
определяется неравенствами 


6 


Рис 


Рис. 


Вуе. 








12 


13 
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Вис. 15 
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ЕЕ — (< — 3) — (и— 2): 5-0. 
Те - 4): — (2): 0. 
илн 
1 ®— ЗЕ 21, 


= 
и 251. 


Уравнение (х—3)*-+ (у— 2)? [| являет- 
ся уравнением окружности единично- 
го раднуса с центром в точке О’, (3 :2). 
Неравенству  (х — 3) 4 (у— 2) <1 
удовлетворяют все точки, удаленные 
от точки 0, не более чем на единицу. 
т. е. все точки указанного круга, 
включая и сгс границу. Анало- 
гично определяется и миожество 
точек, координаты которых удовлет- 
воряют второму перавенству полу- 
ченной системы. Отсюда получаем, что 
областью допустимых значений ис- 
известных является общая часть двух 
кругов (рис. 14). Остается найти 
мпожество точек, для которых вы- 
полняется заданное неравенство. Пос- 
ле очевидных преобразований полу- 
чим иесравенства, которые в данной 
ОДЗ равноснльны исходиому: 


Г — (< -- 3): -ш— 2 < 
<1— (< — 4) — Ш — 2) 
(+4 —ф (3 < 0, 


==] — 


> 


Такнм образом, решением являет- 
ся закрашенная на рисунке 14 си- 
ней краской область (часть ОДЗ, 


лежа:цая правее прямой х=-). 


В заключение рассмотрим следую- 
щий пример. 

Пример 11. Среди точек, ко- 
ординаты которых удовлетворяют ус- 
ловиям х--2у3, Эх—у|, х>0 н 
у-—0, найти такую точку, для которой 
выражение х*--у? будет наиболылим. 
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Решение. Найдем ири помощи 
графического решения системы не- 
равенств 


ху 3, Эфир, хе0. у-.0 


= 


множество точек, координаты которых 
удовлетворяют заданным условиям. 
Из рисунка 15 видно. что это будет 
четырехугольник ОАВС. (Координаты 
его вершин легко определяются из 
уравнений граничных прямых п ука- 
заны на том же рисупке.} 

Теперь наша задача сформулиру- 
стся так. Среди точек четырехуголь- 
ннка АОВС найтн такую точку, для 
которой выражение ху? является 
наибольшим. Но мы знаем, что вы- 
ражение х?— и? определяет квадрат 
расстояния от точки с коордипатами 
(х, У) до начала координат. Следо- 
вательно, задача сводится к отыска- 
нию в четырехугольнике ОАВС точ- 
ки, наиболее удаленной от начала 
координат. Очевидно, что такой точ- 


В 3, 
кой является точка С |0: -}. Дока- 


жите! 


Решите сами две задачи такого типа 
(этн задачи предлагались в 1968 го- 
ду на вступительных письменных эк- 
заменах по математике). 

Пример 12 (физфак /ЛЮнинград- 
ского университета). Среди всех пар 
чисел, удовлетворяющих перавенству 
|5 ха, (ХУ) > 1, найти те, у ко- 
торых у напболышее. 

Пример 13 (мехмат Новосибир- 
ского уннверситета). Для каждого а 
среди всех точек плоскости, коорди- 
наты которых (х, и) удовлетворяют 
системе неравенств 


ри— 2х 20, 
мо ахыий Бир -у 0. 


найти точку © наибольшим и. 
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СЛУЧАЙ НА ЛЕКЦИИ 


В начале лекции 
лектор сформулиро- 
вал известную теорему 
Коши, по которой сре- 
днее арифметическое 
неравных между собой 
положительных чисел 
больше их среднего 
сесметрического. 

В этот момент сту- 
дента вызвали в дека- 
нат. Когда он возвра- 
щался на лекцию, то 
еще за дверью услы- 
шал, как лектор закан- 
чивал формулировку 
задачи: 

«Подскажу, что все 
корни уравнения не 
только действительны, 
но еще и положи- 
тельны». 

Когда студент вс- 
шел в аудиторию, то 
на доске все уже бы- 
ло стерто, кроме запи- 
си 
х% — 20х° ... +10. 

— Все ясно — ска- 
зал студент и назвал 
все корни уравнения, 
которые в его отсутст- 
вие записывал лектор. 

А вы сможете их 
назвать? 


М ДНЕЙ В БУХАРЕСТЕ 





Жители Бухареста привыкли к туристам всех воз- 
растов. Должно быть, поэтому вряд ли кто об- 
ращал внимание на разноязычные стайки юношей 
и девушек, знакомившихся в июле прошлого года 
с румынской столицей. И только посвященные 
знали, зачем сюда приехали школьники из 14 стран. 


Куай! тесте. 


Впрочем, из газет стало об 
этом известно потом многим. 

Что же привело в Бухарест 
юных гостей из Англии, Бель- 
гин, Болгарин, Венгрии, ГДР, 
Голландни, Монголии, Поль- 
ши. Румынии, СССР, Фран- 
ции, Швеции,  Чехослова- 
кии, Югославии? Прявела 
их математика: здесь про- 
ходила ХТ Международная 
математическая олимпиада. 

Нелегким был путь совет- 
ских школьников в Бухарсст. 
Для этого онн должиы были 
занять призовые места на 
всех наших олимпнадах раз- 
личных «рангов» — школь- 
ных, райоиных, областных, 
Всесоюзной. Мало того, но- 
беда в соревнованиях только 
одного года еще не гаранти- 
ровала успеха. Предпочзе. 
ние отдавалось тем, кто имел 
хорошую «олимпийскую би- 
ографию» за несколько лет. 

И вот названы имена: Вла- 
днмир Дрннфельд — 10-й 
классе харьковской школы 
№ 27. Андрей — Зелевинс- 
кий — 9-й класс московской 
школы № 2, Аркадий Кли- 
мов — 9-й класс московской 
школы № 18 (физико-мате- 
матическая школа при МГУ). 
Елена Неклюдова — 10-й 
класс московской школы № 7. 
Андрей Прасолов — 10-й 
класс и Андрей Ходулев, 9-й 
класс, — оба из московской 
чнколы № 18, Валерий Со- 
ловьев — 10-й класс казан- 
ской школы № 131, Павел 
Суворов — 10-й класс ленин- 
градской школы №45 {фи- 
зико-магематическая школа 
нри ЛГУ). Этим восьмерым 
участникам олимпиады пред- 
стояло выдержать «бой» с 
таким же колнчеством сопер- 
ников от каждой иносуран- 
ной команды. 
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‚Ччали участникам, 


«Экзамен» принимало со- 
лндное жюрн, возглавляемое 
румынскимн академиками 
Мойсилом и Теодереску. В его 
состав входили видные уче- 
ные н педагоги из всех стран, 
пославших команды на олим- 
пнаду; от СССР вжюри вхо- 
дил руководнтель советской 
команды проф. В. И. Левин. 

Приехав 7 июля в Буха- 
рест, наши олимпийцы, 
В. И. Левии и его замести- 
тель — автор этнх строк — 
осмотрели достопримечатель- 
ности города, его истори- 
ческие памятники, музеи, пар- 
кн, посетили советское по- 
солЬство. 

10 июля начались двух- 
дневные соревнования. По 
условиям Олимпиады каждый 
из участников должен был 
как в первый, так н во второй 
день за четыре часа решить 
трн задачи; их текст приве- 
деи ниже. Каждая задача 
оценивалась установленным 
количеством очков. За пра- 
вильный ответ решившнй по- 
лучал максимальное коли- 
чество очков, а если в реше- 
нии были недочеты, число 
очков поиижалось. 

Между 12 и 19 нюля учасг- 
ники Олиманады отнравились 
в путешествие ю стране. Ко- 
ечно, нм очень понравились 
румынские города, где они 
чувствовали себя  велни- 
колепно, но сердцем и мыс- 
лями былин в Бухаресте, где 
жюри подводило нтогн кон- 
курса. Онстал известен 19 ию- 
ля, “когда в зале лицея 
нм. Н. Бэлческу ({лицеями на- 
зываются там средние шко- 
лы) были названы нобедите- 
лн. Диплом первой стелени 
жюри присудило  участви- 
кам, \ набравшим максималь- 
но возможное число очкои — 
40. Его удостоилось трое: 
Владнмир Дринфельд ( Р}, 
Снмон Нортон (Англия) н 
Фнала Тнбор (Венгрия). Ди- 
пломы второй степени вру- 
набрав- 
шим от 30 до 37 очков. Из 
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наших участников их нолу- 
чнли Андрей Прасолов, на- 
бравший 32 очка, Андрей Зе- 
левинскнй и Андрей —Хо- 
дулев, набравшие по 30 оч- 
ков. Дипломы третьей сте: 
пени вручалнсь тем. кто на- 
брал от 24 до, 29 очков. Из 
советских учащихся дипломы 
третьей степени достались 
Елене Неклюдовой и Вале- 
рию Соловьеву, набравшим 
по’27 очков, а также Арка- 
дню Климову, набравшему 
24 очка. Павел Суворов наб- 
рал 21 очко. Он нолучил дип- 
лом участника. 

Ло общему чнслу очков 
{231) наша команда заняла 
третье место. первое 
завоевалн венгры — 247 оч- 
ков. Им вручены один дин- 
лом первой степени, четы- 
ре — второй ин два —третьей. 
Один венгерский школьник 
получил диплом  участиика. 
Навтором месте комаида 
ГДР — 240 очков: четыре 
диплома второй степени и че- 
тыре третьей. Если же счи- 
тать по «олимпийскому сче- 
ту» 7 очков за первое место, 
4 — за второе н 3 — за тре- 
тье, то венгерская команда 
получила 29 очков, а коман- 
ды ГДР и СССР по 28 очков. 

Все члены нашей команды. 
окончившие 10-Й класс, бы- 
лин зачислены без сдачи всту- 
пительных экзаменов на ме- 
ханико-математические — фа- 
культеты университетов. 

Приводим задачи, которые 
были даны участникам олим- 
ниады. Полное решение всех 
задач онублнковано в жур- 
иале «Математика в школе» 
№ 1 за 1970 год. 

В первый день соревновл- 
ний были даны следующие за- 
дачи. 


ЗАДАЧИ ОЛИМПИАДЫ 


1. Доказать, что существует бесконеч- 
ное множество нату ральных чнсел & со сле- 
дующими свойствами: число #5 =п фа не 
является простым нн для какого натураль- 
ного л {ГДР, Б очков) 

2. Пусть п а:..-., @ — действитель 
иые постоянные, х — действительное пере- 
менное и 

с0$ (а, + х) 


Го) = соз (и + + —5 


+ с0$ м х) ЕЕ с05 и - х) 


Доказать, что из Р(х) = [(х,) = 0 следует, 
что хх —х, = тд. где и — целое чнело {Вен- 
грия, Т очков) 


3. Для каждого значения #=1, 2. 3, 
4, 5 найти необходимые и достаточные усло- 
вия, которым должио удовлетворять число 
а > 0 для того, чтобы существовал  тетра- 
эдр. А ребер которого имеют длииу а, а ос- 
тальные 6 —# ребер — длину | (Польша, 7 
очков) 

Во второй день были предложены за- 
дачи: 

4. Полуокружиость ф ностроена на дн- 
амстре АВ. Точка С лежит на } и отлична 
от Аи В. Ортогональную проекцию. С на 
АВ обозначим через О. Рассмотрим три ок- 
ружности 1,, уз. уа.. имеющие АВ в качест- 
ве общей вих %ф, вписана 








касательной: из 
`в треугольник АВС, уз н/у; обе касаются 
отрезка СВ и у. Доказать, что Т,, т. фз 
имеют вторую общую касательную (Голлан- 
дня, 6 очков). 

5. В плоскости даны л>>4 точек, при- 
чем никакие три не лежат на одной прямой. 
Показать, что можно найти не менее С 


выпуклых четы рехугольников с вершинламн 
в и из данных точек (Монголия, 7 оч. 
ков}. 


6. Доказать, что если х, > 0, х.> 0 
и жу\— 2? > 0. хзу:— 28 > 0, то 
№ 8 
(ж-Нх) (и + 3) — (2—2. = 
| 1 





= р И 
— хни—21 Хи — 2 


Установ:ь необходимые н достаточные ус- 
ловия, при которых в данном исравенст- 
ве имеет место равенство (СССР, 8 очков). 

Н. С. Петраков 


ВНИМАНИЕ! 


Школа-интернат при ЛГУ принимает 
успешно окончивших седъмой м восьмой 
класс общеобразовательной школы и про- 
явивших способности к изучению  естест- 
венных предметов, проживающих в Архан- 
гельской, Вологодской, Калинынградской, 
Кировской, Ленинградской Мурманской, 
Новгородской, Псковской областях, Карель- 
ской и Коми АССР, Латвийской, Литовской 
и Эстонской ССР. 


Для поступления в восьмой класс 
школы-интерната необходимо сдать кон- 
курсный экзамен по математике (письмеи- 
но) и пройти собеседование с предствите- 
лями приемной комиссии (с физиком, ма- 
тематиком или бнологом). 


В восьмые классы  приннмаются уча- 
щиеся, преимуществеино проживающие в 
сельской местности, в рабочих поселках, 
небольших городах Северо-Запада. 

Поступающие в девятый класс сдают 
письмениый экзамен по математике, уст- 
ный по физике. Поступающие иа физико- 
математическую специализацию проходят 
собеседование по математике, на химико- 
биологическую — либо по химин, либо по 
бнологии. 


Вступительные экзамены проходят во 
время весенних каникул одновремеино 
с областным (республикаиским) туром фи- 
зико-математической, химической и биоло- 
гическоя олимпиады, д также в июне в 
областных и республиканских центрах сре- 
ди кандидатов, отобранных органами на- 
родного образования. 


Желающие участвовать в конкурсных 
экзаменах должны представить в органы 
наро ‘чого  образовамия (ОблОНО или 
Мин. терство просвещения республики): 

Рекомендацию педагогического совета 
свови школы. 

Характеристику (утвержденную педагоги- 
ческим советом). 

Заявление родителей или лиц их заме- 
няющих. 

Медициискую справку (форму № 26). 

Вопрос о зачислении в интернат решает- 
ся в приемной комиссии в Ленинграде, 
Решение приемной комиссии сообщается 
до 10 нюля. 

Наш адрес: Ленинград, П—228, улица Са- 
вушкина, 61. Специзлизированная школа- 
интернат при Ленииградском университете. 
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[2 ДНЕЙ В ЧЕХОСЛОВАКИИ 





О Ш Международной 

физической олимпиаде школьников, 
проходившей в Брно 

в июне 1969 г., 

рассказывают члены 

советской команды. 


Кузги.гпсстте-ги 


Первоначальное знакомство 
с Прагой было очень непро- 
должительным. Уже через 
несколько часов после прн- 
езда нас посадили в поезд 
Прага — Брно и пожелали 
успеха. Правда, с небольцюй 
оговоркой: «Только не об- 
гоните чехословацкую коман- 
ду» 

День был солнечный, и мы 
всю дорогу провели у око- 
шек. Красивые темиые рощи 
на светлых зеленых склонах 
холмов сменялись уходящнми 
вверх синими скалами — 
очень красивая мнрная стра- 
на. Путешествие было прни- 
ятным, но недолгим. Всего 
четыре часа в поезде, и мы 
в Брно. 


Хозяева олимпиады вся- 
чески старались развлечь сво- 
их гостей. Накануне сорев- 
нования участияков полдня 
возили по Брно, показывали 
замки и другие достоприме: 
чательности города. В авто- 
бусе мы понемногу знакоми- 
лись с ребятами из другнх 
делегаций — поляками, ру- 
мынами, немцами. Обнару- 


жили. что на олимпиаду 
приехала одна девочка — 
член румынской команды. 


Велся оживленный разговор 


(смесь английского н рус- 
ского). 
А вечером — торжествен- 


ное открытие ИТ Междуна- 
родной олимпиады *®). Объяв- 
ляется регламент соревно- 
ваиня: будет два тура. пер- 
вый — теоретический, — вто- 
рой — эксиернментальный. 
На теоретическом предлага- 
ются четыре задачи (по ме- 
ханике, термодинамике, элек- 
тричеству и оОнтике}. на 
экспериментальном — одна. 
Продолжительность каждого 
тура — пять часов. Оцени- 
ваются задачи по восьми- 
балльной системе. На втором 
туре учитывается вынолие- 
ние как экспериментальной, 
так и теоретической частн 
работы. Максимальное коли- 
чество очков, которое можно 
набрать — 48. Заранее объ- 
является, сколько очков надо 
иметь, чтобы получить пер- 


*) В ней нринялн участие 
школьники Болгарии, Венг- 
рки, ГДР, Польшн, Чехо- 
словакин и Югославни. 


вую премию, вторую, тре- 
тью, похвальный отзыв. Объ- 
является, что знак участника 
олимпиады носить  обязв- 
тельно. так как эмблема бу- 
дет являться пропуском на 
территорню военной пкаде- 
мии, где будет проходить 
олимпиада. 

В перерыве познакомились 
с болгарами: «Только что 
прилетели н хотим погово- 
рить по-русски...» Мы были 
этому очень рады — все-таки 
порядком надоело говорить 
по-английски. 

На следующее утро, 24-го 
нюия, мы бодро встали, по- 
завтракали, прибежали в зал 
воениой академни, сосрело- 
точились. -.. но оказалось, 
что жюрн не закончило пе- 
реводы услсвий задач на 
языки участников олимпиа- 
ды, н все провели целый час 
в рассматривании картины 
на сюжет из греческой мнфо- 
логин, занимавшей одну из 
стеи зала. 

Наконец, первый тур по- 
зади, завтра — второй тур, 
и мы предвкушаем совершен- 
но свободный вечер. Но... 
хозяева олимпиады почувст- 
вовали нашу тягу к искус- 
ству. и пришлось идти слу- 
шать оперу Сметаны «Про- 
данная невеста». 

С экспернментальным ту- 
ром мы, несмотря на недосы- 
паиие. справились успешно 
н отправились смотреть Аус- 
терлиц. Нам очень понрави- 
лись мастерски исполиенные 
фигуры «скорбящей матери» 
и «безутешной невесты», сто- 
ящие перед входом в мемо- 
риальное зданне памяти ав- 
стрийских и русских солдат, 
погибших при Аустерлнце- 
Здание обладает любопыт- 
ным акустическим эффектом: 
если сказать что-нибудь не- 
громко, стоя в углу, то в 
центре ничего нельзя рас- 
слышать, зато все отчетливо 
слышно в противололожном 


углу. Через мннуту все (фи- 
зики ведь!) шептали что-то 
по углам. 

На следующее утро нас 
повезлн в Братиславу. На- 
щими гидами по городу были 
двое ребят — Мартнн и Ла- 
дислав, которые относились 
к нам искреине по-дружески. 
Посмотрели памятннк совет- 
ским освободителям и Вра- 
тиславский замок. Несмотря 
на то, что день был пасмур- 
ным, серым, о Братиславе у 
нас осталось очень яркое и 
светлое воспоминание. 

На следующее утро руко- 
воднтель нашей делегации 
профессор Янцов сообщил 
нам, что, получнв трн первых, 
одну вторую н одну третью 
премии, мы уступили пер- 
вое и второе командные места 
чехословацким и веигерскнм 
ребятам. 

Днем мы осматривали пе- 
щеру Пунквы. Описать ее 
красоты трудно. нужно все 
видеть свонми глазами. Там 
есть одни черный камень, 
на который кладут руку н 
загадывают желание, по по- 
верию оно должно испол- 
ниться. Оказалось, что чле- 
вы чешской команды приез- 
жали в пещеру перед олим- 
пиадой н пожелали получить 
первое место. Может быть, 
поэтому они победили? 

Вечером — торжественибе 
закрытие олимпизды. Наша 
команда голучила пять при- 
зов: ‘трое часов и две иллю- 
стрированные кпиги. За- 
тем был банкет. 

29 июня на автобусах по- 
ехали в Прагу. Дорога была 
утомительная, трясло, иног- 
да нас будили н показывали 
замки илн вели обедать. К 
вечеру приехали в Прагу. 

Последние три дия мы хо- 
дили по городу, смотрели во- 
круг и думали: «Ох, скорее 
бы домой» В Чехословакии, 
конечно, было хорошо, но 
дома, как говорится, лучше. 


А. КЛИМОВ, 
Н. КОНДРАТЬЕВ, 
А. ЧЕРНОУЦАН. 


Куапитеств.п 
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Задача 1 


Система тел. нрейдставлепиая ва рисунье. 
образована тремя тележками А. В. С. массы 
когорых соответственно пи 30 г. т.о 2002 
и м.; 15002. 

На тележку С действует  гормаонталь- 
ная сила Ё такой величины. что тележки А 
н В находятся в состоянии покоя относи- 
тельно тележки С. . 

1. Определите; а} натяжение нерастяжимон 
нити, соеднияющей тележки Ан В: б} си: 
пр. 

2. Иредиоложите, что тележка С неподвя- 
жна ни определите: а) ускорение тележек А 
ин В; 0) натяжение нитн. 

При решении задачи сопротивленнем пвол- 
духа. трением. моментами иперний блока н 
колеснков, а также массой нити пренебречь. 


Задача 7 


Медный калориметр. масса которого ит, со- 
держит воду массы иг. при общей темиерату- 
ре #.. В калориметр кладут лед. масса ко- 
торого тз и температура 13<0 С. 

а) Определите миссу воды и льда и вх тем- 
нературу в состояции равновесня пря са\ых 
общих значениях волнчин ИН. Мо. ЯН, Го, @ 4. 
Нанниние уравиення тенлообмена в указии- 
ной системе. 

6) Определите температуру и массу воды 
н льда. если дано л= 1.00 кг*). т, 1.00 ке, 
т, =2,00 кг. 10 = — 20. 

При ременин задачи нотерямн  эпергни 
пренебречь. Баромстрическое данленне счи- 
тать нормальным. Удельная теплоемкость 
меди с; ^0.094 ккол ке-\ орид-\. удельная 
тенлоемкость льда ср 0.192 ^кал ке-!град-". 
удельная теплота  плавлення льда [7 
=: 70.7 ккал кг". 


Задача 3 


Шарик массой т. заряженный элекгричес- 
ким зарядом @. прикреплен к чаНОМуУ концу 





*) Два нуля после занятой означаюг, чо 
ответ надо дать с точностью До одюй сотой. 
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неправодимой нити. Другой конец ниги при- 
креплен к самой нысокой точке кольца с ра- 
днусом В. которое находится в нертикальной 
плоскости. Кольио изготовлено из жесткой 
нроволоки, лнаметром которой можно пре- 
небречь. На кольце равномерно распределен 
заряд @ того же знака, "тои $. Онределн- 
те длину Ё нити, при которой носле отклоне- 
иня шарнк окажетси на осн кольца. пер- 
непдикуляриной к его плоскости. 

Рашните задачу сначала в общем виде, а за- 
тем для чнеленных значений (0 49: 9.0 .10- к, 
Ю 5.0 см. т: 1,0 2. ку 8.91012 фи-. 
Массой нити пренебречь. 


Задача 4 


«верху пад стеклянным опилифовяниым 
кубиком, длина ребра которого равна 2.00 см, 
помещена отшлифованиая наастинка так. что 
в прострапстве между ней и кубиком возни- 
кает тонкий воздунный нитерфереиционнный 
слой. Если сверху осветить пластинку под 
прямым углом излучением с длинами волн 01! 
400.0 ми до 1150 ми, для которых пластника 
прозрачна. то выполняется условие максиму- 
ма интенсивности свега, отраженного инзер- 
ференцнонтым слоем. тольхо для двух полн 
нз упомянутого промежутка: для А: 400,0 ми 
и еще лая одной длины волны. Определите 
эту длниу волны. Вычислите, насколько пуж- 
но ногысить температуру кубика. чтобы он 
прикоснулся к пластнике. Коэффишент ли- 
нейного теплового расширения стекла 2х 8,0. 
-10- ® граб-!. ноказатель преломления позду ха 
п: 1. Расстояние ог основания кубика до 
иластинки во время нагревания не меняется. 


Задача 5 (экспериментальная) 


Используйте: два железо-никелевых ак- 
кумулятора, один сухой элемент. один рео- 
хорд (однородный нровод пеизвестного сопро- 
ивлення Л. натянутый вдоль миллиметровой 
шкалы и снабженный скользящим контактом). 
один магазни сонротирления велнчины Ю. 
один гальванометр (нулевое значение нахо- 
днтся посредние шкалы) и одно защитное 
сонрогивлени»х. 

Рассмотрите: а} замкнутую цень. состоя- 
щую из двух последовательно включенных ак- 
кумуляторов. магазина сопротивлений и неял- 
вестного сопротивления Х (реохорда). 6) по- 
следовательное включение сухого элемента н 
гальваномегра с защитным сопротивлением. 

Предложите н объясните закое подключе- 
нне встАн «б> К ЦЕПИ её», КОТОрое нозволЯяет 
найти такое положение движка реохорда Х. 
при котором через гальванометр ток не идет. 
По построенной схеме составьте цень. 

Путем измерений онределите: [) отноню- 
ине разости потенциалов па зажимах двух 
последовательно включенных аккумуляторов 
и электродвижущей силы сухого элемеита 
{разность нотеициалов на зажнмах обонх ак- 
кумуляторон счнтайте постоянной). 3) ненз- 
цестное сопрютивленне Х. . 

Найдите. для какого сопротинления Ю 
задача имеег ренюние. 


РЕЦЕНЗИИ, БИБЛИОГРАФИЯ 










В этой статье мы публикуем 
рецензии на книги, 
представляющие интерес для 
читателя нашего журнала. 

В дальнеяшем в поле нашего 
зрения будут попадать и 
учебная литература, и книги, 
обычно причисляемые 

к «популярным», и иные 
издания. Разумеется, эта 
«классыфикация» более чем 
условна, но нас интересует 
одно,— чтобы все эти книги 
были доступны 

м интересны широкому кругу 
наших читателей. 


Этот обзор посвящен группе книг. 
выпускаемых под общим названием — 
«Популярные лекции поматематике»* ). 

`В настоящее время в этой серии выш- 
ло уже 48 выпусков. 

Авторы выпусков этой серии, как 
правило, — известные математики. при- 
` чем затронутая в выпуске тема совиа- 
дает обычио с областью научных ин- 
тересов. 

Кинжки этой серии названы лек- 
циями. Это не случайно — большая 
часть выпусков написана на основе 
лекции, которую в свое время автор 
| читал школьникам. 

Серия пазвана популярной. Нопу- 
| лярная книжка — совсем пе обязатель- 
но — развлекательная или книга для 
легкого чтения. Наука не нуждается 
в орнаменте, она привлекательна сама 
по себе. Поэтому любой из выпусков 
«Популярных лекций» традиционно 
предназначен для серьезного чтения, 


*) Выпускается Главной „редакцией физи- 
| ко-математической литературы — издатель- 
‹ ства «Наука». 
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для работы с книгой. Он понуляреин, 
т. е. прост и достунен тем сгаршеклас 

спикам, у которых есть желание, | 
терпение и время заниматься матема- 
тическим самообразованием. Проч- 
тет такой стариюклассник книжку 
из этой серии раз, два, трн, — кому 
сколько потребуется, и идеи автора 
начинают явственно  проглядывать 
сквозь текст. Только читать нужно с 
усилием, похожим на то, которое пе: 
обходимо при решении математических 
задач. 

Некоторые выпуски серии «Попу- 
лярные лекции по математике», встрс- 
ченные с особым интересом, за двад- | 
цать лет, которые прошли со лия | 
выхода первого из иих, издавались | 
по нескольку раз. В частиости, из 
злесь представляемых книжка | 
С.В. Фомина «Системы счисле- 
ния» выходит второй раз, Н. Н. Во- 
робьева «Числа Фибопаччи»— 
третий раза Я.С.Д у бно в а«Ошиб- 
ки в геометрических доказательствах» 
— даже в четвертый. 


р 
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Все свидетельствует о том, что 
авторы книг стараются Ио воз- 
можности их усовершенствовать при 
перензданиях. Как правило. это 
озпачает, что автор старается еще 
более насытить каждую книжку на- 
учной ниформанней, оставляя ее не 
менее доступной 

На этом можно считать, что наше 
первое знакомство с серией книг «По- 
пулярные лекции по математике» сос- 
тоялось. Познакомимся теперь, так 
сказать, персонально с пятью книж- 
ками, вышедшими в свет в 1969—70гг., 
обложки которых изображены здесь. 
Каждая из них имеет свои индивн- 
дуальные особенностн. 

Начнем с книги: 


Яопулярные леКцци 
ПО МАТЕМАТИКЕ 


——— 


|8, 0:19) 4°)3.) 2] 


ЧИСЛА № 
ФИБОНАЧЧИ 





Н. Н. Воробьев. «Числа Фибо- 
наччи». 112 стр. Цена 17 коп. 

Элементарная математика богата 
разными задачами н головоломками, 
которые оказываются тесно связан- 
ными между собой. Обрастая после 
маленьких и болыших открытий ма- 
тематнков все новыми связями, это 
сложное образование незаметно прев- 
ращается в серьезную математическую 
теорию. Именно такое случилось с 
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задачей итальянского математика Ле- 
онардо Пизанского по прозвищу Фи- 
боначчи, опубликованной им впер- 
вые в 1202 году. Выросшая из знаме- 
нитой «задачи о кроликах», имеющей 
более чем семисотпятидесятилетнюю 
давность, теория фибоначчиевых чисел 
до сих пор остается одной из самых ув- 
лекательнейших глав элементарной 
математики. Более того, эта древняя 
задача оказалась «в близком родстве» 
не только с такой наукой, как теория 
чисел, но н даже с совсем юной тео- 
рией поиска онтимального решения. 

А вначале задача читалась так: 

Сколько пар кроликов в один год 
от одной пары рождается? 

«Некто поместил пару кроликов в 
некоем месте, огороженном со всех 
сторон стеной, чтобы узнать, сколько 
пар кроликов родится при этом в те- 
чение года, если природа кроликов 
такова, что через месяц пара кроли- 
ков производит на свет другую пару, а 
рождают кролики со второго месяца 
после своего рождения...» 

Как же решается эта задача и к 
каким математическим следствиям она 
приводит, вы узнаете, прочитав эту 
книжку. 

Книжка вполне доступна для школь- 
ников 8—10 классов. 

Прнложив некоторое усилие, вы 
получите возможность познакомиться 
с отраслью математнки, применение 
которой на практике обещает ей 
большое будущее. Каждое из перевоп- 
лощений проблемы Фибоначчи ярко 
само по себе. 

Теперь о следующей книжке: 

С. В. Фомин. «Системы 
ления». 48 стр. Цена 7 коп. 

Она читается исключительно легко. 
Однако легкость изложения не по- 
мешалаавтору вполне серьезно и очень 
интересно рассказать все необходимое, 
чтобы создать у читателя представле- 
ние о системах счисления. 

Вначале в ней говорится о преиму- 
ществах десятичной системы, к ко- 
торой читатель привык за время обу- 
чения в школе, и потому склонен 
принимать эти преимущества как 
должное. Затем рассказывается о 


счис- 


С.В. ФОМИН 


СИСТЕМЫ 


СЧИСЛЕНИЯ 





пренмуществах других систем счисле- 
ния в некоторых интересных задачных 
ситуациях. В связи с двоичной систе- 
мой счисления автор излагает эле- 
ментарные сведения о вычислитель- 
ных машинах. Впрочем, мы не будем 
пересказывать содержания книжки — 
значительно интереснее ее прочитать. 
Ограничимся только замечанием, что 
она окажется вам полезной н в том 
случае, еслн вам хочется познакомить- 
| ся с принципами работы электронных 
вычислительных устройств. 

Переходим к книжке: 

Я.С. Дубнов. «Ошибки в ге- 
ометрических доказательствах». 
64 стр. Цена 9 коп. 

В книжке Я. С. Дубнова приведен 
ряд ошибочных доказательств и дан 
их разбор. В одних задачах вскрыва- 
ется ошибка в доказательстве, в дру- 
гих — как несостоятельность дока- 
зательства, так и ошибочность утвер- 
ждения. Очень возможно, что вы не 
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Яопулярные лекции 
ПО МАТЕМАТИКЕ 
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Я.С. АУБНОВ 


ОШИБКИ 
В ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ 
АОКАЗАТЕЛЬСТВАХ 





в силах будете оторваться от нее 
после того, как познакомитесь с до- 
казательством теоремы «Все треу- 
гольники — равнобедренные»,  при- 
веденном на страницах 14—16. 

Книга написана ярким  занима- 
тельным языком. В ней приводятся 
тонкие и изящные геометрические 
софизмы. Она вполне доступна даже 
школьникам 7 классов. 

Раскроем теперь книгу: 

А. С. Солодовни ко в.«Систе- 
ма линейных неравенств». 80 стр. Цена 
1] коп. 

Эта брошюра, постепенно вводя но- 
вые для школьника понятия и пред- 
ставления, подводит его к отрасли 
прикладной математикн, ставшей пред- 
метом усиленных исследований уче- 
ных всего каких-нибудь двадцать-трид- 
цать лет назад. Речь ндет о линейном 
программированин. А с линейным прог- 
раммированием, как вам, может быть 
известно, тесно связано решение мно- 
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` Зопуларные лекции 
_ П© МАТЕМАТИКЕ 
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А.С. СОЛлОДОВНИКОВ 


СИСТЕМЫ 
ЛИНЕЙНЫХ 
НЕРАВЕНСТВ 





гих практических задач математичес- 
кой экономики. 

Для книжки А. С. Солодовникова ха- 
рактерен упор исключительно на 
математическое содержание линейного 
программирования. Это делает ее осо- 
бенно интересной для тех школьников, 
которые интересуются больше мате- 
матикой, чем экономикой. 

После того как вы разберетесь в 
этой книжке, она послужит мостиком 
к серьезным научным трудам, ука- 
занным в библнографин к ней. А это 
будет шагом в большую науку. 

Наконец о книжке Л. А. Ка- 
лужнин. «Основная теорема ариф- 
метики». 32 стр. Цена 5 коп. 

Эта брошюра посвящена одному из 
основных положений арифметики це- 
лых рациональных чисел — одно- 
значному разложению целых Чисел 
на простые сомножители. В ней прн- 
ведено строгое и полное доказатель- 
ство этого основного факта. 

Вот как сформулирована в броиоре 
основная теорема арифметики: 
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«Всякое целое число, отличное от 
нуля, может быть представлено в 
виде произведения простых чисел, 
причем такое представление един- 
ственно с точностью до порядка сом- 
ножителей и их знаков». 

Вы не удивлены? Вам не пришел 
в голову вопрос — а нужно ли это 
доказывать? Не слишком ли очевиден 
прнведенный в теореме факт? 

Оказывается, что ме столько оче- 
виден, сколько привычен, ибо су- 
ществуют и применяются другие, не- 
обычные арифметики, в которых эта 
теорема неверна. 


В. Н. Березин, М. Л. Смолянский 


Одной из самых колоритных фигур 
шахматной истории был второй чем- 
пион мира Эммануил Ласкер. Доль- 
ше всех, в течение 27 лет, удерживал 
он за собой шахматный трон. Однако, 
кроме шахмат, Ласкер проявлял ин- 
терес и к другим играм, в которых 
борются два партнера илн две коа- 
лицни партнеров. Оп неплохо играл 





в шашки и в японскую игру «го» 
(облавные шашки), принимал учас- 
тие в официальных состязаниях по 
карточной игре в бридж и даже на- 
писал_ учебник по этой игре. 

Так что нет ничего удивительного 
в том, что Ласкер придумал новую 
настольную игру — один из вариан- 
тов игры в шашки. Эта игра, назы- 
ваемая шашками Ласкера (или, как 
ее аще называли, «ласка») была до- 
вольно распространена в первые де- 
сятилетия ХХ века, а в 1920 году 
в Гааге даже состоялся турнир по 
игре в «ласку». 

Эта игра ведется на белых полях 
квадратной доски, имеющей 7 го- 
ризонталей и 7 вертикалей (все уг- 
ловые поля доски белые (см. рисунок). 
Игровые поля обозначаются числамн 
т | до 25. Каждый игрок располагает 
|| шашками. Белые ставят шашки 
на поля 1—1], а черные — на поля 
15—25. Шашки ходят только вперед 
(как в обычных шашках), причем 
они не могут становиться ни на по- 
ле, занятое своей шашкой, ни на 
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поле, занятое шашкой противника. 
Бьют шашки тоже только вперед, 
перепрыгивая через шашку против- 
ника на свободное поле. Однако, в 
отличие от обычных шашек, при этом 
шашка противника не снимается с 
доски, а «берется в плен», то есть 
ставится под взявшую ее шашку. 
Поэтому на доске появляются «колон- 
ны», состоящие из нескольких шашек 
различных цветов. 

Колонна ходит так же, как и про- 
стая шашка. Если шашка противника 
бьет колонну, то с колонны снима- 
ется одна верхняя шашка, которая 
ставится под шашку, взявшую ко- 
лонну. Остальные правила взятия 
такне же, как и в обычных шашках, — 
можно бить подряд несколько шашек 
противника; взятие шашки обязатель- 
но; если под ударом несколько ша- 
шек противника, то можно бить лю- 
бую из них; взятая шашка забирается 
сразу после перепрыгивания (а не 
в конце всех перепрыгиваний). Если 
бьет не отдельная шашка, а колонна, 
то взятая шашка кладется снизу всей 


колонны. Цвет каждой колонны опре-. 


деляется цветом верхней шашки. На- 
пример, колонна «ббччччь, состоящая 
из двух белых шашек и четырех чер- 
ных шашек, действует как фигура 
белого лагеря. Но если противнику 
удастся освободить свои шашки, дваж- 
ды побив эту колонну, и снять две 
верхние белые шашки, то на поле 
боя появляется колонна ‘из четырех 
черных шашек, которая, естественно, 
действует на стороне черных. 
Если шашка достигнет противо- 
положной стороны доски, то она прев- 
ращается в «дамку». Дамка имеет 
право ходить вперед и назад на 
один ход и бить вперед и назад со- 
седние с ней шашки противника. 
Однако если шашка достигает пос- 
ледней линии в процессе взятия ша- 
шек противника, то она хоть и пре- 
вращается в дамку, но бить как дам- 
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ка может, лишь начиная со следую- 
щего хода. Если противоположной 
стороны доски достигает колонна, 
то становится дамкой лишь ее верх- 
няя шашка. В ходе борьбы может 
получиться причудливая колонна, сос- 
тоящая, например, из двух белых 
дамок, трех простых белых, простой 
черной и трех черных дамок (б,, 
6., 6,6,6 ч‚ч‚, ч„ ч.). Такая колонна 
действует как белая дамка. Если 
черным удастся снять с этой колон- 
ны две белые дамки, она будет дей- 
ствовать как прёстая белая шашка. 
Если в ходе дальнейшей борьбы с 
этой колонны снимут три белые шаш- 
ки, то она станет действовать как прос- 
тая черная. Наконец, если с нее 
снимут и одну черную шашку, она 
начнет действовать как черная дам- 
ка. Цель игры, как и вобычных шаш- 
ках, — либо съесть все шашки про- 
тивника, либо запереть их. 

Приведем одну запись партии, сы- 
гранной Ласкером. 

1} 912 15:9; 2) 5:13 18—14; 
3) 10:18 16:10; 4) 6:14. 13:15; 5) 
1:9 17—13; 6) 10:16 20:6; 7) 2:10 9:1; 
8) 14—17. Кажется, что белые ло- 
теряли рассудок... 8)... 21:13; 9) 
18—21 24:18; 10) 10—14 18:2; 1!) 
7—10 13:7; 12) 4:24 2:4; 13) 24—21 
Идея комбинации! 13... 4:10; 14) 
21:7 и белые выиграли. 

С шашками Ласкера связан ряд 
интересных комбинаторных задач. 
Так, например, Ласкер и известный 
немецкий математик Ландау доказа- 
ли, что в колонне не могут пере- 
мешиваться шашки из разных ла- 
герей: либо вся колонна состоит 
из шашек одного цвета, либо верх- 
няя часть — из шашек одного цвета, 
а нижняя — из шашек другого цвета. 
Сосчитайте сами, сколько может быть 
различных колонн, удовлетворяющих 
этому условию. 


Н. В. 
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К СТАТЬЕ 
«ПЛОСКИЯ МИР ХИНТОНА» 


‚ Только одно колесо перскатится через 
выступ. 

Еслн у вагона четное число колес л. то 
число колес, которые перекатятся через 
выступ, равно л/2. 

Если число л нечетиое, задача несколько 
усложняется. Вначале надо отрезок пути от 
нереднего колеса до выступа разбить на участ- 
ки, длина каждого из которых равна расстоя- 
р нию между соседними колесами. Если выстун 

| находится на четном участке, через него 

перекатится (п—1):2 колес. Если выступ 
| расположен на нечетном участке, (л-+1):2 ко- 
| лес. (Расстоянне от точкн, в которой колесо 
касается дороги, до выступа не равно нулю.) 


К СТАТЬЕ 
«ПИСЬМЕННЫЙ ЭКЗАМЕН 
ПО ФИЗИКЕ НА ФИЗФЛКЕ МГУ» 
Вариант! 1) 5: - 2) т::та=сь: с. 
С.Е. — С.Е: 
Ета (см. 
2Ю т 2а 
Г-- Веки |= 8 См. 





3) сс пояснение). 
4) х = 


т — 
5) У: м } Зов. 
Варнант 2. 1) 90= Иррь—рРводы) $ 








+ 
= 0.012 дж-- 0.003 каш. 2) х=1-- ты 7 и _ 
5 ий — 8.3 см. 3) а-- 1 „бм/сек? (телэжка по» 
[2 


2 
дет влево}. 4) 9, =- —3 9.5) а ие 
(см. пояснение). | 


Пояснения к решениям задач 


Варнаит 1, задача 3. После 
замыкания ключей К; и К, (ключ К, разомк- 
нут) на верхних пластинах конденсаторов С, 
и С; заряды будут соответственно равны 
—С\Ё: н С.Е.. После размыкания ключей 
Куи К; и замыкания ключа Ку общий заряд 
на указанных пластинах, соедниенных те- 
псрь через ключ К.. сохранится равным 
С.Е.—С.Е,= 9:49: (1), причем 91:9:= С.:С, 
(2). Решая систему уравнений (1) п (2), полу- 
ЧЕМ ОТБЕТ. 

Вариант 2, задача 5. На рн- 
сунке изображены силы, действующие на 
брусок и клин. Уравнения движения тел по 
осям неподвижной системы координат хОу, 
связанной с желобом, запншутся так: 


тах = Мзта, (1) 
та: у = №с059, (2) 
Ма = Е — Мула, (3) 
ау = а. (а — ау). (4) 








Рис. 1 


В этих уравнениях а,;. а;, — ускорения 
канна по осям х и цу, а —- искомое ускорение 
бруска и № — сила взанмодействия бруска 
и клниа. Уравнение (4). связывающее уско- 
рения тел, получим, рассмотрев составляю- 
щис перемацения клина относительно брус- 
ха. На рисунке пунктиром изображены поло- 
жения бруска н клина черсз время Ё после 
начала движения, а также на- 
чальное положение клина. Отрезки Ни | 
представляют собой составляющие переме- 
щения клина относительно бруска. Величины 
этих отрезков связаны соотношением Н-== 


1 
Ин“. Подставив в него й = —5 1! и = 


= 2 (и —а,,) {2, получим уравнение (4). Ре- 


ная систему уравнений (1) — (4) относн- 
тельно и. находим ответ. 
К СТАТЬЕ 
«ГУМАНИТАРИИ СДАЮТ 
МАТЕМАТИКУ» 


Фнлологический факультет 
1 


14° 
м и 
2. Х, 2 -+ 2Ал, == ба + 2Ал, 
ВО. И. = 
5 

3. Ох; 25х<4. 

М (М— 1) 
а. - 


Факультет пснихологин 





о ВЕ] 
1. 25 5 сз а- 
| 2 3 7 | 


и бою 8, 5, 2. 
4. Скорость второго поезда больше. 


Отделение политической 
экономии 
}. 34 руб., 16 руб. 
—3— [65 
К, 


©1 


62 чп со < -- в зн } 41? —- 62 м? & 





} 4 
Е л 
4. х 5+ Е. хр Л, 
} 
ха —^ — агощ 3 -|- #л. #=0. 1. 
М: 


Отделение эконом нческой 
кибернетики 


|. ХЕАВЛ. Ва 0, +1. , 
2. Х;==12. хз-=14. хз—8. ху 10. где х,— 
число членов 1-го кружка, #21. 2, 3, 4. 











С] © з у 
, Й С 5 —1* 5 
АА ‹ б \? } 
| (сы ш -5-) 24 
4. х_2 
К СТАТЬЕ 
«12 ЛНЕЙ В ЧЕХОСЛОВАКИИ» 
Задача 1 


\. Вторая тележка ие перемещается в 
вертнкальном ианравленни. Это означает, 
что сила Т натяжения пити (рис. 1) уравно- 
вешена притяжением тележки к Земле: 
Т- т.8. Эта же сила Т сообщает нервой 
тележке ускорение ги. равное 





Рик. 1 


© ускорением и движется и вся система 
и челом под дейстьмем силы Р, поэтому 
из уравнения динжения системы (второй 


закон Ньютона) Е (пи + т. +тза находим 
т (т т. -- т) 
п 
2. Запишем уравнения движения первой 
н второй тележек: Т==нна; и т.в—Т= та, 


где а; — величина ускорения тележек. Ре- 
шая эти уравнения совместно, найдем 


пь ть 
маи Г. 
тт т, п! -- Ть 
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Сиециальный нрокз за решение этой задачи 
иолучнл Володя Меркулов. Оп решал задачу 
в общем винде, записав уравнения движения 
всех тел и положив потом равным нулю или 
вертикальное ускорение а, второй тележки 
нли ускорение а третьей тележкн. 

Задача? 

Обозначим: с. — теплоемкость воды, { — 
температура калориметра и сго содержимого 
в состоянни равновесия, Ат — изменение 
количества льда (Ат положительно, если 
количество льда увеличилось, и отрицатель- 
но. если увеличилось количество воды). 

Теилообмеи в калориметре можно рассмат- 
ривать так: вода и калориметр остыли до 
температуры плавления льда, при этом вы- 
делилось количество тепла (,, равлое (л1»са + 
+'с!)!2. а лед нагрелся до температуры 
илавлення, поглотив количество тепла 
равиое — #1.6йз. 

Если 9—0... то установится тепловое 
равновесне. В противиом случае останется 
количество тепла @4-0,—0.,. При 0,20 
это тепло пойдет на плавление льда, а при 
9—0 часть воды замерзнет. 

Если @, удовлетворяет условию —т.Ё= 
<-Чо= 71зГ. то па этом теплообмен закончит- 
ся, и в результате количество льда изменится 


з 


ый 
на величину Ат - —т`, а темнература смеси 


будет равна 0 С. 

Если Оо> ть. то весь лед растает вн смесь 
матреется до 1емпературы 1, которую пайдем 
нз уравнения теплового баланса, 

О, — т! 
тис + (т. -- тз) © 
чго при Ос —#н>Ё. вся вода замерзнет, и 
смесь охладится ло температуры 


9 +в 
— пна -- (т. + т.) с, 

Подставив численные значения, найдем, ито 
9-87 ккал. п {= 10,7 ккал, а 13-141 ккал. 
Таким образом, —т.-<О<СтЫ. Это озна- 
чает, что в калориметре будет смесь льда н 
воды при температуре 0`С. Так как Ат- 

0,11 кг, то льда будет 2,11 ке, а воды 0.89 кг, 

Задача 3 


Из условия равновесия шарика на оси 
кольца следует, что сила Р электрического 


. Аналогичио найдем, 


отталкивания шарика от кольца равна 78: 


т 
ша 

т ГГ № . а 
ть С. другой стороны. се можно 
найти, если разбить кольцо на п достаточио 
малых частей, таких, чтобы каждый кусочек 
можно было считать материальной точкой *), 
н затем найти равнодействующую сил. дейст- 
вующих на заряд со стороны этих кусочков 
кольца. (рис. 2 и рис. 3). 

Заряд каждого кусочка равен @/л, а сила 


*) Для этого длина кусочка должна 
быть много меньше расстояния между инм 
н зарядом. 


-Т 
Рие. 2 

, 94 * 

взанмодействия с зарядом 4: ТЕ С та- 


кой же но величнне силой действует на за- 
ряд 9 ин диаметрально противоположный 
кусочек кольца. Вертикальные составляющие 
этих сил взанмио уничтожаются, а горн- 
зоитальные составляющие складываются 





Поэтому Е -- ПАР 0$ 9 == т УР- Е=. 
Таким образом, 9. Е ПоЖЕВЕТ- 
та} 11 — В 3 (ав _ 
р ‚откуда { ] =. 72 см. 





Задача 4 


Луч 7. отразившийся от верхией грани 
кубика. пройдет расстояние на 24 большее, 
чем луч 2, отразившийся от нижней грани 
паастийки. Кроме того, луч ! потеряет поло- 
вину длины волны при отраженин от стекла 
{как оптически более плотной среды}. Таким 
образом, разность хода интерфсрирующих 

р А 
лучей / и 2 сзлнной волны А равна 24 —— -5°. 
Интенсивность света будет максимальна, 
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Рис. 4 


если эта разиюсть равна целому числу длин 
(21 — ПА 
9 . 





волн о Е: пд. тоесть 24 


гле п:-1. 2. 3.. 

5 Ик должно выполняться для двух 
длин воли: Ао 400 ми (=: +1) и... нахо- 
дящейся между 400 ми и 1150 ми(я:—). 


2 -- ПА 

24 ле о ы 
2—1] 2 

24 оны 5 2 з 

2--1. 
Отсюда получаем, что #, -: 1 Ав. Но 
р | 
1150 мн, то сесть т 55—10 < 1150, 


дя Ё а 1 


Зхдег уже больше [150 ми: А,- 5 3 400 чи > 
1150 ми. Это означает, чо #<3. Итак 





2К -=- 1 
ЗЁ<З. то есть К ‘2. 24 2—1 № 
и а 
566.6 ми, а 4-м - 500,0 мн. 


Теперь мы можем найти, на сколько гра- 
дусов падо нагреть кубик, чтобы он косиулся 
иластники: 


АЕ = м 91. 


Задача 5 


Ток не будет идтн через гальванометр, 
если схему б подключить к схеме а в точках, 
разность потсициалов между которыми рав- 
на э.д.с. г сухого элемента. 

Если схему б подключить в точках А н В, 
то при отсутствии тока через гальвапомегр 
между элементами схемы будет выполняться 


н 
соотношение /(АЮ+лх)==, где [= К-х 


- отпошение длины. свой 





ток в цени а. ай 
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Рис. 5 
частн реохорда ко всей его длине. Итак, Решая уравнения (1) н (2) совместно, най- 
и Вх дем, что 
г — Вил’ (0 [3 и пой! 





С а = 


п —л’ е п ы 





Мы получили урависние с двумя нсизвест- 


и Для того чтобы задача имела решение, 
ными: Хх в —. Необходимо составить еще д р 











Е необходимо. чтобы падение напряжения на 
одно. Если непь б подключить к шени а реохорде было больше # (в противном случае 
в точках Ви С, то условие отсутствия тока п,>|[. что невозможно). То есть должно вы- 
через гальванометр запишется так: нолняться соотношение 
и ц Ю--х о и р и—в 
ОВЕН — ди — = х х © мли х. 
Их или их 42} Вх > а 


ОТВЕТ НА ШИФРОВКУ, ОПУБЛИКОВАННУЮ В № 3 


Зашифрован следующий текст: «Какое отношение к этой задаче ичееть четюгричная систеча 
счисления? Какие знаки уеие выбрать изя орфографических символов и цифр?» 





Указания к «шыфровхе» 


При создании шифра был» использована четверичная снстема счисления. Четырем цифрам 0, 1. 1 
2 м 3 соответствуют четыре значка шифра: П.Е. Ц из. А столбику из трех значков — трех- 1 
значное число в четверичной системе. у которой левая цифра соответствует нижнему значку. с92д- 
няя — среднему, а правая верхнему. 
у 
| 


п 
В русском алфавнте 33 буквы, а среди столбиков имеется П. которому соответствует число 0. 
п 
п 
нП. которому соответствует чнсло 32. причем иет столбиков. которым соответствовали бы большие 
и 


= 
числа. Таким образом. естествепно. что столбиком П зашифрована буква Л. столбиком П — буква 
п п 


п 
Бнт. д.. наконги, столбиком ПП - буква Я. 


Итак. ключ ишифровьн с нон’р биукем в а равиие на единицу болшыине числа. гсоответетви- 
пнцего этому столеику. 
Интересно. что во многих случаях удобиее записывать буквы такими символамн. Например, при 
использовании такой символики в печатной машнике достаточно было бы иметь всего пять клавиш: 
четыре клавиша для букв н один клавиш для пробела: так как различных трехзиачковых букв. как ис- | 
трудно подсчитать. 64, то нх хватит не только на 33 буквы русского алфавита, нон на все буквы ла- 
тинского алфавита. А если еще воспользоваться различнымн однозначковыми и двухэначковыми сим- 
воламн, то получим еще 60 символов. которые можно нспользовать для цифр. орфографических п 
математических знаков. А ведь у такой машипки всего пять кзавиш! Н 
Удобство такой записи состонт м в том. что гораздо легче создать машину, «читающую» текст. | 
‚аинсанный этими символами. чем мащину. чигающую обычный текст. Однообразие начертания | 
символов очень удобно для их анализа с помощью фотозэлектронных устройств. К сожалению. нменно 


А ЕЫ эгого однообразия. человеческому глазу гораздо труднее различать эги символы. чем обычные 
Я квы. 
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ЕЩЕ ОДНА ШИФРОВКА 


КРЕФФУ-ГЕВЪКФ БЪФЖГ 
НФМЪЫЩ, БМГЛЛ ЪЭР 
ТХРЩИБЩЕГНФ 
ЗЭЩНМДУФ 

ЮФЕЗЖ МБЫЧЩ, В РЛ 
ХРЪЯБ ЖЮМЕБХ 


Зашифрованный здесь афоризм принадлежит американскому писателю Генри Дэвиду 
Торо (1817—1862). 


Расшифровка связана с использованием таблицы первых простых чисел. 


1-Ё 

3+5.-2' 
71+9-1-3° 
13-15+17 19-4 


Принцип, по которому построена эта числовая пирамида, прост и в особых пояснениях 
ие нуждается. Сами вы без труда можете продолжить эту пирамиду вниз сколь угодно да- 
леко. 

Спрашивается, сохранится ли при этом закономерность, которой отвечают правые 
части равенства? Будут ли справа и в дальнейшем стоять кубы натуральных чисел? 
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Р. С. ГУТЕР 


УМЕН 
МАШИНЫ 


Разным временам — разные ма- 
шины, у разных машин—разные 
возможности. По-видимому, первой 


машиной человечества следует счи- 
тать обыкновенный камень, который 
наш обезьяноподобный предок ис- 
пользовал, чтобы разбивать орехи 
(или что-нибудь столь же крепкое, 
например голову зверя), и простую 
палку, игравшую роль рычага, что- 
бы сдвинуть с места тяжелый ка- 
мень, когда из-под него надо было 
извлечь зверька или съедобный ко- 
рень. 

Герон Александрийский, живший 
около первого века нашей эры 
(он придумал формулу для площади 
треугольника и ‘способ последова- 
тельных приближений для извлече- 
ния квадратного корня), сделал 
машину, открывавшую двери. Лиф- 
тов вто время не было, но, на- 
до полагать, рассказ о лифте не 
очень удивил бы Герона. А вот об 
автомобиле или о телефоне рас- 
сказать ему было бы гораздо слож- 
нее. 

Точно так же инженер тридца- 
тых годов нашего столетия не очень 
удивился бы рассказу об искусст- 
венных спутниках Земли, летающих 
в шестидесятые годы, но рассказ о 
машине, которая ставит диагноз 
больному, переводит научные тек- 
сты с английского языка на русский, 
доказывает теоремы, играет в шаш- 
ки и шахматы и сочиняет стихи и 
музыку, встретил бы с глубоким и 
естественным недоверием. 

Читатель должно быть уже дога- 
дался, что речь идет об электрон- 
ных вычислительных машинах, этом 
«обыкновенном чуде» наших дней. 

Мысль о создании «думающих 
машин» возникла у людей доста- 
точно давно. Ее высказывали и пы- 
тались в какой-то мере осуществить 
испанский монах Раймон Люллий 
(Х!! век н. э.), французский ученый 
Блез Паскаль (1623—1662), великий 
немецкий математик и философ 
Готтфрид Вильгельм Лейбниц 
(1646—1716). Однако в те времена 
эти попытки не были и не могли 
быть удачными. 

Не прошли этим мысли и мимо 
писателей. Вспомните замечатель- 
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ного английского сатирика Джона- 
тана Свифта (1667—1745) и путеше- 
ствие Гулливера на Лапуту. В числе 
носителей различных идей, псевдо- 
научных и подлежащих осмеянию с 
точки зрения автора“), читатель 
встретит и некоего профессора, ра- 
ботавшего «...над проектом, цель 
которого заключается в усовершен- 
ствовании умозрительного знания 
при помощи технических и механи- 
ческих операций... С помощью его 
изобретения самый невежественный 
человек, произведя небольшие из- 
держки и затратив немного физиче- 
ских усилий, может писать книги по 
философии, поэзим, политике, пра- 
ву, математике и богословию при 
полном отсутствии эрудиции и та- 
ланта» ^*). 

Любопытно, что рисунок, кото- 
рый сопровождает описываемый 
Свифтом «станок», удивительно на- 


*) Впрочем, несколько лет назад журнал 
«Техника — молодежи» сделал выборку из 
этой главы «Путешествия Гулливера». В вы- 
борке приводится немалое число идей, осме- 
нвавшнхся Свифтом, но нашедших применс- 
ние в наши годы, вплоть до «постройки домов, 
начиная с крыши», успешно применяющейся 
сейчас ленинградскими домостроительными 
комбинатами. 

**) Дж. Свифт, Путешествия в неко- 
торые отдаленные страны света Лемюэля 
Гулливера, сначала хирурга, а потом капи- 
тана нескольких кораблей, ГИХЛ, М., 1967, 
стр. 217. 
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поминает 
менной вычислительной машины. 
В этом легко убедиться, сравнив за- 
имствованную нами из русского из- 
дания 1947 года (и, надо думать, 
воспраизводящую соответствую- 
ший свифтовский оригинал) иллюст- 
рацию свифтовского станка с фото- 
графией матрицы памяти, сделан- 
ной десятью годами позже. 

Но если к «логическим  маши- 
нам» можно было относиться иро- 
нически, то необходимость в вычис- 
лительных машинах, помогающих 
человеку считать, была ясна, а поэ- 
тому они и создавались уже доста- 
точно давно. 


матрицу памяти совре- 


По всей видимости, счет везде 
начинался «на пальцах», так что 
пальцы следует считать первой 


(или первобытной) вычислительной 
машиной. Следующим шагом пре- 


дыстории вычислительных машин 
следует считать счетный абак и 
дошедшие до наших дней русские 


счеть, где числа изображались ка- 
мешками или косточками, надетыми 
на спицы. Вычисления на этих уст- 
ройствах производятся полностью 
вручную, так что счеты следует рас- 
сматривать как устройство для об- 
легчения вычислений, но не как вы- 
числительную машину. 

История вычислительных машин 
начинается с 1642 года, когда Блез 
Паскаль изобрел десятичное счет- 
4 


ное колесо и механизм автоматиче- 
ского переноса из разряда в раз- 
ряд. Идея этого механизма перено- 
са используется и сегодня в на- 
стольных клавишных машинах по 
существу без всякого изменения. 
Но тогдашний уровень техники был 
слишком низким для создания на- 
дежно работающих механизмов и 
приборов. Понадобилось еще око- 
ло полутораста лет для того, чтобы 
осуществить эти идеи м создать 
практически используемые вычисли- 
тельные машины. 

В 1874 году русский 
В. Т. Однер изобрел и 
первый арифмометр, в котором 
для изображения чисел использо- 
вались шестерни с переменным чис- 
лом зубцов. В 1878 году великий 
русский математик П. Л. Чебышев 
(1821—1894) изобрел арифмометр 
с непрерывным механизмом пере- 
носа из разряда в разряд. В 1891 
году началось промышленное про- 
изводство арифмометров Однера. 
Об удачности этой конструкции сви- 
детельствует хотя бы тот факт, что 
производство ручных арифмомет- 
ров «Феликс», принципиально нест- 
личающихся от арифмометров Од- 
нера, лишь в середине пятидесятых 
годов было заменено выпуском элек- 
тромеханических аэрифмометров. 

Широкое распространение полу- 
чила также суммирующая машина 


инженер 
построил 


Бэрроуза, изготовленная в 1885 го- 
ду. В дальнейшем создавалось и 
создается большое количество раз- 
личных вычислительных машин, обе- 
спечивающих механизацию счета, 
сначала ручных, а затем и снабжен- 
ных  электродвигателем. Однако 
все они имеют ручное управление: 
для каждого действия оператор, 
работающий на машине, должен 
ввести в машину требуемые числа 
и указать требуемое действие, на- 
жав соответствующую клавишу °). 
Другую линию в развитии мате- 
матических машин представляют 
так называемые машины непрерыв- 
ного действия или аналоговые ма- 
щины. Первыми их представителями 
была всем известная логарифмиче- 
ская линейка и различные плани- 
метры и лонгиметры, предназначен- 
ные для нахождения площадей 
плоских областей и длин плоских 
кривых. В конце ХХ и начале ХХ ве- 
ка были сконструированы непрерыв- 
ные машины для выполнения опера- 
ций дифференцирования и интегри- 
рования. В 1912 году великий рус- 
ский ученый, математик и корабле- 
строитель А. Н. Крылов (1863—1945) 
сконструировал машину для решения 
дифференциальных уравнений. Все 
они были основаны на механических 
элементах. С развитием электротех- 
ники и электроники аналоговые ма- 
шины, построенные с широким ис- 
пользованием электрических и 
электронных элементов получили 
очень большое распространение. 
Настоящей предшественницейя 
современных электронных вычисли- 
тельных машин следует считать ма- 
шину, которую сконструировал око- 
ло 1830 года профессор Кембридж- 
ского университета Чарльз Бэббедж. 
Идея Беббеджа оказалась техниче- 
ски неосуществимой в то время, и 
фактически его машина так никогда 
и не работала. Но она содержала 
уже все основные устройства, кото- 
рыми обладает современная вычи- 


*) См. Б.Н. Делоне, Малые счетные 
машнны, М.. Гостехнзаат. 1952. 
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слительная машина: у нее был 
«склад» для хранения всего число- 


вого матермала, используемого в 
процессе счета, «мельница» для об- 
работки этого материала и «управ- 
ление», выполняющее роль автома- 
тического оператора. 

Причиной неудачи  Бэббеджа 
явилась невозможность осущест- 
вления такого сложного комплекса 
на базе лишь механических элемен- 
тов. Спустя сто с лишним лет поло- 
жение существенно изменилось: в 
распоряжении математиков —ока- 
зались электричество и электро- 
ника. 

Использование электромотора 
позволило заменить ручные ариф- 
мометры полуавтоматическими и 
автоматическими клавишными вычи- 
слительными машинами. У нас, на- 
пример, очень широкое распрост- 
ранение получили автоматические 
клавишные машины ВММ-2, кото- 
рые выпускались до недавнего вре- 
мени. 

Следующим этапом явилось ис- 
пользование — электромеханических 
реле, которые позволили создать 
счетно-аналитические и релейные 
вычислительные машины. Наконец, 
г конце сороковых годов, т. е. не- 
многим более двадцати лет назад, 
появились первые электронные вы- 
числительные машины, использую- 
шие электронные лампы. 

Для электронных вычислитель- 
ных машин существенны две основ- 
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ные характеристики — скорость вы- 
полнения арифметических опера- 
ций и объем памяти Первые совет- 


ские электронные вычислительные 
машины БЭСМ, М-2, Стрела, Урал 
имели скорость 200—2000 арифме- 
тических операций в секунду и объ- 
ем памяти 1024—2048 ячеек. Эти 
машины были ламповыми и имели 
по несколько тысяч электронных 
ламп каждая 


Наиболее распространенными 
машинами конца шестидесятых го- 
дов являлись  БЭСМ-4,  М-220, 
Минсн-22, Раздан-3 со скоростями 
около 25000 арифметических опе- 
раций в секунду и объемом опера- 
тивной памяти 8192—32768 ячеек. 
Машина 6Б5СМ-6 при оперативной 
памяти 32 768 ячеек имеет уже ско- 
рос*ть до миллиона арифметических 
операций в секунду. В этих машинах 
электронные лампы уже полностью 
заменены полупроводниковыми 
элементами (транзисторами), имею- 
щащми значительно меньший объем 
и требующими значительно мень- 
шей мощности. 


Применение транзисторов поз- 
волило ссздать малогабаритные на- 
стольные электронные клавишные 
машины, заменяющие электроме- 
ханические. Они отличаются боль- 
шой скоростью и полной бесшум- 
ностью, что очень важно для боль- 
ших вычислительных лабораторий. 
Поэтому настольные клавишные 
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электронные машины начинают вы- 
теснять электромеханические. Широ- 
кую популярность завоевали у нас 
машины «Вятка», «Искра», «Орби- 
та» и некоторые другие. 

Первые же успехи в создании 
вычислительных машин позволили 
использовать их и для невычисли- 
тельных задач различного рода. 

Не очень трудно, по крайней ме- 
ре теоретически, «достроить» вы- 
числительную машину до управляю- 
щей. Рассмотрим задачу об управ- 
лении некоторым технологическим 
процессом, например процессом по- 
лучения какого-либо химического ве- 
щества в спезиальном реакторе. 

Течение процесса определяется 
состоянием внутри реактора: кон- 
центрацией исходных веществ и по- 
лучающегося вещества, температу- 
рой и давлением внутри реактора и 
т. п. Управление процессом обыч- 
но состоит в изменении регулируе- 
мых параметров, например скоро- 
сти поступления исходных веществ 
и температуры. При ручном управ- 
лении оператор по показаниям при- 
боров определяет состояние про- 
цесса в данный момент и, опреде- 
лив наивыгоднейшие для данного 
состояния величины регулируемых 
параметров, приводит их к требуе- 
мым значениям. 

Для автоматического управле- 
ния таким процессом нужно соеди- 
нить вычислительную машину с из- 
мерительными приборами, харак- 
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теризующими состояние процесса, 
и регулирующими приборами. По- 
лучив от измерительных приборов 
сведения о состоянии процесса, ма- 
шина рассчитаёт наивыгоднейший 
при данном состоянии режим и пе- 
реведет в нужные положения регу- 
лирующие приборы, причем такой 
расчет м регулировка могут повто- 
ряться через определенные проме- 
жутки времени. 

Конечно, при практическом осу- 
шествлении такой схемы могут 
встретиться и фактически встреча- 
ются самые различные трудности, 
но их преодоление есть уже, как при- 
нято выражаться, «дело техники». 

Особенно важным является при- 
менение быстродействующих элект- 
ронных вычислительных машин для 
управления быстротекущими про- 
цессами. Многие из таких процес- 
сов требуют регулирующего вме- 
шательства десятки и сотни раз в 
секунду; без участия быстродейст- 
вующих машин регулирование та- 
ких процессов вообще невозможно. 
Но эта тема заслуживает более под- 
робного обсуждения и мы собира- 
емся это сделать в одном из после- 
дующих номеров журнала. 

Различные «невычислительные» 
применения современных вычисли- 
тельных машин достаточно широки 
и многообразны, Весьма интересно, 
например, использование их для пе- 
ревода текстов с одного языка на 
другой. Мы сможем дать здесь 
лишь приблизительное описание 
принципов работы такой програм- 
мы. Но и по такому грубому при- 
ближению можно представить себе 
достигнутые результаты и имеющи- 
еся трудности. 

Представим себе два языка, со- 
стояшие из одинакового количест- 
ва слов, которые не изменяются 
при склонении или спряжении и все 
являются значащими (в русском 
языке практически все слова явля- 
ются значащими; напротив, в дру- 
гих европейских языках имеется 
ряд спужебных слов, не имеющих 
самостоятельного значения. К ним 
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относятся, например, {ег или ай в 
значении артикля в немецком язы- 
ке, (Пс — в английском и т. п.). Пред- 
положим далее, что каждое слово 
одного языка имеет точно один пе- 
ревод на другой язык. В математи- 
ческих терминах это означает, что 
между словами двух рассматривае- 
мых языков существует взаимно 
однозначное соответствие. Если 
еше предположить, что порядок 
слов в предложении для обоих язы- 
ков несуществен (примерно так и 
обстоит дело в русском языке, где 
слова в предложении можно пере- 
ставлять достаточно произвольно, 
в отличие от многих других, где их 
порядок предписывается граммати- 
ческой конструкцией и смысл напи- 
санной фразы от перестановки слов 
может измениться), то для таких 
языков написать программу пере- 
вода совсем просто. 

Достаточно ввести в машину 
словарь. Это можно сделать, напри- 
мер, таким «освенным путем. Зану- 
меруем слова первого языка ка- 
ким-либо способом, например по 
алфавиту. Слова же второго языка 
занумеруем теми же номерами так, 
чтобы соответствующие друг другу 
слова двух языков имели один и тот 
же номер. Теперь остается сделать 
программу, с помощью которой 
машина могла бы по введенному 
слову первого языка находить его 
номер, затем по номеру — соответ- 
ствующее слово второго языка, и 
выдавать его на печать. Тем самым 
программа перевода будет создана. 

Для фактически существующих 
языков дело обстоит, конечно, го- 
раздо сложнее. Прежде всего, 
обычно слова являются изменяемы- 
ми и порядок слов в предложении 
не безразличен. Поэтому, кроме 
словаря, программу необходимо 
снабдить достаточно подробным 
перечнем грамматических правил 
для обоих языков, которые позво- 
лили бы: 

1) проанализировать введенное 
предложение синтаксически, опре- 
делить подлежащее, сказуемое и 
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второстепенные члены  предложе- 
ния и выяснить их характер; 

2) исследовать каждое слово, 
выделить его корень и найтм основ- 
ную форму (именительный падеж 
единственного числа для существи- 
тельного и т. п.); 

3) после перевода каждого сло- 
ва на другой язык с помощью сло- 
варя расставить слова другого язы- 
ка в переведенном предложении в 
нужном порядке; 

4) изменить каждое слово в со- 
ответствии с нужной формой {чис- 
ло, падеж и т. п. или другие грам- 
матические формы в зависимости 
от части речи). 

Отсюда видно, что для програм- 
мы перевода необходимы довольно 
глубокие знания структуры языка 
(структурная лингвистика), да еще 
доведенные до такого состояния, 
чтобы их можно было изложить со- 
вершенно формально — для ма- 
шин. Сейчас мы такими знаниями 
языков не обладаем. 

Но все это, как говорится, еще 
цветочки. Ягодки же машинного пе- 
ревода созревают в полную меру 
тогда, когда мы более подробно 
подумаем о словаре. До сих пор 
мы предполагали, что между слова- 
ми двух языков существует взаим- 
но однозначное соответствие. Как 
мы знаем, на самом деле это дале- 
ко не так. 

Прежде всего, в каждом языке 
имеются омонимы — так называют- 
ся слова, имеющие несколько раз- 
личных значений. Например, рус- 
ское слово «коса» может иметь че- 
тыре различных значения: коса мо- 
жет быть острая, русая или песча- 
ная или может быть кратким прила- 
гательным (от «косая»). Ясно, что 
переводить каждое слово в отдель- 
ности здесь уже не удастся, да и 
словарь придется устраивать по- 
сложнее, чем было описано выше; 
простой нумерацией слов здесь не 
обойдешься. 

Еще больше трудностей вызыва- 
е: наличие синонимов, т. е. несколь- 
ких слов, имеющих одинаковое или, 
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точнее сказать, приблизительно 
одинаковое значение, вроде «заме- 
чательно», «превосходно» и «вели- 
колепно». Чаще всего они взаимо- 
заменяемы, но бывают случаи, ког- 
да из множества синонимов необ- 
ходимо выбрать один-единствен- 
ный. Все это чрезвычайно затрудня- 
ет составление словаря и пользо- 
ванме им, так как каждому слову 
одного языка приходится сопостав- 
лять не одно, а несколько слов дру- 
гого и собрание грамматических 
правил нужно пополнять правила- 
ми выбора нужного перевода из 
нескольких, имеющихся в словаре, 
согласовывая этот выбор с другими 
словами текста. Такие правила фор- 
мулировать уже совсем трудно. 

К этому можно добавить, что и 
анализ слов по частям речи может 
встречаться с неожиданными труд- 
ностями. Например, никто из чита- 
телей, видимо, не усомнился в том, 
что «стекло» есть имя существи- 
тельное среднего рода, стоящее в 
именительном падеже ...до тех пор, 
пока не встретится с фразой, в ко- 
торой оно предательски обратится 
в глагол. Такой фразой может быть, 
например, следующая: «Масло раз- 
пилось по столу и ручейком стекло 
на пол». Здесь снова при рассмот- 
рении одного слова приходится 
привлекать другие. 

Таким образом, проблем, требу- 
ющих своего разрешения для соз- 
дания полноценных программ пере- 
вода с одного языка на другой еще 
ростаточно много. Как метко выра- 
зился один из специалистов, рабо- 
тающих в этой области, «прежде 
всего необходимо научиться хоро- 
шо переводить с русского на рус- 
ский». Однако мы уже умеем до- 
вольно многое и еще большему 
учимся. 

Одним из реальных путей упро- 
шения задач перевода является су- 
жение области рассматривающихся 
текстов. Если ограничиться текста- 
ми, относящимися к определенной 
области знаний, то для их перевода 
потребуется более простой словарь. 





В нем может быть меньше слов и 
меньше разнообразия для перево- 
да каждого слова. Кроме того, син- 
таксические конструкции предложе- 
ний в таком случае менее разнооб- 
разны, что тоже облегчает работу. 
Несколько таких «узких» программ 
для перевода с французского ипи 
английского языка на русский у нас 
уже сделаны. 


Несколько позже, чем работы 
над машинным переводом, нача- 
лись исследования в области машин- 
ного доказательства теорем, т. е. 
использования вычислительных ма- 
шин для доказательства теорем 
или, правильнее сказать, вывода од- 
них утверждений из других. При 
этом речь шла не только об уже 
известных утверждениях. 

На международном симпозиуме 
по эвристическому программирова- 
нию в феврале 1967 года амери- 
канский математик Г. Гелернтер 
рассказал о составленной им про- 
грамме для доказательства теорем 
элементарной геометрии. Работая 
по этой программе, машина доказа- 


Кузигоссгпю.ги 


ла теорему, справедливость кото- 
рой программисту ранее была не- 
известна. 


Доказанная теорема формули- 
руется следующим образом. Из 
вершины квадрата, не лежащей на 
его диагонали, проведены два от- 
резка, соединяющих вершуну с се- 
рединами противоположных — сто- 
рон. Утверждается, что эти отрезки 
делят диагональ на три равные час- 
ти (см. рисунок). Конечно, эта тео- 
рема не слишком трудна, и, надо 
думать, читатели сумеют самостоя- 
тельно доказать ее. Но это доказа- 
тельство уже не будет первым — 
впервые эту теорему доказала 
электронная вычислительная ма- 
шина. 


В СССР тоже созданы некото- 
рые программы такого рода, в част- 
ности, программа доказательства 
теорем арифметики, умеющая (что 
должно быть особенно интересно 
для учащихся девятых классов) 
пользоваться методом математи- 
ческой индукции. 


Еще более интересны игровые 
программы, с помощью которых 
электронные вычислительные маши- 
ны могут играть в карточные игры, 
домино, шашки и шахматы. Мы не 
станем здесь рассказывать об име- 
ющихся в этой области достижени- 
ях, предполагая посвятить этим во- 
просам отдельную статью. Точно 
так же заслуживает более подроб- 
ного, детального разбора примене- 
ние современных вычислительных 
машин в задачах узнавания и диа- 
гностики. Это мы собираемся сде- 
лать несколько позже. 
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ИЗМЕРЕНИЕ 


«В природе мера и вес суть 
главные орудия познания. Нау- 
ка мачинается тогда, когда на- 
чынают измерять». 

Д. И. Менделеев 


Потребность измерять протяжен- 
ность возникла у человека в глубокой 
древности. Вначале людей удовлет- 
воряли субъективные меры, которые 
устанавливал правитель данной стра- 
ны. Это, в частности, отразилось в 
названии линейки, на английском 
языке называемой «рулер», что озна- 
чает «правитель» (отсюда же — ру- 
летка). Так, например, английский 
король Генрих [ установил ярд как 
расстояние от кончика носа до конца 
большого пальца вытянутой руки. 
Позднее был изготовлен пруток нз 
бронзы, равный ярду, и на него на- 
несли деления, расположенные на 
равном расстоянии друг от друга. 

В средние века в Европе за едини- 
цу измерения длины была принята 
мера, образцом которой служила дли- 
на «цепочки» из шестнадцати человек, 
стоящих таким образом, что пятка 
предыдущего касалась концов паль- 
цев следующего. Одна шестнадцатая 
длины такой «пепочки» составляла 
«фут», что по английски означает 
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«ступня». При определении, чему ра- 
вен фут, меньшее значенне длины 
ступни одного человека компеиси- 
ровалось большей длиной ступни дру- 
гого, поэтому средние значения фута 
в разных географических пунктах ма- 
ло отличались друг от друга. 

Существовали курьезные меры дли- 
ны. Так, при покупке земли индей- 
цы в качестве единицы измерения при- 
нимали территорню, которую человек 
мог обойти за один день. Поэтому по- 
купатели обычно нанимали для этой 
цели самого быстрого бегуна. 

В России субъективными мерами 
длины были пядь, шаг, Локоть. 
Большие расстояния измерялись по- 
летом стрелы. С развитием торговли 
и ремесел появились объективные 
узаконенные меры длины. В России 
такой мерой стал аршин. Три аршина 
составляли сажень, 500 саженей — 
версту (1,0668 км). 

В. конце восемнадцатогосвека груп- 
па французских ученых предложила 
метрическую систему мер «на все вре- 
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мена и для всех народов». Система 
строилась на двух основных единицах: 
метре и килограмме с производными 
и  десятичными — подразделениями. 
Простота метрической снстемы и удоб- 
ство ее применения вполне удовлет- 
ворялн требованиям того времени. 
Система была принята многими стра- 
нами, в том числе и Россией. 

В качестве единицы длины — мет- 
ра — была принята одна сорокамил- 
лнонная часть земного мерндиана, 
проходящего через Париж. В коние 
ХУПТ — начале Х1Х веков группа 
ученых по поручению Французской 
академни наук произвела измерение 
длины отрезка меридиана от Дюнкер- 
ка до острова Формеинтуры *). На ос- 
новании проведенных измерений из 
йлатиноирндиевого сплава, наиболее 
стойкого в то время, был изготовлен 


*) Самое первое вычисление длины окруж- 
ности земного шара принадлежит Эратосфену 
(276—194 гг. до п. э.}. Ему было известно, 
что в Сиене ссть колодеи, дно которого ос- 
вещается Солнцем в день летнего солнцс- 
стояния, то есть в Сиене в это время Солн- 
це находится в зените. В то же время в Алек- 
сандрнии, где жил Эратосфен. Солнце стояло 
к югу от линии отвеса на 1/50 окружности, 
то есть ва 7 12’. Расстояние между Сиеной н 
Александрией  Эратосфен определил в 
5000 стадий. Из этих данных он нашел зелн- 
чину окружности земного шара, которая 
получилась у Эратосфсна равной 39 690 км 
{в совремепных единицах}, что незначительно 
узпичзется от действительного значения. 


Рис. 1. Так в средние века устанавливали. 
цему равен фут. 


прототип метра, который до сих пор 
хранится в Международном бюро мер 
ни весов в Севре близ Парижа. 

Метр был задуман как естественная 
единица длины -— одна сорокамилли- 
онная часть земного меридиана. Но 
со временем он перестал быть такой 
единицей. Уточнялась длина окруж- 
ности Земли, изменялся  платино- 
иридиевый стержень, и телерь обра- 
зец метра - - это не одна сорокамил- 
лионная часть длнны окружности зем- 
ного шара, а просто некоторая фикси: 
рованная длина. Поэтому возникл: 
необходимость вернуться к естествен- 
ному эталону, встречающемуся в иои- 
роде и легко воспроизводимому. Ина- 
че возможна ужасная путаница. если 
вдруг международный эталон мстра 
будет по какой-либо иричине утерян, 
похищен илн поврежден. Кроме того, 
существующий эталон не обеспечивал 
измерения длины с точностью, необхо- 
днмой для нужд современной науки 
н техники. 

Х! Генеральная конференция по 
мерам и весам (1960 г.) дала новое оп- 
ределение метра. Ее резолющия гла- 
сит: «...конференция, принимая во 
внимание, что международный про- 
тотип ие определяет метр с точностью, 
достаточной для современных потреб- 
ностей, и что, с другой стороны. же- 
лательно принять естественный и не- 
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Рис. 2. Сравнение длины эталонного метра 
< длиной световой волны производится при 
помощи приборов, которые называются ин- 
терференционными компараторами. Одна из 
схем такого прибора показана на рисунке. 
Параллельный пучок световых лучей от ис- 
точника $5 падает под углом 45° на посе- 
ребренную полупрозрачную стеклянную плас- 
тинку П, которая разделяет световой поток 
на две части. Отраженный луч 1 идет к 
зеркалу 3,, отражается от него и, пройдя 
пластинку П., попадает в зрительную трубу 
Т. Луч 2, пройдя пластинку П, отражается 
от зеркала 3З., затем отражается от полу- 
прозрачной стороны пластинкн П и тоже 
попадает в трубу Т. (Для наглядности лучи 
Ти 2 изображены разным цветом.) Луч 2 
трижлы проходит пластинку П, а луч 1— 
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только один раз. Для компенсации возникаю- 
щей из-за этого разности хода лучей на пу- 
ти первого луча ставится прозрачная пла- 
стинка П,, сделаиная из того же матернала, 
что и пластинка П. Пучки света 1’ и 2’ ко- 
герентны и дают в поле зрения трубы Т ин- 
терференционную картину. В зависимости 
от разности хода лучей поле зрения трубы 
светлое или темиое. При перемещении зерка- 
ла З, на расстояние, равное четверти длины 
волиы, разность хода обоих лучей увеличн- 
вается на половину длины волны и происхо- 
дит смена освещениости зрительного поля. 
Вместо трубы можно поставить фотоумножи- 
тель, который будет выдавать электрические 
импульсы при каждой смене освещениости. 
Так можно сосчитать число воли, умещаю- 
щихся на данной длиие. 
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Рис. 3. Метод тпиачгуляиин. Зиня длину А В 
и улы мн В можно определиыть расстониис 
ле объекта (5. 


разрушимый эуалоп, решает: метр — 
дана. равная 1 650 763,73 дянн 
волн в вакууме лалучення ... атома 
криптора 86». С введением навага 
эталона точнаеть пэмерения злины 
ибъыселясь. в сто 183 

Итак. человечество вернулось к 
фстественаому эталону ляниы. На ос- 
повании янструкциу, приложенной х 
риределенит метра, В любой стране 
молено воспроизвести повый’ эталон 
длины. Лля этой цели служит спе- 
пнальный прибор: Компзратор. С ео 


Рис. 4. Определение высоты ‘орбнты кехус- 
ственного спугинка Земли методом трииму- 
зяини. 


помошью можно получагь образме- 
вые меры метра. 

Как намеряется длинаР После того 
как едияница измерения определена, 
слелать это нетрудпо Нидо прасто 
ноемогреть, сколько раз метр (или 
какая-либо. его часть) укладывается 
на измериемом расстеянни, 

А что пелать. если. нужни намернть 
расстояние за ойъектз, расположен- 
лето в горах ити на сильдо нересе- 
менной местност? Гогза на помол. 
приходит другой метод определеини 
цлины, лазынаемый тривангуляцией, 
Из двух почек, расстоянне между ка- 
торыму известно, ивхошят няправлс- 
ние на объект (рие, 3}. По нз- 
нестному расстоянию: Ёп углам и В 
можно вычислить все элементы тре- 
утольника 

Именно методам триангуляции в0с- 
пользовались учеяые; когда измеряли 
ялину мернянана ог Дюнкерка до ост- 
рева Форментуры, Затем, звая рас- 
стояние между этими лвумя пункта 
ми в каких-либо единицах длины н в 
гразусал, можно было вычислить 
ллину эсехо меридиана. 

Метод непосредетвенного намере- 
ния длины и меусд триангуляции дают 
одинаковые результаты, когда ими 
пользуются на Земле. Поэтому вс- 
тествению распространить метод три- 
ангуляцни на спредсление расстоя. 
ний до космических объектов, Так. 
цапримей, определяется высота полета 
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$емля 


&— ВОНИ солнце ПИ 3 


Рис. 5. Определение расстояния до ближай- 
ших звезд методом триангуляции. Известпой 
длиной — базой — служит” диаметр орбиты 
Земаи. 


нскусственного спутника Земли, так 
было определено в свое время рас- 
стояние до „Луны, нашего естествен- 
ного спутника. В последнее время 
расстоянне до Луны было уточнено: 
локацией (сначала радио, а затем 
лазерной). Так как скорость распро- 
странения радио и световых воли 
нам известна, то по времени, которое 
проходит от посылки сигнала до его 
возвращения после отражения от по- 
верхиости Луны, можно определить 
расстояние до нашего естественного 
снутника (путь равен скоростн, ум- 
ноженной на время). 

Но метод триангуляции отказыва- 
ст, когда встает вопрос об определе- 
нни расстояпий до планет нашей сол- 
нечной системы и самого Солнца. 
Эти космические объекты расположе- 
ны так далеко от Земли, что с любой 
точки поверхности нашей планеты они 
видны практически под одним и тем 
же углом. Мы не можем найти рас- 
стояние до Солнца и планет, но мы 
можем определить их взаимное рас- 
положение. Найдя затем расстояние 
до небольшой планеты Эрос, которая 
временамн близко подходит к Земле, 
мы можем вычислить абсолютные рас- 
стояния до Солнца и всех планет сол- 
нечной системы, включая Плутон. 

Для определения расстояиня до 
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Рис. 6. Фотография участка неба со спираль- 
ной галактикой, подобной нашей. Если пред- 
положить. что ее лизметр равен диаметру 
нашей Галактикн, то, основываясь на кажу- 
щемся размере этой далекой галактики, мож- 
во вычислить расстояние до нее. Опо оказы- 
вается равным 30 миллионам световых лет 
{3.108 м). 


ближайших звезд можно снова прн- 
менить метод триангуляции, = вос- 
пользовавшись годовым движением 
Земли вокруг Солнца. Если мы на- 
правим телескоп на некую звезду 
один раз зимой, а другой раз летом 
(рис. 5), то можно < достаточной 
точностью определить углы, а слс- 
довательно, и расстояние до звезды. 

А как быть с далекнми звездами? 
Здесь на помощь приходит другой 
метод, связанный с тем, что чем 
дальше находится звезда от нас, тем 
она выглядит более тусклой. Если 
для ближайших звезд, расстояние до 
которых известно, установить за- 
висимость светимостн от расстояния, 
то по степени яркости любой звезды, 
пользуясь полученным законом, мож- 
но определить, как далеко она от 
нас расположена. 

Данные о диаметре нашей Галакти- 
ки позволяют определять еще большие 
межгалактические расстояния. Раз- 
меры всех галактик примерно одина- 
ковы. Поэтому, зная угловой размер 
какой-либо галактики, то есть угол, 
который она занимает па небесном 
своде, и ее днаметр, можно вычис- 








метры 


Расстояние до 
самых далеких 

Фгалаитик, види- 
мых в телескоп 
—5 млрд. сьег. 
лет 


Расстояние меж- 
4 ду галактиками 


Диаметр папшюей 
4 Галактикн-. 

100 000 свет. лет 

Рассгояние от 

Солнца до цен- 

тра Галактики 


Рассгоянне от 
Солица до Сирн- 
уса—8,7 свет. 
Лет : 
4 о < Центавра 
—4,2 свет. года 
$ до границы Сол- 
нечной системы 
— 1 свет. год 


$ до Плутова— 
5929 млн. км 
до Юпитера— 
777,8 млн. км 
до Земли— 
149,55 ман. км 


^^. 


 Днаметр Солнца 
—1.30 млн. км 
Расстояние от 

ЧФ Земли до Луны 
—384 тыс. км 

4 Диаметр Земли 
—12756 км 
Условная грани- 

ЧФоиа атмосферы 
Земли 

4 Средняя высота 
орбит космиче- 
скнх кораблей 
Наибольшая 
глубина океана 
—11034 м 





Куаптесте.го 


Высота Джомо- 
лунгмы (Эверес- 
та) — 8848 м 
Высота телебаш. 
ни в Моск- 

ве— 533 м 
Длина кита — 

до 33 м > 


Рост человека 
1 метр 


Диаметры: 
ВИШНИ 


горошнны 


булавочной го- 
ловки 


Длина инфузо- 
рин 


Диаметр «кро- 
вяного шарика» > 


› 


Днаметр броу- 
новской частицы 





Длины волн 


вндимого света 


ультрафнолето- { 
Г 


вых лучей 


рентгеновских 
лучей 


| 


Днаметр атом- 
ного ядра 
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Рис. 8. Эта фотография внрусов сделана с 
помощью электронного микроскопа. «Боль- 
шая» сфера имеет размеры 2.10-7 м (20004 }. 
Она помещена для сравиения. 


лить расстояние до этой галактики. 
Сейчас полагают, что расстояние до 
некоторых галактик приблизнтель- 
но равно 10° м. 

Посмотрим теперь, как определя- 
ются малые протяженности. 

Метр нетрудно разделить на тыся- 
чу частей. Немного труднее разде- 
лить миллиметр на тысячу частей. 
Для этого нужен только хороший 
микроскоп. Так мы получаем мик- 
рон — миллионную часть метра. Но 
дальнейшее деление производить 
трудно, так как невозможно увидеть 
объекты меньшие, чем длина волны 
видимого света (около 5-10-7 м). 

С помощью электронного микро- 
скопа можно увидеть и измерить 
объекты, имеющие размеры до 10-м. 
Чем меньше длина волны электро- 
магнитного излучения, тем более 
мелкие объекты мы можем «увидеть». 
Так, например, гамма-лучи позво- 
ляют «рассматривать» объекты, раз- 
меры которых не превышают 10-1 м. 

Для определения ядерных разме- 
ров применяются уже совершенно 
другие методы: измеряется так на- 


зываемое эффективное поперечное се- 
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чение ядер. Его можно определить, 
пропуская пучок частиц высокой 
энергии через тонкую пластинку ве- 
щества и измеряя число частини, не 
прошедших сквозь нее. Отношение 
числа не прошедших частиц ко всем 
испущенным пропорционально отно- 
шению площади, занимаемой ядра- 
ми атомов к площади пластинки. 
Подобные эксперименты показали, 
что радиусы ядер лежат в пределах 
от 1, 10-18 до 6-10-1° м *). 

Наконец, расскажем о рисунке 7, на 
котором показано все размерное много- 
образие окружающего нас мира. «При 
решении научных проблем ученому 
всегда приходится в своем вообра- 
жении ясно представлять величину... 
тех физических величин, которые слу- 
жат для описания изучаемого явле- 
ния... Поэтому надо приучать смо- 
лоду ученых, чтобы символы в фор- 
мулах, определяющие физические ве- 
лнчины, всегда представляли для них 
конкретные, количественные = зна- 
чения. Для физика, в отличие от ма- 
тематика, как параметры, так и лере- 
менные величины в математическом 
уравнении должны являться кон- 
кретными количествами», — говорит 
академик П. Л. Капица. 

Единица измерения шкалы  ри- 
сунка 7 — метр. Каждые два со- 
седних деления обозначают размеры, 
отличающиеся друг от друга в 10 раз. 
10’ м — один метр, 10* м — десять 
метров, 10? м — сто метров ит. д. 
Аналогично 10-м — десятая часть 
метра (или десять сантиметров), 
10- * м—сотая часть метра (один санти- 
метр) ит. д. При помощи логарифми- 
ческой шкалы можно показать на 
одном графике все размеры, встре- 
чающиеся в природе и технике: от 
самого маленького до самого боль- 
шого. 


*) Единица длины, равная 10-18 м, на- 
зывается фермн, в честь известного физика 
Энрико Фермн (1901—1954). 


Кума! тесгпю.го 


ИТОГИ ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНОГО ТУРА 
ВСЕСОЮЗНОЙ ОЛИМПИАДЫ ШКОЛЬНИКОВ 


Победителя по математике 


С 24 по 30 апреля в Симфе- 
рополе проходил заключитель- 
ный тур Всесоюзной математи- 
ческой олимпиады, в котором 
приняли участие 660 победите- 
лей областных и республикан- 
ских олимпиад. 

Победителями среди вось- 
миклассников стали: Юрий 
Колмаков из г. Рассказова 
Тамбовской области, Андрей 
Коган — ученик школы № 55 
г. Пензы, Сергей Куксин — уче- 
ник школы № 22 г. Харькова; 
среди девятиклассников: 
Алексей Александров — уче- 
ник физико-математической 
школы-интерната при Ленин- 
градском государственном 
университете, Дмитрий Лога- 
чев — ученик школы № 2 


г. Москвы; среди десятиклас- 
сников: Андрей Климов и 
Андрей Ходулев — ученики 


физико-математической шко- 
лы-интерната при Московском 


государственном универси- 
тете. 
31 участник олимпиады 


удостоен второй премии, 37 — 
третьей, еще 140 награждены 
грамотами. 


Победители по физике 


С 9 по 15 апреля в Сверд- 
ловске состоялся заключитель- 
ный тур Всесоюзной физиче- 


ской олимпиады. В нем приня- 
ли участие 652 победителя об- 
ластных и республиканских 
олимпиад. 

Соревнования проходили в 
два этапа. 10 апреля был тео- 
ретический тур, а 13 — экспе- 
риментальный. 

Первые места заняли: вось- 
миклассники Валерий Мари- 
нич — ученик школы №1 
г. Долинска Сахалинской обла- 
сти и Сергей Ахулков — уче- 
ник школы № 7 г. Смоленска; 
девятиклассники Игорь Артю- 
хов — ученик физико-матема- 
тической школы-интерната при 
Московском государственном 
университете, Дмитрий Каза- 
ковцев — ученик школы № 145 
г. Киева, Владимир Назайкин- 
ский и Владимир Флейшгак- 
кер — оба из школы № 2 г. Мо- 
сквы; десятиклассники Сергей 
Горбачевский и Алексей Ло- 
макин — ученики физико-ма- 
тематической школы-интерната 
при Ленинградском государст- 
венном университете. 

16 участников олимпиады 
заняли второе место, 40 — тре- 
тье, 82 — награждены грамо- 
тами. 

Журнал «Квант» поздравля- 
ет всех победителей олимпиа- 
ды и желает им дальнейших 
успехов. 

Более подробный отчет бу- 
дет опубликован в одном из 
следующих номеров журнала. 
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"СТОЛКНОВЕНИЙ 


Я. А. СМОРОДИНСКИЙ, 
Е А СУРКОВ 





НЕБОЛЬШОЕ ВВЕДЕНИЕ. 


Одна из задач, с которой часто 
ь приходится встречаться в современной 
физике, это задача об упругом рассея- 
нии. Она обычно ставится так: надо 
определить скорости (по величине и 
направлению} двух частиц после того, 
как они столкнулись и разлетелись 
‹как говорят, рассеялись), если на- 
правления их движения и энергии до 
столкновения были известны. 
Столкновение называется упругим, 
зсли оно не сопровождается выделе- 
нием тепла, и можно считать, что 
суммы кинетических энергий час- 
тиц до и после столкновения равны. 
Кроме того, частицы подчиняются 
закону сохранения количества дви- 
жения. * 

Когда сталкиваются друг с дру- 
гом две частицы — молекулы газа 
или два нуклона, то результат столк- 
новения может быть различным. Ес- 
ли частицы пролетают на достаточ- 
но болышом расстоянин друг от друга, 


18 











Вверху: фотография нецентрального удара 
движущегося шара о такой же неподвижный. 
Шары разлетаются под прямым углом. Непо- 
движный шар после столкновения движе- 
тсЯя вправо. Освещение стробоскопическое, 
частота вспышек —25 в секунду. 

то направлення их движения могут 
почти не измениться и путь частиц 
лишь слегка отклонится от прямолн- 
нейного; в других случаях, когда 
частицы сталкиваются, так сказать, 
«в Лоб», направление их движения 


может сильно измениться. Если мы 
знаем начальное состоянне частиц 
{векторы их скоростей), то 7 скорости 
частни, после столкновения определят- 
ся, если мы зададим угол рассеяния 

угол, на который отклонится одна 


Киа тестю.го 


Внизу: последовательные столкновения про- 
тона с другими протонамн, первоначально 
покоящимися. Фотография получена в пу- 
зырьковой камере с жидким водородом. Следы 
летящих протонов вндны в виде цепочки мель- 
чайших пузырьков. 


из частиц при столкновении (ниже 
мы определим это понятие точнее). 
Хотя найти связь между скорос- 
тямн частиц и углом рассеяния зада- 
ча принципнально нетрудная, тем 
не менее вычисления надо проводить 
в правильной последовательности — 
иначе в них довольно легко запу- 
таться. — 
Очень наглядный и удобный гео- 
метрический метод решения задач 
на столкновения основан на том, что 


49 





кажцому прицесеу столкновений мож: 
11 еопаставить четырехугольник, со. 
ставленный низ векторов скоростей’ 
Определение угловги екорослей може 
но свести приттаком методе к нзвест> 
ному пз тригонометрии ременню тре; 
уголвиикав. Этот метод удобен ее п. 
тем. ито сто можио обобщить и На 
более сложные пронсесы. набример 
на ядериые реакции, и даже — на 
рышепие залвч в мехднике теорин 
относительности Злесь мы рассна. 
жем линь о простейших эазачих, 
_ Для та чтобы воспользоваться 
геометрическим методам, нала ввес- 
ги понятные © проеграистве скоростей. 
Таз кая епоростн — э® векторы. та 
операции, которые можно с ними. по- 
_целывать, очен» похожи па аиерации, 
котарые тролелываются се иекзорими 
зремещеннй расстояний, Иозмому. 
подобни тому как вес возможные 
перемещення объазуют (ан. сели хо: 
тнуе, заполняют объчное проетрлан- 
егза (мы будем иазывать его коордо. 
натным простраястная, гах вое воз 
можные скорости образуюл ‘похежий 
геометрический объект, — ипристран: 
стве скорпетей. Именно и простые 
стве ‘свиростей мы, бущем строить” и 
решать треутольиуки 
— @ скойствах простренства скорос 
тей удобнее всех рассказизить, ис- 
холи на виалогин © КоорлинНиным 
чиежтрайетвом Поугому мы напомним 
енаннай некоторые свойства после\ 
Нате, 


- СГ = 


| 





КООРДИНАТНОЕ ПРОСТРАНСТВО. 
Рассмотрим днумерсое прастраист- 
ва, например пол комйзты, Ирие 
допженный ви все стороны до беско- 
нечности 

Роли на плоскости имевтся не 
сколька точек Гпрелметов из полу), то 
Аля того. чтобы говорить о положе 
ни\: этих точек, нам нужно выбрать 
тели, отсчеги — одну ил имек, ня- 
иример О рис. И. Тогда положение 
любой точки 2 ооижительно @ зала- 


И А 


дея. радпусом-вектором' 4. иаУущим 
в зу точку из точки О, пан, как чце 
мемжнсу сказать, всктором перемеше» 
ния из точки О в таку Л 

Если бы мы захотели рассказать ка 
чу вибуль, как пайти точку А, ле нам 
пришиось бы выбрать, кроме тела 
отсчета О, сще кякую-Пибудь точку 
С рис. 2). для того; чтабы! сказать, 


4 —- 


какой угол состаяляет поктор СА 
с направлением ОС. Этот уг лис. 


Те © Ллиной радууса-нектора 0.4 и 
определяет точку А. 

Можно дым» бы чостунииь и ция. 
че. провести чере точку О ве Ви: 
пмио периснанкулярные прямые ОХ 
и ОУ {дея координат). одна из кота- 
рых проходну черз. точку С, и задать 
дня ЧИСАА 4х Н.А, — ироекции шек 












тра 04 ‘абс. коойдинат, 

3 дальнейним” мы будем акемат- 
ривать только те величины, которые 
не яавнсят от сисием коорцинат, — 





Рис. 3 


расстояния. между точками и углы 
между прямыми. Поэтому нам не нуж- 
но будет вводить систему координат. 

Если в качестве тела отсчета вы- 
брать не точку О, а какую-нибудь 
другую точку плоскости, напрн- 
мер точку В (рис. 1), то положение 
точки А относительно В будет опре- 


деляться раднусом-вектором, ВА, рав- 


ным сумме векторов ВО н ОА. Иными 
словами, если мы переходим к новому 
телу отсчета — точке В, которая за- 


дается вектором ОВ, то для того, 


- 
чтобы найти раднус-вектор ВА, оп- 
ределяющий положепие тела А от- 


носительно В, нужно к вектору ОА, 
определяющему положение тела А 
относительно первоначального тела 


отсчета О, прибавить вектор ВО 


=—ОВ. 

Обычно правило сложения векто- 
ров изображается графически несколь- 
ко иначе. Складываемые векторы рису- 
ются исходящимн низ одной точки, 


то есть строят вектор ВР, параллель- 
ный вектору ОЛ и равный ему по дли- 
не (рис. 3). Вектор ВА считается 


суммой ВО-+-ВО. Но складывать век- 
торы можно н так, как показано на 
рисунке 1. В дальнейшем нам пона- 


Куапетссте.ги 


УС 


Рнс. 4 


добится именно такой способ для 
сложения скоростей. 

До сих пор мы говорили о векторах, 
определяющих относительные поло- 
жения тел, лежащих на плоскости. 
Теперь нас будут интересовать отно- 
снтельные скорости тел, равномерно 
и. прямолинейно движущихся по 
плоскости. 


ПРОСТРАНСТВО СКОРОСТЕЙ 


Поставим на плоскости точку, обозна- 
чим се Уо, н векторы скоростей лю- 
бых тел, движущихся относительно 
тела отсчета О, будем рисовать так, 
чтобы начала этих векторов были в 
точке Уо. Пусть У„ — точка, в ко- 
торую приходит конец вектора ско- 
рости тела А (рис. 4). Так как ско- 
рость — это вектор перемещения за 
единипу времени, то векторы ско- 
ростей складываются точно так же, 
как векторы перемещений. Поэто- 
му, если в качестве тела отсчета 
выбрать не тело О, а какое-нибудь 
другое тело, например В, вектор 
скорости которого — относительно 


О — это вектор У„Ув, то вектор ско- 
рости тела А относительно В можно 
найтн, воспользовавшись правилом 
сложения векторов, о котором мы 
говорилн, когда рассматривали коор- 
динатное пространство. Скорость те- 
ла А относительно В равна сумме 


—+ 


векторов УвИо НИ, У. то есть векто- 
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ру УзИл. По существу нам просто 
нужно провести вектор из точки Уз 
в точку Уд- 

Ясно, что скорости любого тела С 
на нашей плоскости должна соответ- 
ствовать некоторая точка У, являю- 


=—— 


щаяся концом вектора У,У,‚— ско- 
рость тела С относительно тела О. 
Вектор, проведенный из точки У, 
в любую другую точку нлоскости, 
наиример-в Уд, представляет собой 
вектор скорости тела А относитель- 
но тела С. 

Эго лозволяет нам изображать ско- 
рости тел не только векторами, но и 
точками на плоскости в пространстве 
скоростей. Любая точка этой илос- 
кости означает скорость тела, а век- 
тор, идущий из одной точки в дру- 
гую,— вектор относительной  ско- 
ростн лела. Ясно, какой смысл имеет 
точка У›, с которой мы началн. Это 
скорость тела О. 

Конечно, пользуясь пространством 
скоростей, мы не различаем тел, 
находящихся в разных точках коор- 
динатного пространства, но имеющих 
одинаковые скорости. Всем им в 
пространстве скоростей соответству- 
ет одна и та же точка. Поэтому но 
рисунку 4 мы не можем сказать, 
догоняет ли тело С тело О или удаля- 
ется от него. Это определяется обыч- 
но условием’ задачи, которую мы ре- 
шаем, и. положеннями тел в коордн- 
натном пространстве. 


КИНЕМАТИЧЕСКАЯ ДИАГРАММА 


Перейдем теперь к решению за- 
дачи о рассеянии. Пусть частина с 
массой 11, и скоростью у, сталкива- 
стся с другой частицей, имеющей 
массу т. и скорость у»›, н пусть пос- 
ле столкиовения скорости частиц со- 
ответственно равны У\н \,"). Залачя 


состоит в том, чтобы найти скорости 


*) Мы считаем. что частицы сталкиваются, 
как биллнарлные шары: сам удар длится очень 
небольшое время, а все остальное время час- 
тнцы движутся как свободные. Тогда выра- 
жения сдо столкновения» и после столкно- 
вения» имеют вволие понятный смысл. 
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У, НУ, ‚если векторы У; ну, и массы 
частини известны. 

Скорости у, и м, не могут, конечно, 
иметь произвольные значения. Они, 
во-первых, должны удовлетворять за- 
коиу сохранения импульса (коли- 
чества движения): 

пм ЕТУ, = У ту, , (1) 
во-вторых, опи должны удовлетво- 
рять закону сохранения энергии: 


АН ый ть У . т ел ь тэ У й 
т 

В том случае, когда частицы до и 
после удара движутся по одной пря- 
мой (такой удар называется цент- 
ральным), эти уравнения ренмаются 
довольно просто. Вместо векторного 
уравнення (1) мы можем написать точ- 
но такое же скалярное уравнение для 
длин векторов. Тогда мы получим два 
скалярных уравнения с двумя ненз- 
вестными: у, ну,. Но гораздо чаще 


приходится иметь дело с нецентраль- 
ным ударом, при котором частицы 
разлетаются под разными углами. 
Спроесктнровав векторы скоростей час- 
тиц на два взаимно периендикуляр- 
ных направления, одно из которых 
удобно выбрать параллельным ско- 
рости какой-нибудь из частин до 
рассеяния, вместо уравнения (1) 
можно записать два точно таких же 
скалярных уравнения для проекций 
векторов. Поэтому законы сохране- 
ния в случае нецентрального удара 
лают нам три скалярных уравнения 
для четырех величин: двух длин век- 
торов скоростей частиц после  рас- 
сеяння и двух углов, которые состав- 
ляют эти векторы с выбранным нами 
направлением. Если одну из величин 
задать, то уравнения можно решить. 
Столкновения частиц можно рас- 
сматривать в любой системе отсчета. 
Возьмем, например, такую, в которой 
частика | до соударения покоилась 
(такая система называется лабора- 
торной). В ней у, 0, а закон сохра- 
нения имнульса выглядит так: 
ПУ СПУ, | ТУ». 


Это означает, что три вектора 


Рис. 5 


ту» тм, И тьу, образуют тре- 
угольник. В плоскости этого тре- 
угольника лежат любые относитель- 
ные скоростн частиц (до и после столк- 
новения). Поэтому нам достаточно 
рассматривать лишь двумерное про- 
странство скоростей. 

Отметим на плоскости скоростей все 


четыре скорости у, У., У, и У.. 


Соответствующие точки будем обоз- 
начать просто цифрами 1, 8, 1 и 2’ 
(рис. 5). Докажем, что эти точки ле- 
жат в вершинах равнобочной трапе- 
ция. Для этого введем новую систе- 
му отсчета: систему центра масс. 
Она выбирается так, чтобы в ней им- 
Пульсы сталкивающихся частиц были 
одннаковы по величине и проти- 
воположны по направлению. Для 
частиц } и 2 точка С — скорость 
центра масс — лежит на прямой, сое- 
диняющей эти точки, и делит эту 
прямую на отрезкн, обратно ипропор- 
циональные массам частнц. Если 
обозначить величины’ скоростей час- 
тиц в системе центра масс через 
и; И из, ТО Ти =тЬи». 

Это равенство похоже на правило 
равиовесия рычага. Точка, которая 
отвечает легкой частице, находится 
дальше от центра. Ясно, что суммар- 
ный импульс обеих частиц в системе 
центра масс равен нулю. В силу за- 
кона сохранения количества движе- 
ння в этой системе и сумма импуль- 
сов частиц после рассеяния также 
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будет равна нулю. Это означает, что 
точка С лежит на прямой, соединяю- 
щей точки [и 2’, причем пни’ = 
=тТьи. . 

Нетрудно показать, что в силу за- 
кона сохранения энергии в системе 
центра масс не меняются величины 
импульсов каждой из частиц, а ме- 
няются только их направления. Для 
этого энергии частиц надо выразить 
через величины их импульсов и, 
запнсав закон сохранения энергии в 
виде 


3 “\2 2 
(ти, (тои) _ (там ) Ё (тзио) 
———— —_—_——ж 
2: 2ть 2т. `` 2та 


заменить в этом уравненни импульсы 
частицы 2 на равные им по величине 
импульсы частицы 1 или. наоборот. 
В первом случае мы получим, что 
пи, =тии или`и, ==н:, а во втором, 
что тьи, ==тТьи» или и, -=и,. А это 
и означает, что на рнсунке 5 получи- 
лась равнобочная трапеция. 

Еслн массы обенх частиц равны, 
то эта трапеция превращается`в пря- 
моугольник. (Так как’ п=т,, то. 
ШЕИ и, =. .) 


НЕСКОЛЬКО ЗАДАЧ 
Рассмотрим несколько задач, кото- 
рые можно решать с помощью кине- 
матических диаграмм. 

Начнем со случая нецентрального 
улара частиц с равными массами 
(рис. 6). Если точка / до столкнове- 
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ния покоилась, то угол 212’ есть 
угол, на который отклоняется траек- 
тория частицы 2 при рассеянии. Час- 
тица 1 отлетает в направлении Г’. 
Угол 21Г. называют углом отдачи. 
Из диаграммы видно, что в системе 
координат, в которой одна из час- 
тиц (частнца 1) до столкновения по- 
коилась, частицы | и 2 после удара 
разлетаются под прямым углом в 
‚ направлениях 1// и 1/2”. 

Рассмотрим две снстемы координат: 
@ — угол рассеяния в системе центра 
масс, В — угол рассеяния в системе, 
где частица | до соударения покои- 
лась. Из диаграммы видно, что & 
—=2В, так как а — внешний угол, не 
смежный С углом В в равнобедренном 
треугольинке /2’С. Угол рассеяния, 
измеренный в лабораторной системе, 
вдвое меныше угла рассеяния в снс- 
теме центра масс. 

Если мы будем вращать отрезки 
12 н 2 вокруг точки С — удобнее, 
впрочем, оставив отрезок /2 непод- 
вижным, вращать только отрезок 
Г’2’,— то мы опишем вее возможные 
случаи рассеяния ири заданных энер- 
гиях (или, что то же, при заданных 
величинах скоростей) частиц до рас- 
сеяния, то есть все возможные слу- 
чан соударений. 

При этом мы увидим, что 
рассеяния © в системе центра 
изменяется на 360°: на 180° пов 
н 180’ против часовой стрелки.” 
Так как в лабораторной системе угол 
рассеяния В вдвое меньше угла рас- 
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сеяния в системе центра масс, то он 
меняется на 180°: на 90” по и 90° 
против часовой стрелки. 

Если &«=180°, то между частицами 
происходит центральный удар, при 
котором направления движения час- 
тнц в системе цептра масс меняются 
на противоположные (скорость, на- 
пример, частицы 2 до рассеяния 
это вектор, идущий из точки С в 
точку 2, а после рассеяния — век- 
тор, идущий из точки С в точку 2"; 
и, И и. — длины этих векторов). 
В лабораторной системе в этом слу- 
часе частица 2 останавливается (век- 
тор ее скорости после рассеяния ра- 
вен нулю, так как точка 2’ совпада- 
ет с точкой 1), а частица | начинает 
двигаться со скоростью, которую име- 
ла частина 2 до рассеяния. 

При @ равном 0° или 360° точка 1’ 
совпадает с точкой 1, а точка 2” --с 
точкой 2. Это означает, что скорости 
частиц не изменились, то есть частицы 
пролетели, не задев друг друга. 

Из треугольчика 2 1/2’ можно вы- 
разить скорость частицы 2 в лабора- 
торной системе после рассеяния (точ- 
ка 2’) через угол рассеяния В: = 
=\,с05 В, где у,—начальная скорость 
частицы 2 в этой системе. 

Рассмотрнм теперь задачу о столк- 
новении частиц с неравными массами. 
Чтобы учесть все возможные случаи 
рассеяния, будем опять вращать от- 
резок /’2’ вокруг точки С. Если 
частица | более легкая, то точка /’ 
описывает большую окружность, чем 


точка 2” (рис. Т,а). (Так как тии: = 
—=тоио, то при п.<т., и >ио.) 
Из диаграммы Та видно, что в сис- 
теме отсчета, в которой тяжелая час- 
тнца 2 до рассеяния покоилась, лег- 
кая частица 1 может рассеяться на 
любой угол (угол рассеяния —- {2 Г). 

Иначе обстоит дело, если покоилась 
более легкая частица 1. Так как точ- 
ка 2’ лежит на окружности малень- 
кого раднуса, то ясно, что отрезок 
С 2’ обязательно расположен в угле, 
под которым эта окружность видна 
из точки / (рис. 7, 6). Это означает, 
что максимальный угол рассеяния 
частицы 2 в системе координат, где 
частнца | до рассеяния поконлась 
(угол 227”), равен углу, под кото- 
рым из точки {/ видна  половнна ок- 
ружности, получающейся при вра- 
щении отрезка 2”С вокруг точки С. 
Из рисунка 8 (это увеличенная де- 
таль рисунка 7, 6) найдем, что 

й т 4 ‚. Ш 
МП вах — м ть 

Если тяжелая частица рассенвает- 
ся ца легкой, то она не может откло- 
ниться на слишком большой угол. 
Максимальный угол определяется от- 
ношением масс. 

Таким образом, надо научиться чи- 
тать диаграммы, а дальше дело сво- 
дится к простой тригонометрии, кото- 
рая дает ответ на любой вопрос. Мы 
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можем теперь не решать каждый раз 
уравнения, выражающие законы со- 
хранення энергин и импульса, а сразу 
рисовать в пространстве скоростей ки- 
нематнческую днаграмму (для нее эти 
законы выполняются автоматически) и 
рассматривать ее потом с точки зрения 
наблюдателей, движущихся с разны- 
ми скоростями. На рисунке 9 один и 
тот же процесс столкновения изобра- 
жен с точки зрения трех разных сис- 
тем отсчета: а) в системе центра масс, 
6) в лабораторной системе, в кото- 
рой до рассеяния поконлась частн- 
ца \1, в) в произвольной системе 
отсчета О. 

Решите самостоятельно следующие 


задачи. 
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1. Частица |1 массы пт налетает со скоро- 
стью у; на покоящуюся частицу 2 массы 3 т. 
Происходит абсолютно упругое соударение, 
носле которого частица 2 движется под уг- 
лом В=45° к направлению движения части- 
цы 1 до столкновения. Найдите угол ( рас- 
сеяния первой частицы и пелячины скорос- 
тей У н У’ частиц после соударення. 


2. При бомбардировке гелня “-частниами. 
нмеющими энергию Ёо, налетающая частица 
рассеялась на угол 60°. Онределите угол от- 
дачи, энергию а-частнцы после расссяния и 
энергию ядра телня. Массовое число *) ядра 
гелия равно 4, так же как и массовое число 
<-частнныь, 


3. Нейтрои (массовое число 1) иснытал 
упругое соударенне с первоначально покоя- 
щимся дейтоном (ядром изотова водорода — 
дейтерия, его массовое число 2). Какую 
часть кинетической энергии теряет нейтрон 


ЕС 


при рассеяини па угол ц- 45°: 


34. “-часгица (массовое число 4) с кинсти 
ческой энергией [25 упруго рассеялась на 
первоначально нокоящемся ядре литня №5 
(массовое число 6). Определите кинетиче- 
скую энергию ядра лития, если угол рассея- 
ния частнц в системе центра масе ф==60°. 


5. Частица массы упруго сталкивается 
с нокоящейся частицей, масса которой АЁ> т, 
и отклоняется от ‘первоначального ванравлс- 
ния на угол а= 90°. Под каким углом К ил- 
правлению первоначального движения дег- 
кой частнцы полетит тяжелая частица? 


6. Расемотренный в статье графический 
метод решения задач об упругом столкнове- 
пни обобщите па случай исупругого столкно- 
вения, когда при ударе теряется известная 
чнеть механической эпергни сталкизакиких- 
ся частиц, п решите такую задачу. 

Часгица массы и! сталкивается с покоя- 
щейся более тяжелой частицей массы М. нп 
арн столкновении теряется (1—9?) часть 
механической энергни в системе центра масс 
Под каким углом в разлетелись частицы в 
лабараториой системе, если тяжелая частица 
вылетела под нанбольшим углом В к направ 
летию движения легкой частицы до столкио 
вения. 


*) Массовое число — эго суммарное коли- 
чество протонов н нейтронов в ялре (нли от- 
ношение массы ядра к массе протона}. Отно- 
шение массовых чнсел частиц равно отноше- 
нню них масе. 
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ПЕРВЫЕ 
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ 
ВПЕЧАТЛЕНИЯ 
ЭНШТЕЙНА 


«В возрасте 12 лет— 
писал А. Эйнштейн в своей 
«Творческой автобиогра- 
фии», — я пережил одно 
чудо: источником его бы- 
ла книжечка по евклидовой 
геометрии на плоскости, ко- 
торая попалась мне в руки 
в начале учебного года. 
Там были утверждения, на- 
пример, о пересечении трех 
высот треугольника в одной 
точке, которые хотя и не 
были сами по себе очевид- 
ны, но могли быть доказа- 
ны с уверенностью, исклю- 
чавшей, как будто, всякие 
сомнения. Эта ясность и 
уверенность произвела на 
меня неописуемое впечат- 
ление. Меня не беспокоило 
то, что аксиомы должны 
быть приняты без доказа- 
тельства. Вообще мне было 
достаточно, если я мог в 
своих доказательствах опи- 
раться на такие положения, 
справедлыьвость которых 
представлялась мне бес- 
спорной. Я помню, напри- 
мер, что теорема Пифагора 
была мне показана моим 
дядей еще до того, как в 
мои руки попала священ- 
ная книжечк по геометрии. 
С большим трудом мне 
удалось «доказать» эту тео- 
рему при помощи подобных 
треугольников; при этом 
мне показалось, однако, 


® 
«очевидныму, что отноше- 


ние сторон прямоугольного 
треугольника должно пол- 
ностью определяться од- 
ним из его острых углов. 
Вообще мне казалось, что 
доказывать нужно только 
то, что не «очевидно» в 
этом смысле...» 









"ОРАВНЕНИЯ с, АРИФМЕТИКА 
ПО МОДУЛЮ < ОСТАТКОВ | 
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Математика для всех нас начинается с целых чисел. 
Всюду — дома, в школе, в магазине, в автобусе — 
мы складываем, умножаем, делим целые числа. 
Иногда разделить нацело нельзя — получается остаток, 
м многое зависит от того, каков этот остаток. 
О таких случаях мы и расснажем участникам нашего 
математического кружка. 


1. ДЕЛЕНИЕ С ОСТАТКОМ 


Вы собрались ехать на метро. Стоимость проезда — 5 копеек; контроль 
при входе автоматический: в отверстне автомата нужно бросить иятак, а 
если у вас его нет, то обменять в разменной кассе ваши деньги на пятико- 
пеечные монеты. 

Предположим, что у вас есть монета в 20 копеек. Сколько иятаков вы 
можете получить в кассе? Всякий скажет, что 4. 

Ну, а если у вас есть 19 копеек без пятаков? Ясно, что вы можете полу- 
чить всего 3 пятака и еще 4 копейки сдачи. Запишем так: 19 = 3.54. 
Это — запись деления числа 19 на 5 с остатком. 

Вообразим теперь, что существуют монеты любого достоннства, то есть 
| копейка, 2 копейкн, 3 копейки, 4 копейки ит. д., н вам нужно разменять 
а-копеечную монету так, чтобы получить наибольшее число 6-копеечн ых. 
Спрашивается, как это сделать? 

Ясно, что если вам начнут отсчитывать Ь-копеечные монеты: 


5, 26, З6 ит.д, 


то в конце концов настанет момент, когда, получив несколько 6-копеечных 
монет, вы уже не сможете получить следующую; вам дадут какое-то 
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число В-копеечных монет и еще какой-то остаток, скажем г копеек. При 
этом г будет непременно меньше, чем 8 (не исключено, конечно, что г = 0). 
Результат такого размена можно записать следующим образом: 
а -- 6 -|-г, где гб. 


В этой формуле числа а, 6 натуральные, то есть целые положительные, а 
К иг целые неотрицательные. 


Определение деления с остатком. Разделить це- 
лое число а на натуральное число $ — значит представить а в виде 
а = во -г, 


где К, г — целые числа, В>г>0. 
При этом число А называется частным, аг — остатком от деления а наб. 
На практике деление с остатком выполняют обычным способом, то есть 
«делением углом». Например, 


175 | 14. 
в в: 
—35 
28 
7? 


здесь сразу же находятся остаток и частное: 175 = 12.147. 

Заметнм, что в данном определении мы не требуем, чтобы а было мень- 
ше 6, и дажене требуем, чтобы а было положительным. Можно, например, 
разделить . 
а} 5 па 7: 5 =0-7--5 (Е =0, г=5), 


6) — 13 на 7:  —13=(—2)-741 (= —2, г=1), 
в) — 224 на 7: — 224 -- (—32).7 (А -= — 32, г-=0). 


В том случае, если остаток равен нулю, то есть а = Аб, говорят, что 
а делится на 6. 

Ясно, что если числа аи $ делятся на число с, то иа- Виа, а также 
ка, ЕЬ (Е — натуральное) делятся на с. 


2. СРАВНЕНИЕ ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ ПО МОДУЛЮ 


Часто встречаются задачи, при которых главную роль играют не самн 
числа, входящие в условие задач, а остатки от деления этих чисел. 
Пример первый. Псезд идет из города А в город Б 78 часов. Он 
вы ходит из А в 10 часов утра. В котором часу поезд прибывает в Б? 
Вспомнив, что в сутках 24 часа, поделим число 78 на 24: 


78--3.24 +6 


Значит, поезд идет из /1 в Б трое суток и 6 часов. Следовательно, он 
прибудет в Б в 15 часов. 

Обратите внимание на то, что точно такой же результат получился бы, 
если бы поезд шел из А в Бне 78, а 54, 30 или 126, 102 и вообще 24. А--6 ча- 
сов при любом целом А. 

Пример второй. Учитель математики проводит в классе контрольные 
работы по следующей системе, обеспечивающей, по его мнению, невоз- 
можность взаимной помощи учеников. Он раздает им подряд листочки с 
условиями задач («варианты»), перенумеровав их по числу учеников 
класса, и сообщает, что все варианты — различные. И действительно, уче- 
ники, сидящие недалеко друг от друга, решают различные задачи. 

На самом деле учитель заготовляет всего 7 различных вариантов: 
вариант 8 совпадает с вариантом 1, 9 —с2, ..., 14 —с7, 15 —с1 ит. д. 
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Ученики скоро разгадали систему учителя, и на очередной контрольной 
друзья Иванов и Петров, сидящие в разных концах класса, договорились 
решать одинаковые задачи. Сильный ученик Иванов жестами показал Пет- 
рову номер своего варианта, а Петров обменялся вариантами с близко си- 
дящим учеником, безошибочно установив, какой номер варианта ему сле- 
дует иметь, чтобы получить от Иванова спасительную шпаргалку. 

Вы, наверное, сообразите, что Петров разделил номера варнантов — 
Иванова и свой — на 7 и интересовался только остатками этих делений: 
он должен был заполучить вариант с таким номером, который дает одина- 
ковый остаток с остатком варианта Иванова. Сами номера вариантов не 
были существенны,— важиы были лишь остатки. 

Например, если Иванов получил вариант 10 (илн 3, или 17), а Петров— 
26 (или 33, или 40), то, разделив 10 и 26 на 7: 

10 =1.7-+3, 26 = 3-75, 
Петров обменялся вариантамн с учеником, имеющим вариант 


24 =3.7+3. 


Пример третий. Выясним, на какую цифру оканчивается число 2999. 
Рассмотрим последовательные степени двойки: 


21—02, 22-4, 28=8, 24...16, 28-32, 28 = 64, 2'-= 128, 28 =956,... 


Легко видеть, что последние цифры этих чисел повторяются через 4. 
Это значит, что последняя цифра числа 2” зависит лишь от того, какой 
остаток дает п при делении на 4: 
при м, делящемся на 4, то есть при п = 4%, всечисла вида 27 
оканчиваются на 6, 


при л = 4+1 — » №9, 
прн м = 4+2 — » » 4, 
при м = 4-43 — » » 8 


Остаток от деления числа 999 на 4 равен 3, поэтому число 27? оканчи- 
вается на 8. 


Поскольку при решении этого примера выяснилось, что нам нужно 
знать только, какой остаток дает п при делении на 4, множество всех чисел 
разбилось на четыре класса, состоящих из чисел п вида 


4Е, А+, 412 и 4+3. 


А во втором примере (с вариантами контрольных работ) множество всех. 
вариантов разбилось на 7 классов вида 


ТЕ, ТЕ+1, 7+2, ..., ТЕ+6. 

Вообще, если мы интересуемся остаткамн прн делении на некоторое 
фиксированное число т, то множество всех целых чисел (не только поло- 
жительных!} разбивается на т классов. Каждый класс прн этом состоит 
из чисел, дающих при делении на т одинаковые остатки. Вот эти классы: 

0) числа а вида а= Ат, 
1] ха» =#вт +1, 
2) » а »э а=Ат + 2, 


т—1) » а» ат т-|. 


Ясно, что любое число принадлежит одному из классов, написанных выше. 


Легко видеть, что разность любых двух чнсел, принадлежащих одному клас- 
су, делится на т. 


® 


Куапьтюсте-го 


Введем теперь следующее определение: 

Определение. Если целые числа а и Ь таковы, что их разность 
делится на натуральное число т, то говорят, что а и 6 сравнимы по 
модулю т*). 

Сравнимость чисел а и по модулю ли записывается так: 

а== (то@ т). 

Понятно, что два числа сравнимы по модулю т тогда и только тогда, 

когда они дают прн делении на #1 одинаковые остатки, то есть принадлежат 


одному и тому же классу. 
Например, 


27==7 (то4 10}, 78 =6 (то 24), 6==0 (тод 3), 25==—1 (то@ 13). 
Понятие сравнимости чисел оказывается полезным при решении мно- 
гих задач. 


Задача 1. Для каких натуральных чисел п число п*-|-2 делится 
на 3, то есть л?--2 =Е О (тю4 3)? 
Решение- 
Если П=ЕО (пю4 3}, то п?--2==2 (то4 3), 
» ПЕ! (то4 3), » п? 1-2==0 (под 3), 
» ПЕЕ2(то@ 3), » п?+2=0 (тод 3). 
Итак, п?--2 == 0(то9 3) тогда н только тогда, когда п не делится на 3. 


Основные свойства сравнения напоминают свойства обычных равенств. 
Именно сравнения можно почленно складывать, вычитать и перемножать: 


ссли а==} (то4 21). н с==4 (то т), то 
ас=ьЬ а (под т), а—-с==6—4 (той т), ас==ва (пю4 т). 


Докажем, например, что сравнения можно перемножать.Так как а == В(пюдт) 
И С=4 (пЮ4 м), то а-6 н с—@ делятся на т. Из равенств 


ас — БА -- ас — аа -+- аа — Ба =а(с—а) +а(а-5) 
видно, что ас—Ь4 также делится на т, то есть 
ис =Фа (той тм). 

В качестве упражнения докажите, что сравнения можно складывать 
н вычитать. 

Пусть а==ф {то4 т). Из указанных выше свойств сравнений следует, 
что @^==5*(т104 т) для любого натурального # (то есть что обе части сравне- 
ния можно возводить в степень) и, кроме того, что ас == ес (то@ т), где с — 


любое целое число (то есть что обе частн сравнения можно умножить на 
любое целое число). 


Задача 2. Какой остаток при делении ва 3 дает число 


(22-1) (3+1) (42-8 .... (100041 
Решение. Этот остаток не изменится, если каждое из чисел 
2, 3,..., 1000 в данном выражении заменить его остатком при делении 


на 3. Таким образом, интересующее нас число по модулю 3 равно 
(22 1)333 (324-1)333 (12-4 1)393 == 5333. [()333. 0333 = 0333. 333. 0393 — 92-333 — 
== 4333 == [333 ==], т. е. искомый остаток равен 1. 


*) Слово «модуль» (от латинского «тоди!$»— мера) применяется в различных обла- 
стях математики и ее приложений; оно присванвается числу, имеющему особо важное зна- 
чение; иапример, по отисшению к нему ведется счет или измерение. 
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Задача 3. Доказать, что всякое натуральное число п сравнимо 
ло модулю 9 со своей суммой цифр. 


Решение. Пусть 


а =а,@н_1---@» 


гдеа,а1,.... а,-— цифры числа а. Имеем 
[2 а, 10” | Я -- .-. = @0. 
Запишем теперь следующие очевидные сравнения: 
1==1 (тод 9), 10==] (то4 9), .... 10" =1 (тод 9). 
Умножая эти сравнения соответственно на а,, а, ..., а, и складывая, 
получаем 
а + 10-214... + 10"а, =а== (0 -+а-+...+а,) (тюд 9). 


Отсюда, кстати, сразу получается известный признак делимости чисел на 
9 (и на 3). 


3. АРИФМЕТИКА ОСТАТКОВ ПО ДАННОМУ МОДУЛЮ 


Пусть задано натуральное число т (модуль). Рассматривая всевозмож- 
ные целые числа, мы будем интересоваться только остатками их от деления 
их на т. Таким образом, мы не будем отличать друг от друга чисел, срав- 
нимых по модулю т. При таком условии у нас останется только п «разных» 
объектов — остатков от деления на т: 


Е с м | 


и для них мы можем определить новые правила «сложения» и «умножения»: 
именно, если г, и г, — два остатка, то «суммой» гг. мы будем называть 
остаток, который дает число гг, при его делении на т, а «произве- 
дением» г.г. — остаток прн делении г, -г. на т. Например, для т = 10 ос- 
татком от деления на число 10 является последняя цифра его десятич- 
ной записи. Поэтому в арифметике остатков по модулю 10 будут 
верны, например, такне равенства 


74-3 =0, 1+2 =3, 715 =2, Т.56=5, 7.6 =, 2.5 =0. 


В арифметике остатков по модулю 2 всего два остатка: 0 и1, так что эта 
арифметика совсем простая: 


0+0=0, 1-+0=1, ЕЕ! =0, 
0.0=0, 1.0=0, Г. 
Для т = 6 получаем 
5--3 =2, 4+2 =0, 3-43 =0, 3.2 =0, 3:4 =Оит. п. 


Таким образом, каждому модулю т соответствует своя арифметика. 
Для сокращения мы будем называть ее т-арифметикой *). 


*) Этот термин ввели Е. Б. Дынкин и В. А. Успенский в своей кинге «Математи- 
ческие беседы», которую мы очень рекомендуем для чтения и работы. 
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В качестве примера приведем таблицы умножения и сложения в 7-ариф- 
метике. 





Таблица умножения Таблица сложення 
Хх 123456 ог 3456 
1 123456 010123456 
2 246135 1 12 34560 
3 | з62514 2 | 2345601 
4 4315263 3 | 3456012 
51531642 4 49560123 
61654321 51 5601234 

616012345 


Таблицы эти устроены так: на пересечении строк и столбцов стоят про- 
изведения (соответственно — суммы) остатков, стоящих в начале этих строк 
и столбцов. 

Из свойств сравнений и обычных правил действий над числами видно, 
что в 71-арифметике выполняются привычные правила обычной арифметики, 
то есть для любых остатков а, 6, с будет 


а = Ба — коммутативность (переместительность) сложения, 
(а 6)-Ес = а (6--с) — ассоциативность (сочетательность} сложения, 
ар = фа — коммутатнвность умножения, 
(а5)с = а(%с) — сочетательность умножения, 
а(6-Ес) = аб фас — дистрибутивность (распределительность) умно- 
жения относительно сложения. 


Таким образом, в наших арифметиках будут верны, например, такие 


формулы: 
{а+ 6): =а? + 246+ 6', 


(а+5) (с-+а) =асчаа+ вс + 64. 


Рассмотрим несколько задач на использование т-арифметики. 

Задача 4. Найти остаток от деления 21000 ца 7. 

Решение. Мы должны выяснить, чему равно 21000 в 7-арифметике. 
Легко видеть, что 21000 — (23)333.2 = [333.0 — 0. 

Задача 5. Найти последнюю цифру числа 77°”. 

Решение. Мы должны выяснить, чему равно это число в 10-ариф- 
метике. Для этого рассмотрим последовательные степени числа 7 в 10-ариф- 
метике: 

7, П=9, 73, 78 =1, 76 =7 ит, д. 


Ясно, что 
74" ть 1, аа ри и ув +2 — 9, 74743 Ее 


Итак, мы должны узнать остаток от деления числа 719%° на 4. Рассмот- 
рим для этого 719% в 4-арифметнке. Поскольку 7'50° = 31909, мы теперь 
рассмотрим последовательность остатков в 4-арифметике: 


31 =3, 3 =1, 38=3, м =1, 35=3, 


то есть 

32741 -. 3, 32" — |. 
Но 1000 — четное число; значит, 71% = |, то есть 71099 — 4,--|. Сле- 
довательно, в 10-арифметике 7”“”” = 7341 —= 741.7 .= 7, 

Ответ: число 7””” оканчивается на 7. * 

Задача 6. Доказать, что если а?--Ъ? делится на 3, то как а, так 
и 6 делятся на 3. 

Решение. Переходя к остаткам от деления на 3, получаем 3-ариф- 
метическое равенство 2°--5? = 0. В 3-арифметике три остатка: 0, 1, 2. 
Имеем: 12? = [, 22 = 1. Легко видеть, что при а52=0 а? 62-20, то есть из 
равенства а?-{-6? = 0 следует а =0иф = 0. А это изначит, что аи ® од- 
новременно делятся на 3. 


ЗАДАЧИ *) 
|. Деление с остатком 
1. Разделите с остатком —297 на 31, —1005 на 98. 


2. Докажите, что число делителей любого натурального числа Л! не превосходит 2р №. 
3. Найдите остатки от деления чисел {п — натуральное): а} п на (1—1) ина (п —2); 
6) (л?Гл--1) на (п-!-1) и на (п 4 2}; в) (7 Е1) на (п 3) (при п->80). 


4. Найдите все целые числа л, для когорых число ИТ! тоже целое. 





5. Докажиге, что произведение трех любых последовательных целых чисел делится 
на 6. 

6. Докажите, что егля а--Ь Нес делится на 6, го а3- 831-53 тоже делится на 6 <, 
Ь, с — целые). 

7*. 15 простых чисел составляют. арифметическую прогрессию. Докажите, что се 
разность больше 30 000. 


2. Сравнение целых чисел по модулю 


8°. Найдите все натуральные числа п, для которых число п3-!-л-:-| делится на 3. 
9°. Решите сравнение 6п!-5 ==0 (то 7). 
10. Докажите следующий признак делимости на 11: 


а — арб .-- 4 Е0 (по4 11) 
тогда ин только тогда, когда 
{— П”аи + (- 1" 1а,-,--... Над = 0 бмо4 И). 

11. Пользуясь тем, что 1000—= —1 (то4 7), а так е 1000=1 (тоа 37), получиге приз- 
накн делимости на 7 и на 37. 

г. Докажите, что если числа А н 5А имеют одинаковую сумму цифр, то А делит 
ся на 9. 

13. Докажите, что уравнение 15х2—7 у?=9 не имеет решений в целых числах. 

14. Докажите, что ни при каком целом л число п?-!-3л--5 не делится на 11. 

15. Докажите, что числа вида Зл--2, 51-2, 7-23, 7п-1, 719 ни при каком нату- 
ральном п не являются точными квадратами. 

Арифметика остатков но данному модулю 

16°. Посгройте таблицы сложения и умножения в 4-, 6-. 8-, 11- и 13-арифметиках. 

17. Постройте таблицы квадратов и кубов в 9-арифметике. 

18. Пользуясь таблицей кубов, полученной в задаче 17, докажите, что числа вида 
Эл--5 и 9н--4 нельзя представить в виде суммы кубов трех чисел. 

19. Доказать, что в р-арифметнке, где р — простое число, из равенства аё==0 при 
аэ20 следует, что 6=0. 

20. Локажите, что в т-арифметике для любого остатка а существует единственный 
остаток — атакой, что а-; (--а)=0. Выведите отсюда, что уравнение а х=В имеет решение 
в любой т-арифметике при любых а и 6. 

21. Докажите, что при составном № в т-арифметике существуют остатки а20и 550 
такне, что аф=0. 

22. Пользуясь 31-арифметикой, докажиге, что 

1235-:- 2758.1- ы це 30255 
делится на 31. 


*) Нуликом отмечены легкие задачи, звездочкой — наиболёе сложные. 
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Почему самолет может держаться в воздухе, 
перь знает каждый, но еще шестьдесят лет 


о Эа Я Ве 





посмотреть, как Альберт —Эйн- 
штейн — великий ученый, создатель 
теории относительности, объясняет, 
откуда берется подъемная сила 
крыльев самолетов и птиц. 

Публикуемая статья взята из 
сборника научных трудов А. Эйн- 
штейна, изданного «Наукой» в 1967 
году [т. 4, стр. 22]. Свою работу 
Эйнштейн написал в 1916 году. Он 
не был знаком с трудами Н. Е. Жу- 
ковского, который еще в 1910 году 
создал теорию полета аппаратов 
тяжелее воздуха. 


Откуда берется подъемная сила 
крыла наших самозетов и итин, па- 
рящих в воздухе? В этих. вопросах 
парит полная неясность. Должен при- 
знаться, что н в специальной лйтера- 
туре я не мог найти на пих даже 
простейшего ответа. Я надеюсь по- 
этому, что читателю доставит удо- 
вольствие, если я попытаюсь вос- 
полнить этот пробел с помощью сле- 
дующих несложных рассмотрений из 
теории движения жидкости. 

Несжимаемая жидкость, внутрен- 
ним трением которой мы будем пре- 
небрегать, течет по суживающейся 
трубе (рис. Г) в направлении, ука- 
занном стрелками. Нас будет интересо- 
вать распределение давления в трубе. 
Так как через каждое сечение в еди- 
ницу времени должно протекать одно 
и то же количество жидкости, ско- 
рость течения о будет нанбольшей 
там, где площадь сечення мннималь- 
на, и наименыцей там, где площадь 
сечения максимальна. Поэтому на 
рисунке 1 скорость частиц жидкостн 
наименышая в точке Ё, и непрерывно 
возрастаст по направлению к ЛР. 
Причиной, вызывающей такое ускс- 
рение частиц жидкости, является не 
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ИС. 
что иное, как действующая на них 
сила давления. Рассмотрим частицу 
Е жидкости, занимающую цилиндри- 


ческий объем. Чтобы эта частица 
жидкости ЁР имела в данный момент 
ускорение, направленное вправо, дав- 
ление на ее заднюю поверхность А 
должно быть больше давления на ее 
переднюю поверхность В. Лавле- 
пие на поверхность А превосходит 
давление на поверхность В. Повторяя 
эти рассуждения, мы приходим к за- 
ключению, что давление в трубе не- 
нирерывно падает от Ё к К. Такое 
же распределение давления (убыва- 
ние давления от С к К) мы получим 
с помощыьо аналогичного рассужде- 
ния н в том случае, когда направ- 
ление течения жидкости изменится 
на обратное. 

Обобщая сказанное, мы можем 
сформулировать следующую хорошо 
известную теорему гидродинамики не- 
вязкой жидкости. Если мы просле- 
дим за траекторисй какой-нибудь час- 
тицы жидкости в стационарном пото- 
ке, то давление р всегда будет боль- 
ше там, где скорость его и меньше, 
и наоборот. Как известно, количест- 
венное выражение этой теоремы для 
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Рис. 2 
несжимаемых жидкостей нмеет вид 


р = сопз4 — > о, | 
где р — плотность жидкости. 
Рассмотрим прежде всего один об. 
щеизвестный пример, иллюстрирую- 
щий эту теорему,— истечение жид- 
кости, находящейся под постоянным 
давлением, из отверстия (Торричел- 
ли). В точке 4 (рис. 2) давление боль- 
ше, а скорость, наоборот, меньше, 
чем в точке АД, так что выражение 


| ь 
р 4- > р" 


постоянно в струе. 

В качестве второго примера рас- 
смотрим пульверизатор (рис. 3). Воз- 
душный поток, проходящий по труб- 
ке ., после выхода из отверстия рас- 
ширяется ‘во все стороны, уменьшая 
при .этбм--свою скорость. Поэтому 
давление. в точке Р меныше, чем в 
точке С, и, следовательно, меньше, 
чем в окружающем точку Р покоя- 
щемся воздухе. Жидкость из сосуда 
А за счет понижениого давления в 
точке Р поднимается вверх н разбрыз- 
гивается потоком воздуха на мелкие 
36 
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капельки. (То, что в этом примере 
мы нмеем дело с потоком воздуха, а 
не с потоком несжимаемой жидкости, 
в сущности ничего не меняет в на- 
ших рассуждениях.) 

После этнх приготовлений обратим- 
ся к рассмотрению волн на воде. 
Пусть № — твердая стенка, имеющая 
вид волнистого цилиндра н располо- 
женная перпендикулярно к плоскос- 
ти чертежа, с одной стороны грани- 
чит © потоком жидкости, текущим 
слева направо (рис. 4). Нас будет 
интересовать сила, с которой жид- 
кость действует на стенку. Ясно, что 
поперечное сечение потока жидкос- 
тн в точках В больше, чем в точках 
Т. Следовательно, вблизи точек В 
жидкость будет течь медленнее, а 
вблизи точек Т — быстрее, чем в 
тсх точках внутри жидкости, кото- 
рые расположены вдали от стенки №. 
Поэтому вблизи точек В поток жид- 
кости будет создавать избыточное дав- 
ление, а вблизи точек Т будет на- 
блюдаться разрежение. В результа- 
те жидкость будет давить на стенку 
так, как будто она стремится уве- 
личить ее изгиб. Это означает, что 
поток не мог бы поддерживаться, 
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Рис. 4 
если бы поверхность жидкости была 
свободной и соответственно если бы 
стенка могла неограниченно изги- 
баться и растягиваться *). 

В этих рассуждениях, как и ранее, 
мы исходили из предположения, что 
не существует никаких причин, вызы- 
вающих давление, кроме течения жид- 
кости. Если же в направлении стрел- 
кн 5 действует сила тяжести, то она 
приводит к появлению в жидкости 
силы давления, возрастающей сверху 
вниз. Если бы действовала только 
одна сила тяжести, то давление в 
точках В было бы меньше, чем в точ- 
ках Т. | 

Итак, течение и сила тяжести по- 
рождают предпосылки к появлению 
различных разностей давления между 
точками В и Т. Ясно, что можно 
так подобрать скорость течения жид- 
кости, что обусловленные обеими при- 
чинами  результирующие разности 
давлений между точками В и ТГ 
будут равны нулю. После этого стен- 
ку № можно удалить, не внося при 
этом никаких возмущений в течение 

*) Известно, *то эти же соображения по- 


зволяют объяснить, почему флаг полощется 
на ветру. 


Рис. 5 
жидкости. В результате мы получим 
Течение жидкости с волнообразно ис- 


кривленной поверхностью, какую 
часто можно наблюдать при обтека- 
нии потоком какого-нибудь пренят- 
ствня. Такую картину мы наблюда- 
ем, глядя с моста в воду, если стоим 
над опорой. 

Если же мы вздумаем описать весь 
процесс с точки зрения наблюдателя, 
движущегося направо со скоростью 
потока вдалн от стенок, то мы придем 
к обычным волнам на поверхности 
воды. Для этого наблюдателя жид- 
кость остается в покое, а гребни В 
и впадины Т уплывают с постоянной 


скоростью назад. 
Следовательно, возможность вол. 


нообразовательных процессов ос- 
новывается на Том, что статические 
н динамические разности давлення, 
возникающие между точками`с раз- 
личной высотой, взаимно погашают 
друг друга. 

Совершенно аналогично выглядит 
н объяснение причнн,  обусловли- 
вающих появление подъемной силы 
крыла. Пусть в поток жидкости или 
воздуха вставлена твердая стенка, 
расположенная параллельно пото- 


Е 


ку и перпендикулярно плоскости чер- 
тежа (рис. 5}, на верхней поверхности 
которой имеется выпуклость. Если 
бы не было этой выпуклости, то на 
поверхность стенки, если не счи- 
тать неизбежного трения, не действо- 
вали бы никакие силы. Выпуклость 
же будет влиять на течение жидкости 
как у верхней, так н у нижней по- 
верхности стенки, и, таким образом, 
создаст дополнительное давление. 


Для потока, обтекающего стенку 
снизу, выпуклость создаст местное 
увеличение поперечного сечения и, 
следовательно, замедление течения; 
в результате этого увеличится дав- 
ление в точке И. На верхней же по- 
верхности, наоборот, выпуклость оз- 
начает уменьшение поперечного се- 
чення, а значит, местное повышение 
скорости потока и тем самым паденне 
давления в точке О. Таким образом, 
дннамические силы давления, про- 
изводимого потоком, создают силу, 
действующую на стенку и направ- 
ленную вверх. Ясно, что для появ- 
ления этой силы необходимо лишь, 
чтобы кусок стенки был настолько 
велик, насколько это требуется для 
заметного изгибания потока жидкости. 


Мы получаем несущее крыло самоле- 
та или птицы (не машущей крыльями 
в полете). 


Уже нз этих простейших рассуж- 
дений видно, что для полета требу- 
ется лишь определенная мощность, 
поскольку необходимо преодолеть со- 
противление неизбежного трения. Ес- 
ли бы трения не было, птицы могли 
бы летать на любые расстояния по 
горизонтали, не затрачивая при этом 


никакой работы. 
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ЗАДАЧА 


Агент по переписи Смит 
и агент по опросу населения 
Джонс одновременно подхо- 
дят к дому № 900. Каждый 
хочет узнать возраст жиль- 
цов этого дома. Владелец до- 
ма (дело происходнт в США) 
сообщает им свой возраст к 
говорит, что в доме живут 
еще три жильца, возрасты 
которых — три различных 
целых числа — при перемно- 
жении дают число, равное 
номеру дома. Владелец дома 
говорит, что он сообщит аген- 
ту по переписи возраст сред- 
него из жильшов. Он ше- 
потом сообщает этот возраст 
агенту по переписи, который 
после этого говорит, что он 
не в состоянии определить 
возраст двух других жильцов. 
Тогда владелец дома говорит, 
что он сообщит агенту по 
опросу сумму возрастов стар- 
шего из жильцов и одного 
из двух других. Он шепотом 
сообщает сумму агенту по 
опросу, который говорит, что 
он тоже не в состоянии от- 
гадать возраст жильцов. 

Владелец дома начинает 
спрашивать их по очереди. 
В первый раз агент по 
переписи отвечает, что он 
не может определить этн 
возрасты. Агент по опросу 
говорит, что он тоже не мо- 
жет определить этн возрасты. 
Во второй раз агент но- пере- 
писи говорит, что он по- 
прежнему не может опреде- 
лить возрасты. Агент по оп- 
росу говорит, что и он все 
еще не может этого сделать. 
В третий раз аегнт по пере- 
пиен говорит, что ои все 
еще не знает возрасты жиль- 
цов, а амент по опросу за- 
являет: «Теперь я знаю зсе 
возрасты». 
Каков возраст этих трех 
жильцов? (В условни задачи 
содержится вся необходимая 
ииформация для решения!) 
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ЗАДАЧНИЯК 4 Феантиа 





Ф24. Подставку, 
на которой 
лежит тело, 
подвешенное 

на пружине, 
начинают 
опускать 

с ускорением а. 
| В начальный 
момент 
пружина 

не растянута. 
Через 

какое время 
тело огорвется 





растянется пружина? 
Масса тела М, 
жесткость пружины х. 
Н. ИН. Гольдфарб 
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Ф25. Если потенциал анода фо- 
тоэлемента выше, чем потенциал ка- 
тода, то через фотоэлемент идет ток 
]=Юа (ток насыщения). В против- 
иом случае ток через фэтоэлемент 
не идет. Пренебрегая внутренними 
сопротивлениями батарей, найти на- 
пряжения на  фотоэлементах в 
изображенных на рисунке 1 схемах 
(величины сопротивлений указаны 
в килоомах). 


$26. Две горизонтальные полу- 
плоскости, расположенные на высо- 
те й одна над другой, плавно перехо- 
дят друг в друга, как показано на 
рисунке 2. По верхней полуплоскости 
под углом а к направлению на спуск 
движется со скоростью И небольшой 
брусок. Как он будет двигаться по 
нижней полуплоскости? Считать, что 
брусок не подпрыгивает, то есть дви- 
жется, не отрываясь от поверхности 
спуска. Трением пренебречь. 


Ф27. В полусферический колокол, 
плотно лежащий на столе, наливают 
через отверстие вверху воду (рис. 3). 
Когда вода доходит до отверстия, она 
приподнимает колокол и начинает 
вытекать снизу. Найти вес колокола, 
если радиус его равен Ю, а плот- 
ность воды р. 
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$28. Две параллельные пластины 
находятся на расстоянии, малом по 
сравнению с их размерами. Между 
пластинами помещают несколько тон- 
ких и хорошо проводящих тепло 
перегородок — экранов. Как это 
влияет на теплопроводность между 
пластинами, если: а) длина свобод- 
ного пробега молекул газа, заполняю- 


М21. Внутрн квадрата со сторо- 


ной 1 расположено несколько ок- 
ружностей, сумма длин которых рав- 
на 10. Доказать, что найдется пря- 
мая, пересекающая по крайней мере 
четыре из этих окружностей. 


Из задач ВМШ при МГУ 


М22. а) В угол вписаны две ок- 
ружности; у них есть общая внутрен- 
няя касательная Т.Г. (Гр и ТГ, — 
точки касания), которая пересекает 
стороны угла в точках А; и ДА.. 
Докажите, что А.Г. =А.Г. (или, что 
эквивалентно, А.Г, =А.Г)). 

6) В угол вписаны две окружности, 
одна из них касается сторон угла в 
точках К, и К., другая — в точках 
Нир,. Докажите, что прямая КЁ. 
высекает на этих двух окружностях 
равные хорды. 
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щего пространство между пластина“ 
мн, То есть расстоянне, которое про- 
летают молекулы газа между двумя 
столкновениями, мала по сравнению с 
расстояннем между экранами; 6) дли- 
на свободного пробега молекул газа 
велика по сравнению с расстоянием 


между пластинами? 
П. Л. Капица 


М23. Докажите, что ири всех на- 
туральных й>1 








2 1 153. ... -8-0 
о ет м 
ИЗ. =| 

2 Уз. 


А. О. Гельфонд 
М24. Докажите, что любую дробь 


т 


т _ 
ао 
можно представить в виде 

т 1 1 | И 1 


РР: 
где 0<9<9.<... «9, — целые 
числа и каждое 9,(=2, 3,..., г) де 


лится на 9-1. 
М25. В множестве, состоящем из п 
элементов, выбрано 2" -1 подмножеств, 
каждые три из которых имеют общий 
элемент. Докажите, что все эти под- 
множества нмеют общий элемент. 
ХХХ Московская матема- 
тическая олимпиада 


Поправки 


«Квант» 


№ 2. стр. 59 


Первая из трех задач «В автобусе» читается так: «Докажите, что у 
всех 15 пассажиров было не меньше 19 серебряных монет (иначе они 
не смогли бы расплатиться). Для решения достаточно заметить, что 
не менее 15 монет должны остаться у пассажиров и не менге 4 — опу- 


щено в кассу. Тот же ответ 19 получается и из общей формулы [ 4 


при М= 15». 


Ан 


«Квант» №2, стр. 25 
Задача 12 должна формулироваться так: «Для того, чтобы угол А 
в треугольнике АВС был тупым, необходимо и достаточно, чтобы сторо- 


на ВС была более чем вдвое больше медианы, 


шины А». 


проведенной из вер- 


«Квант» № 3, стр. 52 
В задаче 2, варнант |, должно быть: 
16 2-16 (х+10)2=211. 





& 





Современная промышленность не 
может обойтись без самых разнооб- 
разных кристаллов. Они использу- 
ются в часах, транзисторных при- 
емниках, вычислительных машинах, 
лазерах н многом другом. Великая 
лаборатория — природа — уже не 
может удовлетворить спрос разви- 
вающейся техники, и вот на спе- 
циальных фабриках выращивают ис- 
кусственные кристаллы: маленькие, 
почтн незаметные, и болыцие — весом 
в несколько килограммов, 

Существуют различные способы вы- 
ращивания кристаллов. Часто этот 
процесс требует высоких температур 
ни огромных давлений (например, для 
получения искусственных алмазов), 
но некоторые кристаллы можно Ез- 
ращивать даже в домашних условиях. 
Мы расскажем вам о том, как это 
можно делать. 
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КАК 


ВЫРАБТИТЬ 
КРИСТАЛА 


м. о клияЯ 


Проще всего дома — выращивать 
кристаллы  алюмокалиевых  квас- 
цов — КАНК$О.).-12Н›О. Вещество 
это можно купить в любом магазине 
химреактивов, и оно абсолютно без- 
вредно (квасцы нногда даже добав- 
ляют в питьевую воду, чтобы очис- 
тить ее от мути). Но прежде, чем 
приступить к работе, давайте по- 
смотрим, что представляет собой про- 
цесс выращивания кристаллов. 

Если в воде при постоянной темпе- 
ратуре растворять какое-нибудь ве- 
щество, то через некоторое время 
растворение прекращается. Такой ' 
раствор называется насыщенным, 
а максимальное количество вещества, 
которое можно растворить прн данной 
температуре в 100 г воды, называется 
его растворимостью. Обычно с новыше- 
нием температуры растворимость уве- 
личивается. Поэтому раствор, насы 
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Рис. | 


щенный при одной температуре, ста- 
новится недосыщенным при более вы- 
сокой температуре. Еслн же насы- 
щенный раствор охладить, избыток 
вещества выпадает в осадок. На рн- 
сунке 1 показана зависимость раст- 
воримости алюмокалиевых квасцов от 
температуры. Из графика видно, что, 
например, нри охлаждении до 10°С 
100 г раствора, который был насы- 
щенным при 30°С, в осадок должно 
выпасть более 10 г вещества. Сле- 
довательно, один способ выращивания 
кристаллов заключается в том, что 
надо дать насыщенному раствору ох 
ладиться. 

Можно выращивать кристаллы и 
выпариваннем. Ведь если насы- 
ценный раствор испаряется, объем 
его уменьшается, а количество раст- 
воренного вещества остается преж- 
ним. Иначе говоря, опять создается 
избыток вещества, который выпадает 
в осадок. 

Рассмотрим теперь, как происходит 
выделение избытка вещества. 

Возьмем насыщенный раствор н 
нагреем его. Сосуд с полученным не- 
досыщенным раствором накроем стек- 
лом и дадим раствору спокойно ох- 
ладиться до темнературы более низ- 
кой, чем температура насыщения. 
При этом осадок может и не выпасть, 
и мы получим пересыщенный раст- 
вор. Дело в том, что для образова- 


Рис. 2 


ния кристалла необходима «затравка». 
Ею может служить маленький крис- 
таллик того же вещества или иросто 
пылинка. Иногда достаточно качнуть 
сосуд с пересыщенным раствором или 
снять прнкрывающее его стекло, как 
начинается мгновенная кристалли- 
зация. При этом обычно образуется 
множество мелких кристалликов. Для 
зого чтобы вырастить крупный крис- 
талл, необходимо ограничить число 
«затравок». Лучше всего внести ис- 
кусственную «затравку», роль кото- 
рой может исполнять один из крис- 
талликов, полученных ранее. 
«Затравка» готовится следующим об- 
разом. Возьмите две стеклянные бан- 
ки и тщательно их вымойте. В одну 
из них налейте теплую воду и насыпь- 
те квасцы. Помешивая раствор, сле- 
дите за растворением. Когда ве- 
щество перестанет растворяться, ак- 
куратно слейте раствор во вторую 
банку так, чтобы туда не попало не- 
растворнвшееся вещество. Затем на- 
кройте банку стеклом. Когда раст- 
вор охладитлся, снимите стекло. Че- 
рез некоторое время вы увидите, как 
в банке образуется множество крнс- 
талликов. Дайте им подрасти и отбе- 
рите самые крупные для «затравок». 
Теперь можно приступать к вы- 
ращиванню кристалла. Прежде всего 
нужно приготовить посуду. Чтобы 
уничтожить нежелательные зароды-. 
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ши на стенках, пропарьте банки из- 
нутри над носиком кипящего чай- 
ника. Затем сделайте снова теплый 
насыщенный раствор и слейте его в 
другую чистую банку. 

Итак, у вас есть теплый насыщен- 
ный раствор квасцов. Нагрейте его 
еще немного, накройте банку стек- 
лом и поставьте охладиться. Когда 
температура раствора приблизится к 
температуре насыщения, опустите в 
банку приготовленную ранее чза- 
травку». Поскольку раствор еще не- 
досыщен, «затравочный» кристаллик 
начнет растворяться. Но как только 
раствор охладится до температуры 
насыщения, растворение кристал- 
лика прекратится, а вскоре начнет- 
ся его рост. (Если кристаллик раст- 
ворится целиком, можно ввести в 
раствор новую «затравку».) 

Когда раствор перестанет охлаж- 
даться, выращиванне кристалла мож- 
но продолжить. Для этого припод- 
нимите стекло так, чтобы вода ис- 
парялась, но пылинки в раствор не 
попадали. Рост кристалла продол- 
жается два-три дня. 


Выращивая кристалл, старайтесь 
банку не трогать и не передвигать. 
Когда кристалл будет готов, до- 
станьте его из раствора и тщательно 
промакните бумажной — салфеткой, 
иначе он быстро потускнеет. 


Кристаллы получаются разными по 
форме в зависимости от того, бросите 
ли вы «затравку» на дно сосуда или 
подвесите ее на иитке (рис. 2). Та- 
ким способом можно, например, вы- 
растить «бусы». Для этого надо «за- 
травить» нитку, то есть провести ею 
несколько раз по кристаллу, а затем 
опустить нитку в раствор. 

На фотографии, помещенной внача- 
ле статьи, показан кристалл, получен- 
ный из алюмокалневых квасцов вы- 
меописанным способом. 


Выращивание кристаллов — это ис- 
кусство. Возможно, у вас не все сразу 
получится. Не огорчайтесь. Немного 
настойчивости, упорства, аккурат- 
ности, н вы станете обладателями 
красивых кристаллов. 
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На вопросы 
читателей 


Подписка на 
«Квант»  произво- 
дится всеми почто- 
выми отделениями 
и агентствами Союз- 
печати с любого ме- 
сяца. Наш индекс 
70 465. О случаях 
отказа просим со- 
общать в редак- 
цию. 


ГДЕ ЛОГИЧЕСКАЯ 
ОШИБКА? 


В журнале Те Амтег. 
тай. Моп у была помеще- 
на задача, которая в воль- 
ном переводе звучит так: «из 
какой точкн земного шара 
надо выйти, чтобы, пройдя 
10 км по мернднану к югу. 
затем 10 км по параллели к 
востоку,  наковен; — снова 
10 км по мернднану к севз- 
ру, придтн в точку отирав- 
ления?» 

Одно решение почти оче- 
видно: выйтн из северпого 
полюса. Любопытно, что это 
решение не елииственное. 
Однн видный математик 
вслух решал эту задачу так. 
Первая и третья части путн 
проходят по мериднанам;: но 
два мериднана имеют только 
две общие точкн -—— полюсы 
северный ни южный; послед. 
ний отпадает, так как из не- 
го иельзя двигаться на юг; 
остается северный полюс в 
качестве единственного ре 
шения. 

В чем ошибка 'рассужде- 
ния и как получить полное 
решение? 


` ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 


0 ПРИЕМНЫХ 
ЭКЗАМЕНАХ 
[О МАТЕМАТИКЕ 


В ТЕХНИЧЕСКИХ 
ВУЗАХ В 1969 т. 


В. А. ТОНЯН 


ЭКЗАМЕНЫ В МИЭМ 


В этой статье мы расска- 
жем о вступительных экзаме- 
нах по математике в Москов- 
ский институт электронного 
машиностроения (МИЭМ. 

Как и в большинстве техни- 
ческих вузов, поступающие 
сдают два экзамена по мате- 
матике: письменный и устный. 
На письменную работу отво- 
дится 4 часа (4х 60 минут). 

Отметим, что все предла- 
гаемые вопросы и задачи не 
выходят за рамки утвержден- 
ной программы для вступи- 
тельных экзаменов. 

Ниже мы приводим зада- 
чи, взятые из различных вары- 
антов письменных экзаменов, 
предлагавшихся в 1969 г., с 
указанием наиболее типичных 


ошибок, допущенных абиту- 
рментами. | 
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Вариант О 


\ Мотоциклист и вепосипедист отирав- 
ляются одновременно навстречу друг другу 
на пунктов А и В и встречаются ма расстой- 
нии ]2 км от середины АВ, Скорость мотоцик 
листа на 32 км/час больше скорости велосн- 
недиста. Если бы мотоциклист выехал ва 
час позже, то онн встретились бы на сере- 
диие иути. Найти расстоянне АВ. 

2. Решить уравнение 


х-—=а— Ие-хум =. 


3. Решить неравенство 
27 


10# „—— 
Е з агссёр х 


од, асЧих > 2. 


$ 
4. Решить уравнение 
эт Их 

1.505 Ум =>. 


5. Центры двух окружностей, радиусы 
которых А н г, лежат на гипотенузе прямо- 
угольного треугольника. Одна окружность 
касастся двух категов, другая касается ка- 
тета и первой окружности. Найти сторо- 
мы треуголъиика. 

Приведем решения этнх задач, 

1. Обозначим скорость вслосипедиста чс- 
рез х. а расстояние АВ через 25; тогда ско- 
рость мотоциклиста будет х+32. Если вре- 
мя, затраченное велосииедистом до встречи, 
равно Ё. то из условия задачи получим 


хё = 9 — 12. 
(х -- 32)(— 5 -:- 12. 


Если бы мотоциклист выехал на час поз- 
же. он затратнл бы до встречи Ё, часов, в 
то премя как велосипедист — (+ час 
н потому 


(х Г 32) 41 >, 
Хх -5 


Решая эту систему. получим 5 - 48 км. 

Эта задача оказалась иструдной для по- 
ступающих. Ее решило подавляющее число 
абитуриентов. Олиако миогне получали гро- 
моздкие системы уравнений из-за  иеулач. 
ного выбора обозизчений. 

2. Возведя обе части данпого урависния 
* квалрат,. получаем 


хе — их --х Ух а: 
Нли 
д (2а—-х— М та) 0 
Отсюда 
Хх, = ба Зака И 


Снова возведя в квадрат. получаем За? 
Зах или о(За—4х)- 0. Теперь, если а 0. 
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то х; — любое число, если а 0, то 
3 
Хз — 4 а. 


Прин выполненим преобразования (в03- 
ведения в квадрат) мы могли нарушить рав- 
носильюсть, поэтому найденные корин ху. 
хз. х. необходимо проверить. 


|} х =0. Подставляем значение х; в 
нсходное уравнение. Тогда левая часть рав- 


на 0, а правая часть: , 
[0 при а>0. 


— Ма? =а— =: 
т ма 12а при а< 0. 


2) Еслн а= 0, то левая часть уравиения 


равна х, а правая часть: 


Ир = И - 
= —И— при х> 0, 
— И прих=0. 


3 
3) Подставляя значение х, = —-а, по- 


З 


зучим, что левая часть равна 4 9“. а пра- 


вая часть: 


ЗО 
а — И а" — та] 6 @ +4 = 














ё а? 3 
в— |/ 15 ^ 1 апрна>0. 
т из, со УЯ з 
а—} тва $} нах 0. 


Ответ. Если а>0. то х=0, 


хз = -4_@; если а=0, то х=0. 


Наиболее тиинчная ошибка, которую до- 
нускали поступающие при решенни этого 
уравиения, это отсутствие проверкн найден- 
ных значений ху, Х›, хз. Прк’решения этого 
уравнения приведенным выше методом про- 
верка является составной частью решения 
задачи. 


3. Обозначив 108 ра ЭГСе = 1, нолучам 


} 
2—3142< 0, откуда 13312. 
Возвращаясь к исременному х. можно на- 
писать 


1/3 < асарх < 3, 
откуда получаем ответ: ся 3 < х< яр 5. 


4. Требование 4+3х—х*->0 даст нам 
Щл = 4. 
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Теперь, применяя формулы сложення к 
левой частн, получаем 


2 эт (Уз = М а г =`И?, 
откула 
УЕ = + 2ли. 


Значит, необходимо л-=>0. 


Решая это иррациональное уравнепие, 
получаем 





3+ и 254 (ли +) 


Хх = р В 





л\2 25 и 
отсюда |21л --4-] =-4_. Следователь- 


но, л =0и зн ЗЕ, 


Проверкой легко убеждаемся, что оба 
этн значення являются корнямн уравнения. 


В решении этого уравнения многие по- 
лучили равенство (1), но только часть по- 
ступающих нсслеловала эту формулу и 
оставила решсиня, соответствующие п—0. 





5. Пусть АВС — даниый треугольник. 
=АСВ прямой, О н 0, — центры окруж- 
ностей радиусов А иг; Ви Е — точки ка- 
саций окружностей катста СА. Проведем 
ЕЕ ! АВ и обозначим 3ВАС-=а. Тогда из 
ЛАЕОЕ имеем | 


‚ чт Юг 
Е (1) 


Заметив, что СО-=АЮ и обозначив АС=Ь, 
получим из ДОРА 


ю 
бр * (2) 


Из (1) к (2) можем нанисать 


К \2 Ю--г \2 
(5-я) =(#=7). 
откуда, решая отиосительмо В, получим 


Ве | 


` 





Теперь можно найти другой катет и гипоте- 
нузу. (Соответствующие вычисления пред- 
лагаем провести самостоятельно. } 


В заключение приведем отдельные ва- 
рнанты письмениой работы, предлагаемые 
на вступительных экзаменах в 1969 г. 


Вариант | 


1. Два туриста вышли одновременно из 
города в одном направлении. Первый турист 
каждый километр пути проходит на 20 ми- 
нут быстрее второго. Пройдя часть пути, 
первый турист повернул обратно, и, прой- 
дя после этого 1 км, пошел в прежнем на- 
правлении. Когда первый турист догнал вто- 
рого, второй находился в пути 1/2 часа. За 
сколько минут проходит первый турнст 
Г км? 

2. Решить уравнение 


ут ИА - 3х — № 
+ со /4 ==. 


3. Решить неравенство 


Юя. (х? — 3х — 4) = 
Той» (х | 17) 


4. Решить неравенство 
52 2х (их — Шх) > 205 2х. 


5. Боковые ребра треугольной пирамнды 
взаимно перпендикулярны. Высота пира- 
миды равна й. Найти раднус сферы. описан- 
ной около пирамиды. 


Варнант 2 


1. Двум землекопам было поручено вы- 
рыть канаву за 3 часа 36 мннут. Однако пер- 
вый приступил к работе тогда, когда второй 
уже вырыл половину н перестал копать. 
В результате канава была вырыта за 7,5 ча- 
са. За сколько часов каждый землекоп мо- 
жет вырыть канаву? 

2. Решить урав е 


а м [1-34 
Уз 2шх— м х и. 


3. Решить неравенство 


ры 7 45. 
Обток, х [1052 х— вх 15) < 1. 


4. Решить неравенство 


2 
72 с0х— с05? х 


4 912 х— 3 < 0. 
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5. Найти объем правильной усеченной 
треугольной пнрамнды, если сторона ее боль- 
шего основания равна @. двугранный Угол, 
образованный боковой гранью и плоскостью 
основания, равен л/6, а высота пирамиды 
равна 2/12. 


Вариант 3 


1. Два самосвала должны былм перевез- 
ти груз за 3 часа 20 мннут, но второй опоз- 
дал и прибыл на место погрузки, когда 
первый уже перевез 2/5 всего груза. После 
этого оставшийся груз перевозил только вто- 
рой самосвал. Перевозка всего груза за- 
няла 8 часов. За сколько часов каждый са- 
мосвал в отдельности может перевезти весь 
груз? 


2 Решить уравненис 


И 555 (со х) =1-— 2 с05 (605 х). 
3. Решить перавенство 


ов ыы < 1. 
3 з 


3 
4. Решить неравенство 


73 . 

| 5 (с05х — 1) - чи? х 

: 0. 

412 х — 3 - 
5. Около правильной треугольной пира- 

мяды со стороной основания а н углом накло- 

на бокового ребра к плоскости основання @ 

онисан шар. Найти его объем. 


Варнант 4 


1. Два велосипедиста выехали одновре- 
менно навстречу друг другу из пунктов А 
и В и встретились через 1,2 часа. За сколько 
часов проехал расстоянне АВ каждый нз 
них, если первый прнехал в В на один час 
позже, чем второй в 

2. Решить уравнение 


| 
|со5 2х] = чих — 4 |. 





3. Решить неравенство 
2 — Зх--2 


Е бо 
2 


< 0. 


4. Решить неравенство 


Хх Е х 
Г яп -5- — УЗ с0$ 
4 -|- Атх сохр эт ох > 0: 

5. В основании четырехугольной пира- 
миды лежит ромб со стороиой а и острым 
углом ©. Все боковые грани наклонены к 
плоскости основания под углом В. Найти 
полную поверхность пирамиды. 
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Как мы решаем уравнение? Ис- 
ходя мз данного уравнения, пишем 
подряд одно, другое, третье, ...— 
цепочку уравнений, в которой каж- 
дое получается из предыдущего 
преобразованием одной илм сразу 
обеих частей, м так до тех пор, по- 
ка не получим совсем простое урав- 
нение, решения которого мы уже 
умеем находить. Если при этом все 
переходы от данного уравнения к 
следующему «обратимы», т. е. мы 
видим, что преобразованием четвер- 
того уравнения можно получить 
третье, из третьего — второе, и т. д., 
то ясно, что последнее простое 
уравнение имеет те же корни, что 
и исходное. Но часто встречаются 
такие уравнения с радикалами, лога- 
рифмами, тригонометрическими 
функциями, при решении которых 
приходится прибегать к довольно 
сложным преобразованиям, так что 
при этом «обратный переход» не 
очевиден. Если, решая такие урав- 
нения, делать преобразования фор- 
мально, не вникая в их смысл, то 
легко впасть в ошибку: потерять ко- 
рень или приобрести лишний. О том, 
как это бывает и как избежать по- 
добных неприятностей, рассказыва- 
ется в этой статье. 
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КТО-ТО 
ТЕРЯЕТ. 
(ТО-ТО 
НАХОДИТ 


А. Г. МОРДКОВИЧ 














1. НЕКОТОРЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ. 


Пусть даны два числовых множества Х 
и У. Запись АС-У означает, что каждый эле- 


мент множества Х является в то же время эле- 
ментом множества У, а в У могут быть эле- 
менты, не принадлежащие множеству Х. 
Запись х@Х (соответственно хСХ) означает, 
что элемент х принадлежит (не принадлежит) 
множеству Х. 

Условимся далее вместо фразы «уно- 
жество Х состоит из всех действительных 
чисел х» использовать такое обозначение: 
Х= (х — <<< х<о5]. Аналогично, запись 
Х-={х|х2>3} озвачает, что множество Х 
состомт из всех таких чисел х, которые удов- 
летворяют неравенству х->3, а запись 
Х=[х|хлп} означает, что множеству Х 
принадлежат все действительные числа, за 
исключением х=лл*). 

И, наконец, условнмся область допустн- 
мых значений ОДЗ (напомним, что областью 


*) Всюду в дальнейшем предполагается, 
что п, &=0,+1,-2,... 


допустимых значений уравнения [(х)=8(х) 
называется множество тех х, при которых 
функции /(х) и &(х) определены} заданного 
уравнения обозначать буквой Х, а ОДЗ урав- 
нения, полученного из исходного в результа- 
те некоторого преобразования, — буквой У. 


2. ОТКУДА БЕРУТСЯ ПОСТОРОННИЕ 
КОРНИ? 


Причина первая — расширение ОДЗ. Прн 
решении уравнений постоянно применяются 
самые различные преобразования. Довольно 
часто при этом случается так, что ОДЗ урав- 
нения, полученного из исходного в резуль- 
тате некоторого преобразования. оказывает- 
ся шире, чем ОДЗ исходного уравнения (фра- 
за «более широкая ОДЗ» означает ХС] №). 
Расширение ОДЗ может привестн к появле- 
нию посторонних корней. Дело в том. что 
полученное уравнение может иметь такие 
корни, которые, будучи элементами миожест- 
ва У, не принадлежат множеству Х. Они-то 
и будут посторонними для исходного урав- 
нения. 

Пример 1. Решить уравнение 


ть 4 
о и! (1) 


Решение. Запишем прежде всего ОДЗ 
уравнения (1): Х= {х|хэЕ0;2}. Приведя к 
общему знаменателю, получим 

4х 2х — х2-— 8. (2) 
Уравнение (2) имеет уже другую ОДЗ: 
У= [х|-со<х< ос}. Решая уравнение (2), 
получим два корня: х-4, х:=2, причем 
ХЕХ, тогда как хзЕХ., и поэтому хз ЯВЛЯ- 
ется посторонним корнем для уравнения (1). 
Таким образом, уравмение (1) имеет едиист- 


венный корень х-4. 
Пример 2. Решить уравиение 


16 (х? | 3х — 4) = № (2х 2). (3) 
Решение. Решив систему неравенств 
| х? | Зх— 4 > 0, 
2х — 2 > 0, 
находим ОДЗ уравнения (3): Х==|жх>П. 
Потенцируя, преобразуем уравиение (3) в 
уравнение 
8 -- Зх — 4 = 2х |2 (4) 
с более широкой ОДЗ: У-= {х|-—©0<х< оо]. 
Уравнение (4) имеет два корня: х1==2, 
х,=—3, причем х.СХ, а х,ЕХ: Значит, 
х. является посторонним корнем для урав- 
нения (3) и, следовательно, уравнение (3) 
имеет единственный корень х—=2. 
К расширенню ОДЗ ииогда приводит при- 
мененне некоторых формул, известных нз 
курса средней школы. Это формулы, связан- 


ные с различиыми свойствами логарифмов, 
радикалов четной стеленн, а также некото- 


Кум тесте.го 


рые тригонометрические формулы. Например: 


ба [(х) + 10ба Е (х) = 


= Юва [1 (х)-в (х)], (5) 
| — с0$ х х 
тх 2%“. (6) 


Нетрудно видеть, что функции, содержащиеся 
в иравых частях этих равенства, имеют бо- 
лее широкую область определення, чем функ: 
ции, содержащиеся в левых частях. 

Так, область определения — Функции 
Юв.Кх) Нова &(х) определяется системой нс- 
равенств 


| Р(х > 0, 
1 а(х) > 0, 


тогда как область определения функции 
ока [Кх) '&(х)] состоит из решений системы 
(7) и решений еше одной системы неравенств 


(7) 


[ А (х) < 0, 
| &(х) < 0. 
1 — соб х 
Область определения функции те 


такова: Х={лх|х3лп]}. Функция же «> 
имест более широкую область опредедения: 
Х= (хх д(2Е+1)}. Поэтому применение при 
решении уравнения формул (5), (6) и им по- 
добных «слева паправо» может прияести 
к появлению посторонних корней. 

Пример 3. Решить уравнение 


1 — со5х а 
тх К Ша =0. (8) 
Решение. Запишем ОДЗ уравнения (8}: 

Х= {х|хэЕ дп}. Применяя формулу (6), по- 

лучим уравнение 


х х 
87 = (9) 


с более широкой ОДЗ: У= {хх л(2^+1)]. 
Решениями уравнения (9) служат значения 
х=2лп. Все эти значения не входят в ОДЗ 
уравнения (8), а потому являются посторон- 
ними корнями, Таким образом, уравнение 
(8) не имеет решений. 

Причнна вторая — умножение обеих час- 
тей уравнения ка одну и ту же функцию. 
Пусть дано уравненне 


Р(х) = & (х). (10) 


Умножим обе части иа функивю Й(х). По- 
лучим уравнение 


Роо-в (х) = @)-В (Хх), (11) 


корнямн которого служат как корни уравие- 
ния (10), так и корни уравнения #(х)=0 
(или, как еще говорят, кории функции А(х). 
Среди этих последних могут оказаться такие 
корни, которые не удовлетворяют уравне- 
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нию (10), то есть являются для него посто- 
ронними (кстати, в примере 1 обе части урав- 
нения (1} были умножены ма одну и ту же 
функцию 2х(2—х). В результате появился 
посторонний корень х—2, но мы объясиили 
его ноявление расширением ОДЗ}. 

Пример 4. Решить уравмение 


х = (Ух!) (Ух 4). (12) 


Решение. Запншем ОДЗ уравнення (13): 
Х= [хх —1]. Умножим обе части уравне- 
ния на функцию А(х) у 1-+х--1. После ипре- 
образований получим уравнение х (у Е +х-- 
--у 0-х+3)-—0, имеющее 2 кория: х,2=0, 
х,= —1 (заметим. что расширения ОДЗ не 
произошло). Оба кория принадлежат мно- 
жеству Х, тем не менее проверка убеждает 
нас в том, что х,--0 — посторолний корень 
(иструдно видеть, что х-=0 — корень функ- 


нии Й(х}). Таких образом, уравиение (12). 


имеет едииствениый корень х-- — 1. 

Причина третья — возведение обеих час- 
тей уравнения в четную степень. Рассмотрим 
уравнение {10). Возведем обе части этого 
уравнения в квадрат. Получим уравцение 
(о Р= 6), корнями которого служат 
как корни уравнения (10}, так и корни 
«постороннего» уравнення Кх]-= —в(х}. Сре- 
ди этих последних могут оказаться такие кор- 
ни, Которые не удовлетворяют исходному 
уравнению (10). Онн-то и будут посторонни- 
ми для уравнения (10}. 

Пример 5. Решить уравнение 


У2 5+ Их —Т=8. (13) 


Решение. Запишем ОДЗ уравнения (13): 
Х== [х|х2=1}. Возведем обе части уравнения 
в квалрат. После преобразований получим 


22 3—5 = 60— 3х (14) 
и далее 
4 (2х? -|- Зх — 5) = (60 — 3х)?, 


откуда х,==10, х.=362. Сделав проверку 
найденных решений, замечаем, что лншь 
х,=10 удовлетворяет уравнению (13}. тог- 
да как х.=2362 — посторонний корень (хо- 
тя он и принадлежит ОДЗ уравнения 
(10). Посторонний корень появился в ре- 
зультате возведевия в квадрат обенх частей 
уравнения (14). 


3. ЧТО ПРИВОДИТ К ПОТЕРЕ КОРНЕЙ? 


Причина первая — сужение ОДЗ. Встре- 
чаются н такне преобразования, которые 
приводят к уравнению с более узкой ОДЗ. 
Сужение ОДЗ может привести к потере кор- 
ней, а именно, могут «потеряться» такие кор- 
ни исходного уравнения, которые принадле- 
жали множеству Х, но не принадлежат «бо- 
лее узкому» множеству У, (Ус-Х}- 


Пример 6. Решить уравнение 


ее) 21 (15) 
5% 


Кузя плести 


Решение. Преобразуем уравнение (12) 
к ВИДУ 
д 
ва 2 


ж—ы| (16) 
: | 
| — мхи Ре 


Положив у=-1н х, придем к алгебраическому 
уравнению относительно у, решив которое, 


получим у -5` ‚ то естьх = агс4 о Л. 


Но проверка убеждает нас в том. что зна- 
л 
чения Х— ия -- ля также удовлетворяют 


уравнению (15). Когда же мы успели нотерять 
этн корни? Сравним ОДЗ уравпений (14) и (15). 
Х состоит из всех значений х, за исключением 


е. 
тех, при которых их и Ш (* - и 


не существуют. Значит, 
д 
Х = к, хи. 


ОДЗ уравнения (16) — У — состоит из всех 
значений х, за исключевием тех, при которых 
{Е х-=0, {и х= Ги Ча х не сушествует. Значит, 


у хил, хе + дя, 


хи -5 4 ли|. 
2 ° 


} 
Отсюда следует, что Ус_Х, то есть ОДЗ урав- 
нения (16} уже, чем ОДЗ уравнения (15). 


Значения х = -5 г яп принадлежат мно- 


жеству Х, ио ие иринадлежат множеству У, 
Они-то и оказались потерянными корнями 
исходного уравнения. 

Теперь возникает один важный вопрос: 
что привело к сужению ОДЗ? Аиализ ре- 
шения примера 6 показывает, что к сужению 
ОДЗ привело нспользование формулы таи- 
генса суммы, в нашем примере формула при- 


я 
менялась для {п «+ |. и соотношения 
# 


их = Дело в том, что, напри- 


Чх ° 


| 
мер, функция Ех имеет более узкую 


область определения, чем функция с{рх. 
Использование «при решении уравнений 
этих формул (и некоторых другнх, на- 
пример формул. выражающих $1 х, с0$ х, 


х 
48 х. через 1в >) «слева нанраво» может 


привести к сужению ОДЗ н к потере по этой 
причине некоторых корней. 

Причина вторая —- деление обецх частей 
уравнения на одну и ту же финкцию. Пусть 
хх, — корень функции #(х). Тогда ху — ко 
рень уравнения(11), но совсем не обязатель- 
но удовлетворяет уравнению (10). Таким об- 


разом, деление обенх частей уравнений на 
одну и ту же функцию может привести к по- 
тере корней (а именно, корней функцни-де- 
лителя). 


ВМЕСТО ЗАКЛЮЧЕНИЯ 


Каким же общим правилом руководст- 
воваться при решении уравиевий? Только 
одним: решение всякого уравнения проводить 
сознательно, ис механически, ке обходить 
вииманием ин одни сомнительный переход, 
где возможно появление посторонних корней 
нли потеря корней. Перед началом решения 
уравиения полезно выписать все ограниче- 
ния, определяющие ОДЗ (их даже ве обяза- 
тельио разрешать относительно нензвестно- 
го); например, прн решении уравнения (3) 
достаточно было выписать условия: х? +Зх— 
--4>0 н 2х+2>>0; при проверке сразу вня- 
но, что один из найденных корией х,-—3 
не удовлетворяет условию 2х +2>>0. Если 
приходится делать переходы, при которых 
могут появиться посторонние корнн, то в 
конце иесобходнмо сделать проверку. ко- 
торая в этом случае является частью решения 
задачи, а не просто дополнительным контро- 
лем. Иногда в процессе решения удобно раз- 
бить множество значений переменной на 
две или несколько частей и ма каждой из 
них исследовать уравнение отдельно; на- 
пример, уравнение (14) при 60—3х< 0 за: 
ведомо не нмеет решений, а при 60—3х>—0 
возведение обеих частей в квадрат не при- 
ведет к появлению новых корней, так как 
обе части уравнения неотрицательны {по- 
сторонний корень х,-=362 отсеивается авто- 
матическн, как не удовлетворяющий условню 
60--3х—0). 

Решенне каждого уравнения должно вы- 
глядеть как доказательство теоремы о том, 
что данному уравнению удовлетворяют те 
и только те числа, которые написаны в ответе; 
а тактика «борьбы» с лосторониими корнями 
и с потерей корней прин преобразованиях 
должна быть гибкой. 


Упражнения 
Решить следующие уравнення: 


х 25 > 13 
а Ра = т. 
х 
д ао, 
2. Ата в =!) =: 


3. Ух 1 =1— 2х3. 
+ УЕЕЮЕ-5 + УЯ-ы- 
-- Уи и 16-х == 40. 
5. Ю5_22 + 2 Ю85 ох = 
1952 (х- 1. 


22-1: |# (4 — 5х —. 6х?) 
а. 
| 2х — | 
7. Ех 48 2х = _ 
8. Зшах | 2х3 = 0. 


куапитюсто.ги 


ЗАДАЧИ 


1. Агент по переписи на- 
сслення постучал в дверь 
одного дома и спросил у от- 
крывшего ему дверь челове- 
ка, живет лн кто-нибудь, 
кроме него, в этом доме. 
Человек ответнл: «Да, здесь 
есть еще трое жильцов раз- 
личных возрастов. Сумма их 
возрастов равна номеру э10- 
го дома (который агент но 
переписи знал), а произне- 
дение них возрастов равео 
1296». После некоторых вы 
числений агент задал еще 
один вопресе и удалился. 
Он установил возрасты. Ка- 
кой номер у этого дома? 

2. Трн бегуна А, В, и С 
участвуют в бе!е на 100 мет- 
ров. Котда А финишировал, 
В находился в 10 метрах 
позади него, а когда фини- 
шировал В. то С находился 
в 10 метрах сзади него. На 
каком расстоянии находился 
Сот А, когда финишировал 
А? Предполагается, что каж 
дый бежит с постоянной ско- 
ростью. 

3. Определите число А по 
двум операциям деления, где 
каждая звездочка представ- 
ляет собой цифру от 0 до 9. 





жух зе $ эк 
Е ИИ 
жа #43 #4 — А 
* яж 
+ 
хх 
— м 
ГГ 
-Пщжж 
А= + жж яж 
ре иТИТУ 
ЕН, 
РР 
— э* 
— 
№32 
в з= 
——— 
88 
— чик 


4. Четыре лжеца А, В, 
Сн р говорят правду лишь 
один раз нз трех случаев. 
А сказал, что В отрицает, 
что С утверждает, что ВР 
солгал. Какова вероятность. 
что Р сказал правду? По- 
кажите, что эта вероятность 
равна вероятностям, что А, 
В, С каждый в отдельности 
сказали правду. 
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М. И. БЕЛОМОРСКИЙ 


Наступает очередная пора вступительных 
экзаменов в высшие учебные заведения страны. 
Характерно, что абитурненты из года в год 
становятся лучше подготовленными к всту- 
плению в ряды студенчества. В этом большую 
помощь оказывают нм и учительские коллек- 
тнвы школ, и очно-заочные подготовительные 
курсы, действующие при большинстве ву- 
зов, и различные лектории, оргаиизуемые 
институтами совместно с отделениями общест- 
ва «Знание»... Возможности у нынешних 
поступающих укрепнть свои знания весьма 
обширны, но, к сожалению, некоторых из 
этих возможностей лишены вонны Советской 
Армни, учащаяся молодежь сельской мест- 
ности и часть рабочей молодежн. В таких 
случаях на помощь может прийти телевнде- 
ние. 

Уже несколько лет студия учебных про- 
грамм Центрального телевидения проводит 
консультации в помощь поступающим в вузы. 
В закончившемся учебном году впервые были 
созданы телевизионные — подготовительные 
математические курсы. Они начали работать 
в октябре 1969 года. Программа курсов после- 
довательно охватывает все основные разделы 
элементарной математики в объеме требова- 
ний, предъявляемых поступающим на всту- 
пительных экзаменах. К преподаванию на 
курсах привлечены квалнфицированные со- 
трудники высшей школы. 

Работа курсов построена следующим обра- 
зом. С одной стороны, преподаватели по 
каждой теме читают лекции, проволят прак- 
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и 
ПРИ 
ПОСТУПАЕНИИ 
В ВУЗ 


тические занятия по решению задач, органи- 
зуют консультацин, выдают контрольные 
работы, через определенный срок проводят 
разбор контрольной работы, анализируя 
характерные ошибки, допущенные слуша- 
телями при решении той илк иной задачн, 
отвечают на многочисленные пнсьма, выдают 
домашние задання, следят за текущей учеб- 
ной работой каждого слушателя. 

С другой стороны, слушатели курсов еже- 
недельно отчитываются по установленной 
форме (купоны) о присутствии на очередном 
телевизнонном занятии и о выполнении соот- 
ветствующего домашнего задания, участвуют в 
контрольных работах (выполненные конт- 
рольные работы высылаются на проверку в 
студию). В своих письмах на студию они 
задают вопросы как организационного, так 
и математического характера, высказывают 
различного рода пожелания, рекомендации, 
предложения по существу изучаемого мате- 
риала и организации занятнй. 

После каждой очередной передачн слу- 
шатель, выполннв домашнее задание, от- 
сылает на студию купон, в котором сбоб- 
щает результаты своей работы. Эти резуль- 
таты оцениваются в баллах по специально 
разработанной шкале оценок и проставляются 
в учетную карточку слушателя. Присланная 
контрольная работа обязательно проверяется, 
оценивается в баллах, причем, кроме резуль- 
татов решения задач, оценивается само учас- 
тие в контрольной работе. Учетная карточка 


показывает степень актнвностн слушателя, 


В конце учебного года проводится очный 
зачет по математике; слушателям, успешно 
сдавшим зачет, выдаются свндетельства об 
окончании телевизионных подготовительных 
математических курсов. 

Все домашние задания, ответы к ним, 
методические указания, контрольные рабо- 
ты, ответы на письма слушателей регулярно 
печатались в газете «Московский комсомолец» 
и в еженедельнике «Программы радио и те- 
левидения». 

Возможности прнема на телевизионные 
математические подготовительные курсы не- 
ограничены. На них могут быть зачислены 
все желающие. В этом учебном году на кур- 
сах занималось 1000 человек, с каждым из 
которых поддерживалась постоянная связь. 
Опыт работы телекурсов, судя по многочис- 
ленным письмам зрителей (например, в пе- 
рнод с октября по февраль свыше 6000 пи- 
сем), указывает на их эффективность и расту- 
щую популярность. - 

Заключительным этапом работы курсов 
является организация встреч телезрителей — 
слушателей курсов — с представителями 
предметных экзаменационных комиссий раз- 
личных вузов. На этих встречах преподавате- 
ли рассказывают о профиле своего института, 
знакомят слушателей с факультетами, при- 
водят образцы вариантов письменных работ 
по математике, рассказывают © характере 
вопросов на устном экзамене. 

Теперь мы хотим предложить вниманию 
читателей контрольные работы, которые вы- 
полняли слушатели телекурсов в 1969/70 
учебном году. 


Контрольная работа № | 
1. Упростить выражение 


и ИНЫХ 











3х2 — 4х ° 
2. Вычислить 
Е | х—0.2 +. хо.3 } 0.5) 
хх. 2.7° 36.2 0.5 
при х=у 2—1. 


3. Упростить выражение 
а+у2-+ 5: У (99—45 
ринит: нии А 
2—5. 9+4 5 — У ча 
4. Упростнть выражение 
(4азт-? 4 а-3та — 4) ° .5 
2та (т? — а?) .5 





х 





2 о 
ь пот Урата 


5. Сумма первых трех членов возрастаю- 
щей геометрической прогрессии равна 91. 
Если к этим числам прибавить соответствен- 
но 25, 27, 1, то получатся три числа, совпа- 
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дающие с первыми тремя членами арифмети- 
ческой прогрессин. Доказать, что сумма пер- 
вых 7 членов арифметической прогрессии 
равна разности пятого и первого членов гео- 
метрической прогрессин. 


Контрольная работа №2 


1. Решить уравнение 
6х4 — 13х83 — 27х? -|- 40х — 12 = 0. 
2. Решить уравнение 
{х? — 6х)? —2 (х — 3)2 = 45. 


3. Решить систему уравнений (ограни- 
читься действительными решениямн) 


о 
х-и- хи -= 23. 


4. Две шкурки ценного меха общей сто- 
имостью в 225 руб. были проданы на между- 
народном аукционе с прибылью 40%. Кз- 
кова стоимость каждой шкурки отдельно, 
еслн от первой было получено 25% прибыли, 
а от второй 50% прибыли? 


5. Две автомашины выехали одновре- 
менно из одного пункта в одном направле- 
нин, одна со скоростью 50 км/;мас, другая 
со скоростью 40 км/час. Через полчаса вслед 
за ними выехала третья машина, которая 
обогнала первую на 1,5 часа позже, чем вто- 
рую. Найти скорость третьей машнны. 


Контрольная работа №3 


1. Решать уравненне 
У 3—2 215 + ИЗ — 248-17. 
2. Решить уравнение 


У - 8 64 ИУ — 15 2х-+2. 


3. Решить уравнение 
ист ООО ии 
у (2 — хе ь (7-х) — 
ЕН ИВИН 
У =3. 


4. В равнобедренном треугольнике осно- 
вание равно. 48 дм, а боковая сторона 30 дм. 
Определить радиусы вписанной и описанной 
окружностей н расстояние между центрами 
окружностей. 


5. В круг раднуса ВЮ вписаны  равносто- 
ронний треугольник н квадрат, имеющие 
общую вершнну. Вычислить площадь общей 
части треугольника и квадрата. 

Кроме указанных, были проведены еще 
три контрольтые работы: одна — на лога- 
рифмы, логарифмические и показательные 
уравнения, вторая — задачи по стереомет- 
рии и неравенства, третья — по тригономет- 
рии. 

В следующем учебном году телевизнон- 
ные подготовительные математические курсы 
продолжат свою работу. Мы приглашаем всех 
абитуриентов 1971 года принять участие 
в работе курсов. Помннте: телевизор — ваш 
помощник при подготовке в вуз! 


53 





Куапетссте, 












у 


ый — 
ый еред вами два стака 
з второй водой и 
вода замерзь 


-с кипятко 
а. В каком + чих 
ли выставить 















Однако 


эвянр-ные 








охани 
одв-з9ме 

2оем лохани нрышками 

ьем. воду в м лические` 6 


ХС 

















ничего несбь е произойдет 
Явление, кажущееся не вый в яд 


_ парадоксальным, имеет простое физи 

































: ЬЯ‹ ние 
Вода замерзает пр; ачала оне 
ождается дс этои еллперату ре СТС 
начинается образование льда. Это в равно 
епени тносится как к холодном, т. } 
‘горячей воде. Как же вода охле ждается 
— чая на этот вопро педуе учитывать 
‘процесса: теплообмен с окружающей сре) 
и испарение. Если сосуды сделаны из хоро 
и яэтора, например, дерева, то 1 


ерез стенки затруднен и охлажден; 
исходит в основном за счет испарения 

< поверхности > 
испарении над поверхностью жидкости 
азуется область пара, давление Ее. 
‚е время меняется. Если сосуд закрыт, _ 
<. ‚ этот пар довольно быстро ‘становится 


8. 

































очным с давлением Ру, равным р 
ценного пара при данной темпе Е 
ца дальнейшее охлаждение идет почт 
_ целиком за счет теплообмене 
ршенно другие явления про 
ытом сосуде. Как уже было сн 
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мость времени охлажде- 
ния воды от начальной 
температуры до 0°С, а 
пунктирная желтая крн- 
вая показывает, сколько 
нужно времени для замер- 
зания оставшейся в со- 
суде воды после ее ох- 
лаждення до 0° С. Заедн- 
ницу  временн принято 
время, в течение которого 
замерзает вода, внмеющая 
начальную температуру 
0?С и помешенная в ва. 


куум. ВЯ 


жидкость испаряется до установления равновесия 


$ 
с 
9 


условиях. А поскольку в «горячем» сосуде 
осталось меньше, то она м замерзнет ра 
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> время 
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ел 1 ет с ро 
последней. Поэтому над горячей жид сть 
давление пара значительно меньше, ч 
и она благодаря вному испарени 














охлаждение жидкости в том ив дру 
сосудах будет происходить в одинаков 
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Явление, о котором рассказано, исследо п 
‹анадский физик Келл. Он взял два тер а 
широким горлом и налил в каждь 
О граммов воды, причем в одно 
_ температура воды была /\ =88° 
о @во втором 12=56° Са 
ея Термосы были выставлены: на улиц 
` при температуре воздуха минус 6,5°С. 
ца {1 стала равной. 39° С, в «горячем т см 
_ осталось всего 1430 граммов воды, ив. 
Це концов она замерзла раньше, а в 
_ в «холодном» термосе. _ 
алось, что за время остывания от 1007. 
о 0”С вода теряет 16% своей ^ ссы, 
ри замерзании — еще 12%, то есть ль 
ется на 28% меньше, чем первона 
т ‘алито воды. Было также вы: ясне 
е-мпературы кипения до 50° вода а 
ерно в 9 раз быстрее, ‘чем от 5 
образом, ‚при определенны 
‚ затруднен Е АЯ. о 
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ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ 





ШАХМАТЫ 


А. П. Савин 


Основными достоинст- 
вами шахматиста, опре- 
деляющими класс игры, 
являются его фантазия 
и шахматная эрудиция, 
которая складывается из 
знания теорин и опыта 
практической игры. И 
очень часто в шахмат- 
ных поединках побежда- 
ет более эрудированный 
игрок. 


Рис. 1 
56 





Если вы являетесь 
проигрываюшей  сторо- 
ной, но убеждены в сн- 
ле своего воображения, 
предложите партнеру 
сыграть в цилиндричес- 
кие шахматы. Что это 
такое? Очень просто! 

Сверните шахматную 
доску в трубку и склей- 
те боковые стороны дос- 
ки так, как показано 
на рисунке 1. Конечно, 
если доска деревянная, 
то такой фокус не вый- 
дет. С картонной доской 
проще, но как на мей 
будут держаться фигу- 
ры? Вот, если бы доска 
была резиновая, тогда бы 
мы смогли ее растянуть 
по столу так, как по- 
казано на рисунке 2. 
Такую доску можно спе- 
циально изготовить, но 
на ней не очень прн- 
ятно играть: очень уж 
разного размера ее по- 
ля, а диагонали закру- 
тилиеь в спирали. 
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Проще всего взять 
обычную шахматную 
доску и вообразить (ведь 
у вас богатая фантазия), 
что ее боковые стороны 
склеены. Фигуры на дос- 
ке расставляются так же, 
как обычно, передвига- 
ются по обычным пра- 
вилам, но теперь их дви- 
жение будет выглядеть 
не совсем обычно. На 
рисунке 3 цветными 
стрелками показано, по 
каким полям может пой- 
ти слон с поля 43, и 
фиолетовыми крестика- 
ми отмечены поля, на 
которые может попасть 
конь с поля #5, а бе- 
лая пешка на АЗ объяв- 
ляет шах королю чер- 
ных, находящемуся на 
клетке 24. Остальные 
особенности игры на ци- 
линдрической доске вы 
быстро освоите сами. 

Ваш партнер обезо- 
ружен! Разработанные 
дебюты уже никуда не 
годятся, в позициях об- 
наруживаются новые 


возможности, дани эндш- 
пиль существенно меня- 
ответьте, 


ется. Ну-ка, 


могут ли поставить мат 
король с ладьей «голо- 
му» королю противника? 
Итак, эрудит лишен 
своего козыря. Теперь- 
то вы его обыграете! 

Внимательный чи- 
татель, несомненно, от- 
метит, что мы несколь- 
ко непоследовательны, 
скленв лишь боковые 
стороны шахматной дос- 
ки. Клеить, так уж кле- 
ить! Можно скленть и 
основания нашего ци- 
линдра. В результате по- 
лучим фигуру, изобра- 
женную на рисунке 4, 
которая у математиков 
называется тором, а в 
просторечье бубликом. 

Можно лин на этой 


доске играть в шахма- 
ты? Можно, но не сра- 
зу. Легко заметить, что 

Рис. 3 


в первоначальной позн- 
ции короли стоят на со- 
седних полях, значит, 
нужно придумать дру- 
гую начальную позицию 
фигур. Осиовным досто- 
инством  тороидальной 
доски является полное 
равноправне всех ее по- 
лей, поскольку эта дос- 
ка безгранична, но, ра- 
зумеется, конечна — на 
ней, как н раньше, все 
те же 64 клетки. 
Любопытно отметить, 
что торондальных досок 
существуег несколько, 
разных видов. Наирн- 
мер, можно скленть ее 
так, как показано па 
рисунке 5. Какой прос- 
тор открывается здесь 
ладьям и слонам. не 
говоря уже о ферзе, ко- 
торый одним ходом мо- 
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Рис. +4 


жет пройти чуть ли не 
по всем клеткам доскн 
(проверьте!). Но об этом 
поговорим в следующий 
раз. 





Рис. 5 
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Учебное пособие 
«Математический 


анализ»*) 


м. Л. СМОЛЯНСКИЙ 


Бурнос развитие вычислительной техники, 
внедрение быстродействующих вычислитель- 
ных машин во все области народного хозяйст- 
ва, наукн н техники, привело к появленню 
новых специальностей. Одной из них яви- 
лась специальность — «программист-вычис- 
литель». И по мере увеличения парка вычис- 
лительных машин будествсе время возрастать 
необходимость в программистах, вычислите- 
лях и других специалистах, обслуживающих 
эти машины. Подготовкой программистов 
н вычислителей занимаются н высшне учеб- 
ные заведения и техникумы. Готовят их н в 
некоторых школах. Сейчас уже сушествует 


несколько десятков. если не сотен, школ ин 
классов, в которых вслелся преподавание 
математики на повышенном уровне. Однако 
полноценное преподаванис в этих школах 
сильно осложнялось из-за отсутствия учес- 
ников, специально предназваченных для 
такнх шкоя. Школьникам приходилось илн 
пользоваться книгами, написанными для выс- 
ших учебных заведений, илн ограничиваться 
материалом. даваемым в школе на уроках. 
Сейчас вышли в свет две книги: «Алгеб- 
ра»**} и рецензируемая киуга, основная цель 
которых исправить эту ситуацию. Обе эти 
книги составляют неразрывное целое. 





*», Н.Я. Вилеинкин, с. и, Ш вар ц- 
бурд. Математнческий авализ, учебное по- 
собнс дая 1Х. Х классов средних школ с математи- 
ческой специализацией, «Просвещение», 1969 г. 
.) Н. Я. Вилсенкнн. Р. С. Гутер, 
СИ. Шварцбурд, Б.В. Овчинский 
ив Г. Ашкинузье, Алгебра, «Просвещенне»:' 
1905г 
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Кому же адресованы эти книги? Конечно, 
в первую очередь авторы имели в виду уча- 
щихся школ с’ математической спецнализа- 
иней. Но не только нм будут полезны эти 
книгн. Миого почеринут в них все ученики. 
ннтересы которых выходят за рамки школь- 
ной программы. Найдуг в ней много мате- 
риала и учителя математики средних школ, 
и студенты недагогических вузов. 

Книгн, излагающне расширенный курс 
математики, можно писать в разном ключе. 
Можно уделить особое внимание сложным 
алгебранческим преобразованиям, запутан- 
ным  тригономстрическим  тождествам, рс- 
шению головоломных уравнений. С другой 
стороны, можно излагать без существеивых 
изменений математнческие дисциалины. ко- 
торые пренодаются в высших учебных за- 
ведениях. Авторы кциги «Математический 
аналнз» пошли по иному нути. Конечно. 
изучнв эту книгу. школьник научится в 
решать трнгонометрические и показательные 
уравнения, н доказывать различные три- 
гономстрические тождества, и дифференци- 
ровать и интегрировать различные функции, 
Но, в отличие от болышииства книг по ма- 
тематическому анализу для школьников, 
в рецензируемой кинге большое внимание 
уделяется выяснению смысла основных 
понятня, с которымн сталкиваются учащиеся. 

Киига начннается с изложения теории 
действительных чисел. Возможно, что авторы 
уделили этому вопросу слишком много места, 
Но без ясного понимания, что же такое дейст- 
вительное число, нельзя до конца понять 
ни что такое предел, ни даже что такое по- 


казательная функция. Вель для того, чтобы 
уметь возвести число в степень с иррацио- 
нальным показателем, надо знать, что такое 
иррациональное число. В первой главе вво- 
дится понятие разделяющего 
числа для двух числовых миожеств, ко- 
торым авторы пользуются на пиротяженин 
всей книги*). . 

Основной матернал набран крупным шриф- 
том. а мпогие доказательства и менее сущест- 
военные вопросы петитом. Это дает возмож- 
ность прочесть первую главу (как. впрочем, 
и всю книгу) в двух планах. При первом зна- 
комстве можно ограннчиться магервалом, 
набранным крупным шрифтом, а при по- 
вторном, более глубоком ознакомлении с ней 
читать и мелкий шрифт. Для многих школ 
даже с математической сиециализацией будет 
вполне достаточен основной материал, а до 
полнительный матернал может быть изучен 
в порядке кружковой работы. 

Вторая глава посвящена числовым после- 
довательностям и их пределам. При изучении 
последовательностей вводятся  прогресснк, 
рассказано о мстоде математической нндук- 
ции. Сложное нонятие предела последова- 
тельности раскрывается сначала из нагляд- 
ной задаче о радиоактивном распаде, и только 
потом формулируется в полной общности. 
Прн этом авторы показывают, как постепенно 
из грубого, наглядного представления о 
пределе формируется точное математическое 
определение. В следующем параграфе рас- 
сказано о признаках существования предела 
и о числе е. 

Третья глава посвящена основному по- 
нятию математики — понятию функции. При 
изучеини графиков фуикний показано, как 
преобразовывать графики, как строить гра- 
фики искоторых дробно-рацинональных функ- 
ций. Во втором параграфе рассматриваются 
приемы исслед за: ня функций. 

Четвертая глава посвящена понятию 
производной. В ней доступно и понятным 
для школьника языком рассказывается о 
том, что такое производная, как вычисляются 
производные от многочленов и дробио-ра- 
циональных функций, в чем физический и 


*) Приведем определение разделяющего числа. 
данное авторами: «Число с называется ризделяю- 
щим множества А н В, если для любого чнсла а 
из А выполняется неравенство <. а для любого 
числа виз В — неравенство 92 с». 
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геометрический смысл производной, как пок- 
меняют пронзводные для изучения повс- 
дения функций. Авторы книги предпочли не 
разделять «элементарную» и «высшуюз мате- 
матнки, считая, что понятие функции должно 
пронизывать все изложение школьной мате- 
матики — иначе большинство ее разделов 
нревращается в набор рецептов но решенню 


залач. 


Пятая глава кивгн содержит теорию три- 
гонометрнческих функций. Она начинается 
с рассказа о площади круга, длине окруж- 
ности н числовой окружности. В отличие от 
больишиства книг, в которых определение 
нлощади хруга дается так, что оно не может 
быть перенесено на другие криволинейные 
фигуры, авторы определяют эту площадь 
на основе понятия разделяющего чисаз. Это 
определение без изменений может быть пере- 
несено на любые крнволннейные фигуры. 
Своеобразно определяется и длина дуги — 
авторы превращают дугу в тонкую полоску, 
находят площадь этой полоски н делят се 
на толщину полоски. Это дает приближенное 
значение для длины дуги. Переходя к пре- 
делу. они получают точиое значение длины 
Дуги. 

Тригонометрические функцин сразу опре- 
деляются для числового аргумента как коор- 
динаты точки числовой окружиостн. Много 
своеобразного в доказательстве формул при- 
ведения ни сложения для тригонометрических 
функций. В качестве основного объекта при- 
ложений тригонометрических функций авто- 
ры рассматривают колебания. Заканчивается 
глава выводом формул для производных три- 
гонометрических функций и дифференциаль- 
ных уравтений колебательных процессов. 

Глава шестая посвящена показательной и 
логарифмической функциям. Здесь освещен 
вопрос, обычно не рассматриваемый в школь- 
ных учебниках, — строгое определение по- 
нятис степени с иррационаяьным ипоказатс- 
лем. И здесь авторам помогает понятие о 
разделяющем числе. Показаны многочислен- 
ные практические применения показателъ- 
ной и логарифинческой функций. В конце 
главы рассмотрено дифференцирование этих 
функций, а также дифференциальные урав- 
нспия для процессов радноактивиого рас» 
пада, затухающих колебаний ит. д. 

Своеобразина глава седьмая, посвященная 
элементарным функциям, трансцендентным 


уравнениям и неравеиствам. Опа несколько 
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выпадает из общего стиля книги. Надо ду- 
мать, что включение этой главы связано с 
необходимостью наряду © основными зада- 
чамн обучения решить задачу подготовки 
учащихся к вступительным экзаменам в вузы 
по математике. А на этих экзаменах, как 
известно, экзаменаторы часто увлекаются 
всевозможными показательными, логариф- 
мическими и тригонометрическими уравне- 
ниями, тождествами и т. д. Однако и здесь 
авторы дают не только рецепты по решению 
всевозможных уравнений, но рассматривают 
н общие вопросы, связанные с этимн урав- 
нениями, вопросы о приближенных методах 
решения уравнений. Включение последнего 
вопроса связано с тем, что в некоторых шко- 
лах с математической специализацией не 
изучается вычислительная математика, а 
знакомство с методамн хорд н касательных, 
с методом последовательных приближений 
голезно для всякого оканчивающего сред- 
нюю школу. Даже в школах, где есть осо- 
бый курс вычислительной математики, мо- 
жет оказаться полезным изучение соответст- 


вующих вопросов по данной кинге. 


Восьмая глава трактуст 0б иитеграле 
(как исопределенном, так и определенном), 
а девятая — о рядах. К сожалению, глава, 
посвященная иитегралам. оказалась излиш- 
не тяжеловесной. Здесь надо было ножертво- 
вать строгостью изложения, ие определять 
повятня объема, а считать его очевидным. 


Значительюе место в кииге занимают 
упражнения. Наряду с обычными задачами 
в нее включено довольно много задач повы- 
шенной трудности. Упражнення расположены, 
как правило, в порядке возрастающей труд- 
ности. Одиако темп возрастания трудностн 
задач довольно высок, он значительно быстрее 
приводит учащихся к трудным упражнениям, 
чем обычные учебники массовой школы. 
Упражнения прививают хорошие павыки ре- 
шения трудных задач н позволяют подго- 
товиться к вступительным экзаменам в выс- 
ине учебиые заведения с углубленным изу- 
чением математики. Более трудные упраж- 
нения помечены звездочкой и могут служить 


материалом для кружковой работы. 


В ислом книжка вышла полезной ин ин- 
тересной. Несколько удивляет малый тираж 
{30 000). Будем надеяться, что второе издание 


книги не заставнт себя долго ждать. 
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ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, | 
РЕШЕНИЯ. 


К статье «Геометрия 
столкновени й» 


1. Кинематическая диаграмма  столкно- 
вения приведена на рисунке 1. Треугольник 


2С1’ прямоугольный и щШа=-о == 


Та 
= т_ =3. Из прямоугольного равнобедрен- 
! 





Е Ц: 
ного треугольника 2”2С найдем у. = — 2, 
с0$ В 
т, 
и таккак и: и р, м» То 
г т 1 2 
т м МВ. 
п, т. с0$В 4 


Из треугольника  2С пайдем, что‘ 


, Из пу —_ 
. ЕН =— ————— 52 = 
Ут — сова = 1 ть УТ а 





Рис. 1. 


2. Мл диаграммы рассеяння частиц с 
одниаковыми массами (рис. бна стр. 23) най- 
дем. что угол отдачи равен .30”. скорость 
а-частицы после рассеяния У, = \;, 0$ 60° -- 

1 
==> \, а 
_ ИЗ 
ИС 
и — частицы до  столкновення с ядром). 
Поэтому энергня а-частицы после рассеяния 


скорость ядра отдачи 





У; = Мо, 60$ 30 


ь Уа (о — скорость 








ту? 1 ту, 
будет равна Ба = о =щ = 
== ЧЕ». а энергия ядра отдачи Е„ = 
З 
о 
АЕ У — чи 5— 7 
— == о — = 
Е м: 9 
4. 0,24 Ес. 
$. Диаграмма рассеяния приведена на 
у 
рисунке 2. ф=0н {#ф==10= 1 Из тре. 


ии 
угольника 1’С2 находим, что 


у ДИЕ-: 2 
м: = | НЕ — 2 = 


«ИЕ)-,-- ИУ 





Поэтому 
48Ф= 
М Им * 
у -т У 
— М = а ыы 
па -= ') я <} 





Рис. 2 


8. Нарисуем кинематическую диаграмму. 
В системе центра масс импульсы частнц после 
соударення равны по величине и  противо- 


положны по направлению ти, =Ми. (или 


ый М и 

р: Е = и, | а кинетическая энергия 
2 

частиц, равная до столкновения 


мы [ы +7) 


2ту гм 2 мтм, 
(Ми) | 1 
ты г т) , 
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Рис. 3 


{так как ти, =Моьи.), после столкновения 
уменьшится и станет равной 


_ пи) (Ми 

Е, = в в ам = 
_ биьмл)? | т Миди 1 \. 
Е [ы+и)= 2 (=+м) 


По условию 


Е — Е, Е (ти)? 
И = 
(Ми) 


== —ишуе = 1—5". 


Поэтому импульсы частиц после столкновения 
уменьшились: ти, =@ати, и Ми, = аМы.. 
Также уменьшились ин скоростн частиц в 
системе центра инерции: и, =аи: и и› =». 
Диаграмма рассеяния будет такой, как по- 
казано на рисунке 3. Причем точка 2’ лежит 
на окружности раднуса и. =аи» © центром 
в точке С. Угол отдачи (угол 122”) максималсн, 
когда отрезок 22’ касается этой окружностн. 
В этом случае угол @ разлета частиц будет 





на и, и + и 
таким, что 15 о = 
У2 7 и — и? 
ыы 
Ут я УГ т }° 


К статье 
«Теория сравненнй 
н аонифметика остатков» 
1. ео) 31-13; 
—1005= (—11) :98 +73. 
2. уеь п: — делитель чнсла №. Тогда 


п: = 1 — тоже делитель. Так как й.-п.=М, 
1 
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то хотя бы одно из чисел лу, пз не больше, чем 


У». Отсюда уже легко следует результат. 


3. 6) п+п-+и=ла+ 0-Е; п24+14+1= 
= (п—1)(п + 2} +3 (при п=Ё, остаток 0). 
в) п +1 =:(п3—3Зп7 +9" —27)(п+3) +82. 


4. При л=—1, 0, 1, 2. Воспользуйтесь 
тем, что, 
| п | 2 
=] = -- | я 1 








5. Из трех последовательных чисел одно 
обязательно делится на 3, а одно (или два) — 
на 2. 

8. 2465342 (а+ь+д-=а(е—1)(а+1)+ 
+6 (6—1) (6+ И +ЕсЫ—1 +1. 

7. Рассмотрим простые чнсла вида р, 
р-+4, р+24,...р+1!44. Легко доказать. что 
4 должно делиться на 2, 3, 5,7, Ш, 13 (еслн 4 
не делится, например, на 13, то среди чисел 
р, р+4.....р +144 найдется число, делящееся 
на 13), значит, 

а>2.3.5-7.11.13 = 30 000. 


8. п=! (тоа 3). 
9. п=5 (тоа 7). 
19. Рассуждайте так же, как в задаче 3. 


11. Занншем чнсло а=аи @л-1 @и- .-. @0 
(а, а,, ...., аа — цифры) в виде а=а.а,ао-— 
+ 1000а;а за, + 10002ава а, +... Так как 1000== 
=—1 (п1о@ 7) и 1000=1 (той 37). то 

а= аа, — азоца; |... (тоа 7), 
а = ааа, | ааа. |... (мое 37). 


Итак, число а делится на 7 одновременно с 
числом 


а.а,аз — ааа: -|- ава, —... 
Аналогичию число а делится на 37 одновре- 
менно с числом 

азауа‹ -| буацаз | аваза, --... 


12. Еслн числа 5А и А имеют одинаковую 
сумму цифр, то число 5А—А=4А делится 
на 9. 


13. Пусть 15х2 —7у2=9, тогда у=0 (пю4 3), 
значит, ХЕ (п104 3); разделив на 9, полу- 


чаем 15 (=) — (=) 


152—721 выполняться не может (убедк- 
тесь в этом). 


=1, но равенство 


14. Рассмотрите сравнение 
п? +3п+5==0 (то4 11}. 


15. Рассмотрите, какие остатки дают квад- 
раты натуральных чисел при деленин на 
$ Т. 

18. Докажите, что в 
%3+3+235%5 ни при каких х, ц, 2. 


19. Если аб делится на простое число р 
и а не делится на р, то $ делится нар, 
т. е. 6—0. 
а 20. Это остаток тт а. Ясно, что а+(т-а)=0. 


9-арифметике. 
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Прибавляя —а к обеим частям уравнения 
а+х—, получаем х=Ь+-(—а). 

21. Пусть == р, где 1 <р<«ти!<9<м. 
Тогда р4=0 в т-арифметике. 

22. Воспользуйтесь тем, что в 31!-ариф- 
метике ==—1; 29=—2;...;16=—15, а 
Также тем, что для любого остатка а и иечет- 
ного п будет (—а)"-=—ап. 


К статье «О приемных экза: 
менах по математике в техни: 
ческих вузах в 1969г» 


Вариант 1. 
|. 10 м. 
6+ (100 — я? 
2. и: 
3. 4<х= 7, 3 х<- 1; 11 << 16. 
д Л 
4. 4 м” < х< 7 лп; 
Е За. 
р] ко хх тип. 
3 
5. ый. 


Вариант 2. 
1. 6 час., 9 час. 


р 
2. х== 4 + пп. 
3 59 15 
3. 1<5<71;2<х< 7%; 24 < хх 24 
д п 
+ : вЫ —- 
+а | 2ал; 4 << 3. 





Вариант 3. 
1. 5 час. 10 час; 13 час, 20 мин: 4 часа 
26 мин 40 сек. 
2. Решений нет. 


| 1 1 
3 3 <х<1; Г <<; 
| ВИ 
зи <<. 
4. 211 <х< + 2лн; 


д 
21 — <хх<3ап. 
4 3 паз 
_ 27918 9а ^ 
Варнаит 4. 
1. 3 часа, 2 часа. 
2. х = дп ==. 


3. > <х<3; х> 4. 


= 


д 
: 3 + 4л^ <х<3л + 4алА. 


5. ата [+ ь 


К статье 


«Кто-то теряет, кто-то находит...» 


1. х=13. - 

2 х=2. 

3. х= —Е. 

4. х=9. 

5. х=]. 

6. Решеннй нет. 
- __ дп 

7. х = з 


л 
8. х == агс 2 + лл; х= 5 + п. 


К статье 
«Телевизор — 
ван помощиинк 

при подготовке в вуз» 


Контрольная работа № 1 


1 х-+1 
1. 3», если х=0; а: 
если 0<х<1(х* 3): т. если х> 1. 
а 
2. у2. 3. —(/ а-+!).4.т, если-а ода 
а 
>0, н (—м). если ааа <0. 5. $1 
=; —5,—=560. 
Контрольная работа №2 
| | = ы 
—2; 3; 5 ;-5- 2. З+И2, 3+3. 
3. ее х=5 


4. 90 руб., 135 руб., 5. 60 км/час. 


Контрольная работа №3 


| 
1. жа; хо — 4. 2. жа. 


Ра х.— —6. 4. В дм, 25 дм, |5 дм. 
5. 4 (8 УЗ—9). 


К задаче 
«Календарь из кубнко в» 
«Квант» № 3) 


Задача содержит две (не очень хитрые) 
ловушки. 

Легко понять, что на обоих кубиках долж- 
ны быть цифры [и 2, поскольку есть числа 
11 н 22. Надо также, чтобы на обоих кубиках 
было число 0, так как нначе нельзя составить 
все числа от | до 09 (нельзя же все числа от 
Г до 9 разместить на одиом и том же кубике: 
у него только шесть граней). 

Написав на гранях каждого кубика цифры 
0, 1, 2, мы оставляем свободными 6 граней, 


Кузлатесоте.го 


на которых надо разместить 7 цифр: от 3 
до 9. Это можно сделать, так как цифра 
3 получается переворачиванием из цифры 6. 
Прежде чем сосчитать, сколькими раз- 
личными способами можно — разместить 
цифры на двух кубиках, уточиим. какие 
два «календаря» (две пары кубиков) мы будем 
считать различными. Во-первых, будем счи- 
тать, что кубики, на которых мы пишем циф- 
ры, совершеино одинаковые, и мы их не раз- 
личаем; во-вторых, мы, разумеется, считаем 
одинаковыми кубики, из которых один по- 
лучается из другого поворотом в пространст- 
ве; н, наконец, мы не будем учитывать, как 
написана на грани цифра — где у нее верх, 
где низ ит. п., нас интересует только, какая 
р напнсана. 
оставим ‘оба кубика на стол нулями. 
Пусть на одном кубике есть цифры 0. 1, 2. 
3. На две пустые грани надо поместить две 
цифры из оставшихся пяти (4, 5, 6, 7, 8). 
Это можно сделать С} = 10 способами. Остав- 


ляя нуль на месте (внизу), пять цифр можно 
разместить 5!=-120 способами. Одни из них 
можно свести к другим, поворачивая кубик 
вокруг вертикальной оси. Различных спссо- 
бов остается в четыре раза меньше. Итак, об- 
щее число способов расстановки цифр для 


-=300. На вто- 
ром кубике можно расставить остальные 


чнсла -—4 —=30 способами. 





первого кубика будет 


Таким образом, 
полное число способов будет 300 х30=:9000. 


Решеинне эиифровк нм», 
помещенной в № 4 «Кваита» 


Здесь каждая буква зашифрована бук- 
вой. Знаки препинания и пропуски между 
словами оставлены на местах. 

Запишем по кругу по (или против) ча- 
совой стрелке буквы русского алфавита в 
норядке их очередности (буквы Й и Ё про- 
нускаются). Точно так же запишем по кругу 
15 первых простых чисел. 

Тенерь можно приступить непосредственно 
к расшифровке. 

Возьмем первую букву шифровки — К. 
Ей отвечает первое число ина «числовой» ` 
окружности — 2. Нужно отсчитать от К на 
«буквенной» окружности против (соответст- 
венно по ) часовой стрелки (©) вторую букву. 
Это — буква 3. Первая буква расшифрована. 

Второй букве шифровки Р отвечает третья 
буква, отсчитанная на буквенной окружности 
от Р против часовой стрелки. Это — буква 
Н. Третья буква Е шифровки таким же обра- 
зом (отсчет от нее на 5 букв) перейдет в А кт. д. 

Окончательно получим: 

«Знание — только тогда знание, когда 
оно приобретено усилиями своей мысли, а 
не одной памяти». 
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ЗАДАЧИ 






В новом пробном учебнике по 
математике для 5-го класса *) (он 
после переделок станет основным, 
когда пятые классы перейдут на но- 


вые программы, т. е. с 1970— 
1971 учебного года) есть раздел «За- 
дачи повышенной тридности». В этом 
и следующих номерах. журнала мы 
поместим часть этих задач. Вероят- 
но, они покажутся интересными и не 
слишком простыми и тем читателям 
«Кванта», которые были пятикласс- 
никами уже давно. Для «разгона» 
предлагаем вам ответить на такой 
вопрос: первая задача в этом разде- 
ле имеет номер 1213, последняя — 
1294; сколько всего задач в этом раз- 
деле? (Разумеется, ответ «81 задача» 
неверен). Тех, кого заинтересуют 
задачи, просим прислать нам отзывы. 


1221. Сосуд емкостью 10 л наполнен 
керосином. Из этого сосуда надо от- 
лить 5 л в семилитровый сосуд, поль- 
зуясь вспомогательным пустым сосу- 
дом емкостью в Зл (на сосудах де- 
ления не указаны). Как это сделать? 
1223. Будильник отстает на 4 мин. 
в час. Три с половиной часа назад 
будильник был поставлен точно. Сей- 
час на часах, показывающих точное 


*Н. Я. Виленкии, К. И. Неш- 
ков, С. И. Шварцбурд, А. Д. Се- 
мушин, А. С. Чесноков, Т. Ф. Не- 
чаева, под редакцией А. И. Маркуше- 
вича, «Математика», 5 класс, «Просвеще- 
ние», 1969. 
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КЛАССА 


время, ровно 12. Через сколько минут 
на будильнике тоже будет 12 час? 


1225. Юра и Саша должны были встре- 
титься в 8 часов утра. Юра думает, 
что его часы спешат на 25 мин, хотя в 
действительности они отстают на 
10 мин. А Саша думает, что его часы 
отстают на 10 мин, хотя на самом 
деле они спешат на 5 мин В какое 
время каждый из друзей будет на мес- 
те встречи, если они будут стремить- 
ся прийти за 5 мин до назначенного 
срока? 


1226. Восстановить цифры, заменен- 


ные звездочками: 
а #8 


№4 +8 





1233. Из 8 монет одна фальшивая 
(более легкая). Как определить фаль- 
шивую монету двумя взвешиваннями 
на весах с двумя чашечками без гирь? 


1234. Средн 20 монет имеется одна 
фальшивая, отличающаяся по весу 
от настоящих. С помощью трех взве- 
шиваний на весах с чашечками без 
гирь определите фальшивую монету 
и установите — легче она или тяже- 
лее настоящих. 
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«ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ» КРОССВОРД 


Определив по условию число, нужно 
записать его [горизонтально ипм 
вертикально] так, чтобы в каждой кпетке 
была одна цифра [этоя цифрой не 
может быть нуль, залисанный слева 
от числа). Запятую в десятичном 
дробм пропускают. Еслн число 
приближенное, его округляют пс 
сбычным правилам, оставив столько 
цифр, сколько выдепено клеток дпя 
запмсм числа. 





По горизонтали: 
3. Отношение площади круга к квадрату радиуса. 
5. Объем прямоугольного параплепепипеда, у которого площади трех граней соот- 
ветственно равны 24, 28 и 42. 
6. Площадь параллелограмма, у которого между сторонами 17 и 
угол. в 30. 
Наименьшая из медиан прямоугольного треугольника, у которого катеты равны 
10и 24. 
9. Величина внешнего угла правильного $0-усопьника в минутэх. 


. Площадь трапеции, у которой основания равнь 5 м 19, а углы при меньшем осно- 
вании по 135, 


12. Радиус окружности, описанной около прямоугольного треугольника < 
100 м 150. 
43. Пернметр ромба, диагонали которого равны 24 и 32. 
. Количество параллелограммов, которые образуются в результате пересечения че- 
тырех параллельных прямых тремя параллельными секущими. 


45. Площадь прямоугольника, у которого периметр равен 84, а длина больше шири- 
ны на 4. 


17. Число диагоналей выпуклого 15-угольника. 
18. Площадь ромба, у которого периметр 144, а угол рааен 150. 


20. Объем куба, у которого объем в куб. м м площадь поверхности в кв. м выра- 
жаются одним числом. 


22. Сумка углов треугольника в минутах. 


26 заключен 


катетамы 


По вертикали: 

1. Расстояные между двумя концентрическими окружностямы, длины которых отли- 
чаются на 20. 

2. Периметр правильного шестиугольника, вписанного в окружность радиуса 520. 

3. Площадь равнобедренного прямоугольного треугольника, у которого гипотенуза 
равна 12. 

4. Градусная величина угла между диагоналями трапеции, основания которой стяги- 
вают дуги окружностм в 97? м 139°. 

5. Объем треугольной пирамиды, у которой боковые ребра вззимно перпенди 
кулярны и равняются 37, 42, 54. 

7. Площадь треугольника, у которого угол между сторонами 317 м 232 равен 30 

10. Объем прямоугольного параллелепипеда, измерения которого выражаются после- 
довательными нечетными числами. 

15. Площадь ромба с углом в 30°, описанного около окружности радмуса 24,5. 

16. Сумма внутренних углов выпуклого 42-угольника (в градусах). 

19. Днагональ прямоугольника, у которого длина равна 40, а ширина на 3! меньше 


24. Площадь прямоугольной трапеции, у которой основания равны 4 и 6, а один из 
|=] 
углов 45°. 
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БИСТЕМЫ СЧИСАЕНИЯ 


И. М. Яглом 





$ 1. Ключевые числа 
ПЕРВЫЕ ДЕВЯТЬ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ МЫ 
ОБОЗНАЧАЕМ СПЕЦИАЛЬНЫМИ ЗНАКАМИ 
1, 2, 3, 4, 5, 6, Т, 8, 9. 


Поступать таким же образом со все- 


ми встречающимися на практике чис- 
лами было бы неудобно. Даже если 
бы наши потребности ограничивались 
счетом в пределах тысячи, надо было 
бы запомнить тысячу специальных 
знаков. Естественио, что уже давно 
люди стали выбирать тот или иной 
ряд «ключевых» чисел и только их 
обозначать специальными знаками. 
Такова, например, римская система 
счисления (нумерации), основанная 
на ключевых числах 
1,5, 10, 50, 100, 500 и 1000. 

Эти числа в римской системе счисления 
обозначают буквами | (н»), У(‹ве»), 
Х («икс»), Г. («эль»), С («ие»), Р («де») 
им ра 


Т МУ @ 
| Г 


АННЕ ИИ 


Такие обозначения частично про- 
нзошвли от рисунков, изображавших 
некогда соответствующие числитель- 
ные (1. — нчалеи, У — пятерня с рас- 
ставленными пальцами, Х — две ия- 
терни}, а частично являются сокра- 
щениями латинских слов (саит — 
сто,  ЧетиптШе — пятьсот, тШе — 
тысяча). 

Так как римская сисгема нумера- 
ции нужна нам только для примера, 
мы рассмотрим ее в более древнем, 
упрощенном варианте, когда число 
«четыре» писалось в виде [Ш, а не 
в виде 1\У. Число 3477 в этой старо- 
римской системе записывается так: 
МММОСССЬХ ХУИП -- 3- 1000--4.100-: 

--50--2.10 55-2 

Аналогично поступает кассир, име- 
ющий . денежные купюры достоиист- 
вом в 100 рублей, 50 рублей, 25 руб- 
лей, 10 рублей, 5 рублей, 3 рубля ни 
1 рубль. Для касснра ключевыми 
являются числа 


100, 50, 25, 10,5, Зи 1. 
Желая выплатить, скажем, 499 руб- 
лей, он выдает сначала столько со- 
тенных бумажек, сколько возможно, 


] 
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чтобы не выдать лишнего: 
499 == 4-100 +1: 99. 
Затем он выдает столько купюр по 
50 рублей, сколько возможно, что- 
бы выдать пе более оставшихся к 
выллате 99 рублей: 
499 = 4.100 -| 1-50 -: 49, 

ит. д. Иногда у него может полу- 
читься остаток меныше, чем следу- 
ющее ключевое число. Так будет в 


нашем орнмере после выдачи двух 
десятирублевок: 
499 = 4.100 + 1.50 + 1-25 т 2.0 - 


-т- 4. 
Следующее ключевое число равно 5, 
однако, так как 4 < 5, то пятирублевок 
выдавать не придется. Но для нолно- 
гы картины можно считать, что было 
выдано 0 нятирублевок, и включить 
в сумму слагаемое. 0.5. Вся процеду- 


ра выдачи 499 рублей запишется 

так: 

499 -- 4.100 +- 1.50 -- 1.25 4.2.10 
+ 0.5 + ЗЕ 


Попрубуем теперь обобщить ска- 
занное, взяв в качестве последователь- 
ности ключевых чисел («базиса») 
любую последовательность возраста- 
ющих натуральных чисел; 


п ви в. И) 


Опинем, как получить запись про- 
извольного числа М в системе счис- 
ления с базисом (1}. 

В последовательности (1) ключе- 
вых чисел паходим самое больнюе 
число 4„, не превосходящее №. Де- 
лим М па 9» Н получаем (ненолное} 
частное аи и остаток 7. и: 


№- адалт 
Первый остаток г„_: делим на сле- 


где 0 7.-1 < 4. 


н-1* 


дующее ключевое число 4... По- 
лучаем 
Гира: 19-1 Ги-2` 

где 0= 55 ИГн-2 < Яч-ь, 
или 


м. Ода Е а -тда-а 1 Гп-э- 


(Заметьте, что мы не исключаем здесь 
н тот случай, когда г. = 0, — в 
этом случае все последующие частные 


3 


и остатки будут равны нулю!) Те- 
перь новый остаток Г„_. делим на 
Ч._2; Мы получаем 


Ги == @н-одн-а № Гл-з» 
где 
Он 5 4а-: 
или 


М - ал - 19-1 -Е @я-29л- т Ги-з 
И Т. д. 


В конце концов, разделив пред- 
последний остаток г, на 4,, получаем 


М - Я, дя -- Чп- 19-1 ты $: 
.. К 49 + @;:91 Ето, 
где 0% < 41. 


(Так как 9,=1, то делить на него «по- 
следний остаток» г, излишне: ясно, 
ЧТО Го= @дь = 4%.) 

Практически подобное многократ- 

ное деление обычно записывают слит- 
но. Как это делается, мы покажем на 
уже разобранном примере записи сум- 
мы в 499 руб. в «системе кассира»: 
399 |100 
400 153— 
99 150 
а 
49 |25 
т, 


П 


> 


0 ге 49-4-1004 1.50-+ 1-25 = 
О-о ВАЛ. 


5 
| 
р 
| 
Е 
(Здесь все частные а„, @„-1 ИТ. д. 
набраны красными цифрами, а само 


число М и остатки Гн-л, Ги ИТ. Д. — 
синими. ) 


у 


=) 


& 2. Позиционные системы 
счисления 


Вероятно, вы уже догадались, что 
в случае базиса 


Чо - И 9 = 10, 
92 = 10*,...,4и= 10", ... 
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мы будем иметь дело с общеупотреби- 
тельной десятичной системой 
счисления. Но вместо того, чтобы 
писать, скажем, 


4.105 + 0. 10* - 3- 103 + 0.102 -- 
+ 1.107 


мы пишем просто 403017. 

Рассеянный или чересчур пунк- 
туальный кассир мог бы  приго- 
товить для записи своих выдач ве- 
домость, где число выданных купюр 
разного достоинства заносилось бы 
в отдельные столбцы. В такой ведо- 
мостн выдача 499 рублей выглядела 
бы так: 


100 10 














кз 





499 4 |1 0 











'[2 











Можно сказать, что в «системе счисле- 
ния кассира» число 499 записывается 
в виде 

4112011. 


Системы счисления, родственные 
разобранным в последних двух приме- 
рах (т. е. десятичной системе счисле- 
ИЯ Н «системе кассира»), называются 
позиционными (о значении этого вы- 
ражения мы еще скажем ниже). Вме- 
сто громоздкой записи 


№ = Яд т + Чи 19-1 **- 
2 4293 + @19 + 46° 
в позиционной системе счисления с 


базисом (1) удобно пользоваться более 
компактной записью из п-- | «цифры»: 


«Я,ал-т... @2@1@0»- 


При этом предполагается, что «циф- 
ры» а, получены тем способом (алго- 
ритмом), который был описан выше. 

Из этого описания ясно, что в за- 
данном базисе каждое натуральное 
число № записывается единственным 
образом. Далее, так как «старшая 
цифра» а, получается как частное 


` от деления на 9, числа №, которое 


по условию меньше 4,-., (нбо нначе 
мы начали бы с деления М на 9+1, а 
не на 49,„!), то а,<9,+/9,. Поэтому, 


если частное 9„+1/9»„ заключено между 
целыми числами А и А—|: 


А — 1 кочач, = А, 
ее: 
то «цифра» а, не превосходит А — 1, 
1.е. она может принимать А значе- 
НИЙ: 
а.-—0, наи |, или 2, .., или А — 1, 


п 
(Впрочем для старшей цифры 
числа значение а, = 0 также можно 
ИСКЛЮЧИТЬ. ) 

Аналогично цифра а„_, получа- 
ется в процессе деления «первого ос- 
татка» г„_; ина 9... Но так как 
Гр < ди, ТО 

Ч < и 

9пт-1 
Это рассужденне можно расиростра- 
нитьн на все другие инфры. В частно- 
сти, так как последняя цифра а, про- 
сто совпадает с «последним остатком» 
го. полученным при делении на д, то 
а, может ипрннимать 4, значений: 





а = 0, илн 1, или 2, ..., или а, — |. 


До позиционной системы счисле- 
ния люди дошли не сразу. Одним из 
затруднений долго было отсутствие 
чнсла «нуль» (и снециального знака 
для этого числа). Впервые знак нуля 
появился в рамках вавилонской ше- 
стидесятеричной системы счислс- 
ния. В вавилонских текстах, нанисан- 
ных характерной «клинописью» (см. 


Та ПТ 7 
<, 30 


рисунок), числа от 1 до 59 записыва- 
лись 10 десятичной системе. 

Но основной для вавилонской 
математики была шестидесятеричная 
система счисления с базисом 

1. 60. 60°, 60°. 60"... 

До мысли иметь специальный знак 
«нуля» математики, пользовавшиеся 
клинописью, дошли довольно поздно 
(впрочем, заведомо не позднее треть- 
сго века до нашей эры). 
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Знак нуля выглядел так: 


Вы поймете после этих разъясне- 
ний, что запись 


7 «7 


означает число 
2593292 = 12.603 — 0-60? -=- 
—21.60-+ 32. 


Очень близка к вавилонской сн- 
стема счисления, принятая в древ- 
ней цивилизации индейцев майя, обн- 
тавших на территорни Центральной 
Америки. Создание этой системы счис- 
ления относится к началу нашей эры. 
Если вавилонская система счисления 
имела комбинированный десятично- 
шестидесятеричный характер, то систе- 
ма майя была пятерично- 
двадцатеричной. Первые 
19 чисел записывались комбиниро- 
ванием черточки, обозначавшей пя- 
терку, и точки (единицы): 


5 4 6 8 
И Фо ооо —7 .999 
— „ФФ. —9. $9009 
10 12 т 9 


Но основную роль играла нскажен- 
ная двадцатеричная система счисле- 
ния. При записи числа «цифры» под- 
писывались одна под другой, причем 
старшей являлась верхияя цифра. 
Прилагательное «искаженная» озна- 
чает вот что: третье — после 1 и20— 
ключевое число в системе майя рав- 
нялось не 20.20=20?, а 18-20=360; 
далее шля 18.20%, 18.203, 18.20%. 

5 


Существовало и специальное обозиа- 
чение для нуля, напоминавшее по- 
лузакрытый глаз: 


<> 


НА 


Вот несколько примеров 
чисел в системе майя: 


записи 


<> <> 


— 9 


ЕЕЁ 


[1-20-0--20, 19.360-;-13-20- 13= 
=—7 113, 10.360 +7- 3607} 
Основное стличие записи чисел 

в вавилонской системе счисления и по 
системе майя от римской нумерации 
как раз и заключается в «позипион- 
ном» принципе этих систем: в то время 
как у римлян буква [ всегда означает 
единицу, а У — пятерку, независимо 
от того, где эти буквы стоят, у древ- 
них вивнлонян и у индейцев майя 
значение «иифры» существенно 3за- 
висит от занимаемого ею места, или 
«позиции». Именно поэтому такие сн- 
стемы записи чисел (к числу которых 
принадлежит и общераспространен- 


ная «лесятичная система», создан- 
ная в Мндии в УПЕ-Х вв. или 
немного раньше) называют пози- 


ционными. 


Упражнения 


1. Записать в «полной системе кассира» 
{где «ключевыми» япляются следующие числа 
10000. 5000, 2500. 1000. 500. 300. 100, 50, 
20. 15. 10, 5,3. 2и 1. отвечающие выраженным 
в копейках ценностям всех существующих 
бумажных денег и всех монет сумму в 233 руб 
87 коп. Записать операцию перевода 23387 ксп. 
в «систему кассира» с помощью «непрерывного 
деления» (см. стр. 4). 

2. Прочесть записанное по вавилонской 
системе число 


6 


«#” ТТ “7 


3. Прочесть записанное по системе майя 
число 








Е 


(Это самое болышое число, 
в памятниках культуры 


обнаруженное 
майя. } 


& 3. Системы счисления с заданным 
основанием 


Так называются системы счисления 
с базисом 


4. —@—Т, 4 41=4, 4. = а, 
43-4, 4: а... 2) 


где @ — любое иелое число, большее 
единицы. Это числе 4 называется ос- 
нованием системы счисления. 

К числу таких систем принадле- 
жит обычная десятичная система счис- 
ления с основанием 4-=10, вавилон- 
ская шестидесятеричная (4=60) и 
получившая широкое применение в 
последнее время в связи с нуждами вы- 
числительной техники двоичная сн- 
стема счисления (4-2). В случае 
произвольного основания @ говорят 
о «4-ичной» системе счисления. 

В 4-ичной системе счисления за- 
пись М=«а,а,-... ааа» имеет 
следующий смысл: 


Куаг.госстеги 


Ясно, что каждая цифра в записн 
числа по 4-ичной системе счисления 
может принимать лишь 4 значений: 
0, или 1, или 2, или 3, ..., или @— 1. 
В частности, если 4 = 10 и, следо- 
вательно, базис снстемы счисления 
имеет вид 


49% =1, 91-10, 42 == 10, 
9з == 1000, ... 


мы приходим к общепринятой деся- 
тичной системе счислення (счет еди- 
ницамн, затем десятками, затем сот- 
нями, тысячами, десятками тысяч и 
т. д.); в ней все цифры принимают 
значения, не превосходящие 9. 

Самой простой из всех 4-ичных 
снстем счисления является, очевидно, 
двоичная снстема счисления с 
базисом 


до == 1, 42, 9 =4, 
4:='8, 4 = 16, ... 
Эта система счисления знает всего 
две цифры 0 и 1. Вот запись первых 
15 натуральных чисел в этой системе: 
{= 6=10 ИИ 
2-- 10 7=111 12 = 1100 
3 == #1 8— 1000 12-11 


4 — 100 9 =: 001 = МЮ 
5= ИР Ю=Юю Бв=НИ 


При использовании этой системы 
счнсления все расчеты становятся 
довольно длинными, но чрезвычайно 
простыми. Если бы мы всегда поль- 
зовались именно этой системой счисле- 
ния, то школьникам ирншлось бы за- 
поминать лишь следующую «табли- 
ну умножения»: . 
0.0-=0, 0.1=1.0=0, 1.1 =] 
{и «таблицу сложения», сводящуюся 
к равенству 1-Е1-=10, — ведь чи- 
ло «10» — это обычная двойка!). Дво- 
ичная система счисления паходит мно- 
гочисленные применения в науке и 
технике; в частности, она лежит в ос- 
нове устройства современных элек- 
тронных счетных машии*). 


*) Лвончной снстеме счисления и се при- 
менениям уделено много места в рассчитан- 
ной па учащихся средией школы киижке 
С. В. Фомина «Система счисления» (М., 
«Наука», 1968), в ряде пунктов соприкасаю- 
щейся с содержанием настоящей статьи. 


Кут тестю.ги 


Упражнения 


4. Число № 123 456. записанное в 
обычной (десятичной) системе счисления, 
перепишите: 

а) в 7-ричной. системе счисления; 

6) в 12-рнчной системе счисления (в этой 
системе счислення для записн чисел исполь- 
зуются 12 цифр, например, такие: 0, 1, 2.... 
.... 9 Х 10, м-= 11); 

в} в двончной снетеме счисления. 

5. Запишите в десятичной системе счисле- 
ня чнесла, записанные в двончной системе: 


Р = 100 00, 9 = 9100 81. 


6. Составьге заблицу сложения и таблицу 
умножения в троичной системе счисления. 


$ 4. Системы счисления с другими 
базисами 


Снстемы счисления с базисами, 
не образующими геометрической про- 
грессии 1, @, 4?, 43, ..., не имеют столь 
же широких применений. Но при ре- 
шенин некоторых математических за- 
дач они оказываются полезными. 

Рассмотрим несколько примеров 
таких систем счисления. 

1° Система майя. Выше мы уже 
говорнли о системе счисления майя, 
базис которой имел внд 


4%=1, 4-20, 4» = 1841 ( = 18.20}, 
9. = 204. ( =: 18.20°), 
Да == 204. (==18-203),... 


Эга система счисления во всем по- 
добна двадцатеричной, отличаясь от 
нее лишь в одном отношении: в ней 
вторая с конца цифра в записи М 

«Я,@н_.1...аа1Я» произвольного чи- 
сла (которую мы привычно распола- 
гаем горизонтально, а не сверху вииз, 
как майя) 


а 
300 


в то время как все другие цифры могут 
принимать 20 значений: 0, 1,2, ..., 19. 

Аналогично будет обстоять дело 
в системе счисления с базисом, в ко- 
тором 4„+: делится на 9, без остатка 
для всех п=0,1,2,...: 


471, 9—4, 9» 4,9 (- @4%, 
43-442, 93 = 4343, -... (3) 


где 4, 4, 4», 4х, ...—-какие угодно 
целые положительные числа, боль- 


7 


18. 


шие 1. различные или одинаковые 
В такой системе счисления в записи 
числа 


\ - ва,а._1 зал? 


первая с конца цифра и, может прн: 
нимать @, значений 0, 1.2, -. 4—1. 
слелующая цифра а, может принимать 
4, значений от 0 40 4, — 1. цифра а. 
может принимать значения от 0 30 
а, фитл 

При этом в системе счисления с ба- 
зисом (3), каки в 4-ичной системе 
счнсления 1в которую наша система 
обрашается в случае 4, 4, 4. 


| {. нмеет смысл любая 
запись 
№ -= «4.2... а@ав». 
гле из. и и.. и. — натуральные 


числа такие. что а< а, и <а,, 
а.<<4» и г д. В самом деле, легко 
проверить. что ири обращении числа 


м Я „9; ^ @з- 19-1 - 
- т 4242 — @191 1 Чо 


в нашу систему счисления по методу 
«непрерывного делення» {см. выше 


стр. 4} получатся цифры: 
аа. Ян _ * Яя -, - ‚Ч, Яо 


То. что такое благополучное по- 
ложенне не является общим законом, 
мы покажем на примере одной очень 
простой «системы счисления». 

2 «Четная» система счисления: 


Примем за базис системы счисления 
все четные числа {и число 94=1: 


д =1.- 912, 9:=4, 9:46. 
Я 8 810. 912. 
Так как здесь 


н 
9п 21 п 


2 
я 2 при всех п — 1. 


то эта система счисления, подобно 
двоичной, знает всего две «цифры»: 
0 и !. Условимся обозначать числа, 


Кузя исстеги 


записанные в этой «четной» системе 
счисления красным иветом Тогда, 
очевидно, 

7-10, И, +4 100, 5 
6- 1000, 7=1001, 10000, 9 10001 
итд 

И вообще все числа изображаются 
либо единицей с тем или иным коли- 
чеством нулей в конце (четные числа). 
либо двумя единицами в начале и в 
конце числа, разделенными известным 
числом нулей (нечетные числа}. 

Таким образом, в «четной» систе- 
ме счисления запись каждого числа 
имеет вид 


аа -1 аа» . 


где кажлая из цифр а», аль, 

‚ а», ав» ав может принимать только 
одно из двух значений: О и Г. Однако 
подавляющее большинство последо- 
вательностей нулей и единиц не вы- 
ражают никаких чисел в «четной» 
системе счисления, поскольку в ней 
еднница может стоять лишь на пер- 
вом месте н — иногда — на последнем 
месте. 

И. наконец. еше один пример 


3 «Система продавца»»ь Стандарт- 
ный набор гирь для чашечных весов 
в магазине обычно включает гири: 


10 г, 202 (2), 50 г, 1002, 200 г (2). 
500 г, 1 кг, 2 кг (2) иб кг. 


Продавец пользуется этим набором 
гирь, как кассир ассигнациямн, нмею- 
щимися в кассе. А именно, отвешивая 
товар, он прежде всего кладет на ве- 
сы самую тяжелую из не перевешн- 
вающих товар гирь; далее он кладет 
старшую из оставшнхся гирь И т. д. 





Так, наиример, взвещивая кусок мяса 
весом в З кг 460 г, он использует 
ряд гирь, показанных на рисунке. 





Обобщая эту хорошо известную 
всем торговым служащим и всем 
хозяйкам систему «представлений чи- 
сел (весов) с помощью заданной си- 
стемы гирь». мы приходим к системе 
счисления с базисом 
1. 2.5, 10, 20, 50, 100, 200, 500, | 
в которой Зкг 460 запишется так 


11020101000. 
В этой системе счисления в записи 


М ва ааа» 


последняя цифра а, может равняться 
зищь 0 или 1 (ибо д,= 2); предпослед- 
няя цифра а, может принимать зна- 
чения 0, | или 2 (так как 2<9./9,<3З):; 
третья от конца цифра а, снова 
может принимать лишь значения 0 н 
| (ибо 43/92 = 2); цифра аз также может 
принимать лншь значения 0 и 1, а вот 
цифра а. снова может принимать зна- 
чения 0, Ги 2 (ибо 2<45/9.33) 
И вообще в этой системе счисления 
все цифры 


Я. аз. а?. Яо. Язь +1. 


могут принимать значения 0. | мн 2. 
а все остальные цифры — лишь зна- 
чения би |1 (Поэтому продавцу в ма- 
газине достаточно иметь две двухки- 
лограммовые гири н только по одной 
гире в 1 г ив кг.) 


Кузиигоссттю.го 


\ пражнения 


7. Запишите числа Х._ У нё в десятненой 
системе, если 

а} в «четной» системе счисления Х = 

1 000 000 001; 

6) в «системе продавца» У = 121 121; 

В) в «системе продавца» 2 =: 20120. 

8. Опишите всевозможные последователь- 
ности цифр 

Опт: ... @а а, 
которые могут быть прочитаны как 2апись 
некоторого числа в «системе продавца». 

9. В некоторой системе счисления с базн- 
сом (1) два числа записываются так: М == 
= 10211 004. М = 10210 437. Можно ли по 
этим данным узнать, какое чнсло больше? 

10. Система гирь, о которой говорили в кок- 
це статьн. удобнее при взвешиваннн на чашеч- 
ных весах, чем десятичиая система, но не 
является самой экономной в смысле коли- 
чества гирь. Чтобы убедиться в этом, решите 
следующие задачи: 

а} Какое наименыгее число гирь необхо- 
дкмо. чтобы отвесить любое целое число кн- 
лограммов от | до 30 на чашечных весах, если 
гири можно класть только на одну чашку 
весов? (Вы можете подбирать такие всса 
гирь. какие хотите. ) 

6) Тот же вопрос, если разрешается класть 
гири на обе чашки весов. 

в) Какое наименьшее число гирь необхо- 
димо в том и другом случае. чтобы взвесить 
любой груз (в целое число граммов) от Ге 
до 1000 г? 

{1 Докажите. что в троичной системе 
счисления (т е в системе с базисом (2). 
где 9 = 3) любое число № можно представить 
в виде № = А - В. где А. Ви А + В запи- 
сываются только нулямн и единицами. при- 
чем такое представление для каждого числа 
езниственно Например: 


2- 10-1 21 - 10—10, 1001-= 1—0 


‘все числа записаны в трончной системе). 

12 Докажите. что условие «ци: Делится 
на 9, при всехл 0.1.2.3. » является 
необходимым для того. чтобы в системе счис- 
ления с базисом (И имела смысл любая за- 
ИНСь 

№ = «а,@л_у ао. 
где 


9 з 93 
и < — а<-. а<-Ритд 
‘< 9 а 4: Р 


13. Каким условням должны удовлелно- 
рятгь числа базисной носледовательности 4. 
43. 9...., Чтобы в заниси чисел встреча: 
лись только две цифры: 0 н 12? Какое еще 
условие на эти чибла 9:. 92... . НУЖНО 
наложить. чтобы нрн этом инкакие Дне еди» 
ницы не шан нодряд? 

14. Носледовательноеть чнесл 


02-1, 2, 3, 


|. 


фу ди д 8, оф -: 13, .-., 


ГАС Чина — Чиг Чиа 


называется носледовательностью Фибонаииии. 
Докажите. что «Фибопачинева» свстема ечнс- 
леиня удовлегворяег всем условиям преды- 
дущей задачи. Найдите в этой системе сум- 
му чнеся 

а) 100... 0 - 104...00; 


——— — 


й 


6) ПОГ... Е: 


В 
т 


в) 10101... ОР 100...00. 


——— 
Эт рт Зт-1 


15. Можно ли разбить все натуральные 


чнсла |. 2.3. 4.5.06 7..-.. на две такие 
возрастакицие носледовательности Чу. о. @3, 
#3... ИВь, Бо, Ву. 6, .... Ч 6,-- Ч=А 
для любого В Пи 


После некоторых размышлений вы. кс- 
нечпо. догадастесь, как выбрать такис после- 
довательности (это можно сделать едниствен- 
ным образом) 


а в @ @ В, а Ь 65 в в а 
К У "Ор жл о“ 


Ча [23 Се 6 Е 
зи... 


Но уловить закономерность в образований 
пар (ад, 6%) не так-то нросто. Как узмать. 
например, к какой из двух последователь- 
ностей — ар вли В» — огносится 100. ка- 
кому номеру оно соотвстствуст, какос число 
будет с ним в паре (не вынисывая все нреды- 
дущие аки 6)? у 

Оказывается, чтобы сформулировать эту 
закономерность, нужно записать этн носле- 
довательности не в десятичной. а в Фибонач- 
чиевой системе счисления. Попробуйте ес 
обнаружить и доказать. р 
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Куапетссте.ги 


ПРИЗНАКИ 
ДЕЛИМОСТИ 


НА 9 ИЛ 


Зачеркнуть последнюю 
цифру и прибавить к по- 
лученному числу число, рав- 
ное удвоенной вычеркнутой 
цифре. Если полученное 
число делится на 19 то и 
исходное число — делится 
на 19. 

Последовательно выпол- 
няя эту операцию, мы при- 
дем к двузначному числу 
(а если пожелаем, то ик 
числу, не большему, чем 19). 

Пример: делится ли на 
19 число 3 086 379? 


308 637+2.9 = 308 655 
308 75 
309 7 
323 
‚ 38 


Так как 38 делится на 
19, то на 19 делится также и 
исходное число 3 086 379. 


Возьмем число а в с 4. 
Прочтем сего так. будго бы 
оо  занисано о троичной 
снетеме, то ‘естьафб с@= 
=а: 33-+-6-32+с- 344 (ис 
будем обращать внимание на 
то. что цифры а, 6, с.4 могут 
быть равны 3, 4.5. нтд.}. 
Если оно делится на 7, то и 
нсхолное число делится на 7. 
Верно лин это? 


< и 
) ре 


еж: 


262 
аъ 
=& 


ЗЕ: > 51 ЕЕ 


куапетесптеги 


магнитного 


диреиочищи | Ра 
| 
204 УСС 


Если опыт по‹азывает, что при 
процессах определенного тина ка- 
кая-то физическая величина не изме- 
няется, можио сформулировать «за- 
кон сохранения» этой величины при 
процессах данного тина. Самый из- 
вестный пример подобиого закона — 
закои сохранения энергин, который 
выполняется при любых процессах, 
протекающих в системах, хФошо пзо- 
лированных ог влияния других тел. 
С помощью законов сохранения можно 
часто предсказать конечный резуль- 
тат опыта только по начальным ус- 
ловням, ие зная, что ироисходит на 
промежуточных стадиях. Например, 
если кинетическая энергия какого- 
нибудь тела перешла в теило, его 
количество ие зависит от того, ка- 
ким способом это произошло. 

В этой статье речь пойдет о за- 
коие сохранения магнитного потока. 
Этот закон, правда, выполняется толь- 
ко в особых условиях и ие претем- 
дует на такую всеобщую роль, как 
закон сохранения энергии, но в своей 
области от тоже — закон очень ио- 
лезный н, хочется добавить, красивый. 

Определим спачала, что называ- 
ется магнитным потоком. Предста- 
вим себе, что в пространстве имеется 
постоянное неоднородное магнитное 
поле любой самой сложной формы. 
Его можно изобразить наглядно при 
помощи магиитных силовых линий, 
направление которых будет указы- 
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вать направление поля (для этого 
на линнях надо поставить стрелки), 
а густота, то есть число линий, про- 
ходящих через перпендикулярную 
им площадку в 1 см*, личийу 
напряженности  магинтиого — поля. 
Прин помощи непрерывных непере- 
секающихся силовых линий, кото- 
рые илн замкнуты, или уходят вдаль, 
в бесконечность, можно изобразить 
любое магнитное поле, какой бы 
сложной ни была его форма. Причем 
в описанной модели не будет такого 
места, где понадобилось бы добавить 
или выкинуть отрезочек линии, чтобы 
правильно изобразить напряженность 
ноля. Уж так, как говорится, маг- 
нитное поле устроено. Во всяком слу- 
чае, все понытки обнаружить на опы- 
те отклонения от этого правила пока 
не удавались. Как мы сейчас увидим, 
только благодаря этому свойству ма- 
гнитного поля и можно ввести ноня- 
тие магнитного потока. 

Если имеется какая-то замкиутая 
кривая в пространстве -—— «контур» 
(вообразим его сделанным из тонкой 
проволоки), то число магнитных сн- 
ловых линий, охваченных этим конту- 
ром, будет называться магнитным 
потоком через этот контур. Чтобы 
правильно подсчитать это число, надо 
действовать следующим образом. 
Сначала — затянуть этот контур вооб- 
ражаемой пленкой (любой формы, 
только не дырявой) и отметить на 

+1 





ней разные ее стороны — «лицо» и «из- 
нанку». После этого надо сосчитать 
все силовые линии, протыкающие 
пленку с изнаики на лицо, и вы- 
честь из этого числа число сило- 
вых линий, протыкающих пленку в 
обратном направлении, если такис 
линии есть. Разность и даст нам вс- 
личину магнитного потока, которая, 
таким образом, может быть и отрица- 
тельной. Именно потому, что силовые 
линии нигде ие обрываются, безраз- 
лично, какой пленкой затянуть кон- 
тур — обтянуть экономно или при- 
шить к контуру целый бачок. — по- 
ток получится тот же самый (рис. 1). 
Поток обозначают обычно буквой Ф 
(может быть, потому, что она похожа 
на силовую линию, произающую кон- 
тур). Если магнитное поле мы измс- 
ряем в гауссах, размериость Ф будет 
гаусс - см? (ес + см"). 

Если магнитный поток, охвачен- 
ный контуром, будет изменяться со 
временем на величину АФ за вре- 
мя АЕ, а контур сделан из проволоки 
с электрическим сопротивлением ^Ю, 
то согласно закону электромагнитной 
индукции но контуру начнет цирку- 
лировать ток 


1= —Ю-*—_. ампер (1) 


(Ф выражено в ес - см*, { — в секуи- 
дах, а К — вомах). Этот ток в контуре 
ндет под действием электродвижущей 
силы индукции 

АФ 


Е. : ети ВОЛЬТ. (2) 


Знак минус в этих формулах свя- 
зан вог с чем: мы считаем положи- 
тельным тот ‘ток в контуре, который 
сам создает в нем магнитное поле с по- 
ложительным потоком (такой ток об- 
текает контур по часовой стрелке, 
если смотреть «с изнанки»). Отрица- 
тельный знак, следовательно, пока- 
зывает, что еслн поток уменьшается 


'АФ 
со временем | отрицательно, то 


возбуждаемый ток будет положитель- 
ным и сам будет создавать положитель- 
12 
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ный поток. Наоборот, еслн поток воз- 
растает, ток в контуре создает поток 
противоположного направления (пра- 
внло Ленца). Так как поток Ф скла- 
дывается из потока внешнего поля 
и нотока, создаваемого самим коиту- 
ром, то индуцирование тока в контуре 
приводнт к замедлению изменения 
общего потока через контур. 

Пусть в начальный момент ток 
„равен нулю, а поток создается ка- 
ким-то внешним источником юля, 
например магнитом. Теперь быстро 
уберем магнит. Тогда в контуре одно- 
временно с этим возникнет ток, ко- 
торый сам создаст магнитный поток 
той же величины, то есть не позволит 
магнитному потоку выйти из контура. 
Для того, чтобы в контуре с электри- 
ческим сопротивлением А существовал 
ток, необходимо, конечно, чтобы ноток 
изменялся. Поэтому в последующие 
моменты Ф будет все же постепенно 
уменьшаться, но тем медленнее, чем 
меньше КЮ. Точно также, если мы за- 
хотим увеличить поток внутри кон- 
тура, это можно будет сделать толь- 
ко постепенно. 

Нужно отметить одно большое 
достоинство закона  электромагнит- 
ной индукции: все наши рассуждения 
н формулы остаются справедливыми 
независимо от того, каким способом 
мы изменяем магнитный поток через 
контур —изменяем ли само магнит- 
ное поле или еще и двигаем, изгибасм, 





растягиваем контур. который в этом 
поле находился. 

Предположим теперь, что наш кон- 
тур сделаи из сверхпроводника, со- 
противление которого, как известно, 
равно нулю. О том, что сверхпрово- 
димость наступает у многих металлов 
и сплавов ири низких темнературах, 
порядка нсскольких градусов абсс- 
лютной шкалы, читатель. конечно, 
знает. Надо еще напомнить, что сверх- 
проводимость разрушается под дейст- 
внем магниткого поля с напряжен- 
ностью, превышающей некоторый пре- 
дел — критическое поле Н,, которое 
зависит от температуры примерно так, 
как показано на рисунке 2. Для свин- 
иа, скажем, при самых низких темне- 
ратурах Н,=800 гаусс. Прн полях, 
больших Н., металл вновь приобре- 
тает сопротивленне. 

Если в контуре. с малым сопро- 
тивлением магнитный поток изменя- 
ется медленно, то естественно, что 
в сверхироводящем коитуре он будет 
вообще оставаться постоянным. Это мо- 
жно увидеть непосредственно из фор- 
мулы (1), только, чтобы не получить 
нуль в знаменателе, ее надо записать 


АФ 
ввиде /К-==—10 8 -—. При Ю=0 


Аф=0. Это н есть закон сохранения 
магнитного потока в контуре с ну- 
левым сопротивлением. 

Именно экснериментальная прс- 
серка этого закона и показала, что 
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Рнс. 2. Зависимость критического поля НС 
от температуры. Г. — критическая темпера- 
тура. Если напряженность поля, в котором 
находится металл, выше Нео, он не перехо- 
дит в сверхироводящее состояние при сколь 
угодно низких температурах. (Н/о— макси- 
мальное значение НЯ,, достигасмое при тем- 
пературе 0° К.) 


сопротивление сверхироводника прак- 
тически равно нулю. Самые точные 
методы не могут обнаружить умень- 
шення магнитного поля в замкнутой 
сверхпроводящей катушке, даже если 
опыт длится иссколько лет. 
Рассмотрим теперь несколько при- 
меров применения закона сохранения 
магнитного потока. Если изготовить 
из сверхпроводника трубу с площадью 
отверстия $, поместить ее при высо- 
кой температуре в продольное маг- 
нитное поле Н, затем охладить ее нн- 
же температуры перехода в сверх- 
нроводящее состояние и выключить 
магнитное поле, то в трубе останется 
«замороженный» поток Ф=Н$. Сож- 
мем теперь трубу или вставим в нее 
сверхироводящий стержень так, что- 
бы свободное сечение уменьшилось 


| 
до 5, =-0 5. Тогда мы получим 


в трубе более сильное поле Н,=10Я, 
поскольку из закона сохранения по- 
тока следует, что Н,51=Н 5$. Нужно 
только, чтобы новое поле Н, небыло 
больше критического поля Н, сверх- 
проводника при температуре опыта, 
нначе сверхироводимость разрушится 
и поток в трубе будет уменьшаться, 
пока поле не достигнет значения НЯ... 
Делая этот опыт достаточно быстро, 
можно получить болышое поле и в 
трубе из любого нормального метал- 
ла. Если обложить трубу, в которой 
имеется магнитное поле, со всех сто- 
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рон порохом и произвести взрыв. то 
можно сжать магиитный лоток и ню- 
лучить в Чрубке па короткое время, 
порядка исскольких миллионных до- 
лей секунды, поле в десятки мналио- 
нов гаусс. Сила взрыва при эм ну- 
жна не столько для того, чтобы пре- 
одолеть сопротивление мсталла, сколь- 
ко для того, чтобы сжимать само 
магнитное поле. В стенках трубы воз- 
б\ ждается ток, а ца ток в магнитмом 
ноле действует сила. Поэтому маг- 
нитное поле оказывает давление на 
стеики трубы. Магиитный поток. ко- 
гда его сжимают, ведет себя подобно 
упругому веществу. Можно подсчн- 
тать, что поле в 1Ю миллионов гаусс 
будет оказывать из стенки трубы дав- 
ление, равное примерно четырем мил- 
лиюнам атмосфер. 

При номони! известных нам сверх- 
проводников нолучить такие поля 
невозможно, по в катушках из сверх- 
проводящих силавов уже сейчас по- 
лучают поля порядка 100 000 гаусс 
(100 килогаусс). Ток в такую сверх- 
проводящую катушку можно подать 
самым обычным образом — через два 
провода, опущенные в дьюаровский 
сосуд, где находится при низкой тем- 
пературе катушка. Можно снабдить 
катушку еще и сверхироводящим клю- 
чом — КУСОЧКОМ сверхпроводящей 
проволоки А (рис. 3, а), соединяю- 
шим клеммы, ‘к которым подведены 
провода Б от вмешнего источника 
14 


тока. Снираль В нагревает проволоку 
А до нормального состояния, в кото- 
ром опа обладает значительным со- 
противлением {сверхироводящие сила- 
вы в нормальном состоянии облалают, 
как и другие силавы, гораздо боль- 
иним сопротивленяем, чем чистые ме- 
таляь). Если замкнуть ключ Г. то 
через катушку нойлет ток и магиит- 
ный иоток в катушке начнет расти по 
закону, который легко вывести из 
формулы (2}. Пренебрежем сопротив- 
лением проводов Б и внутренним со- 
противлением источинка. Поскольку 
в иепи без сопротивления сумма всех 
э. д. с. должна быть равна пулю, то 
э. д. с. индукции = должиа быть рав- 
ма мимус У, тде У — электродвижу- 
щая сила источника. Мз формулы (2) 
нолучаем фФ- 1Ю*Уг. Если катушка 
нмеет, скажем, число витков п=. 

10 000 со средней площадью витка 
$=20 см*, то ф=и5ЗН- 2-10? Н, где 
Н — ередисе поле в катушке. При У= 
=1 в для создания в катушке поля 
в 10 килогаусс понадобится 20 се- 
куид. Если по прошествни некоторого 
времени выключить нагреватель и 
разомкнуть ключ Г (рис. 3, 6). то 
проволока А вместе с катушкой обра- 
зуют замкнутый  сверхироводящий 
контур, в котором поток будет оста- 
ваться постоянным. Идеальное но- 
стоянство получаемого таким способом 
поля оказывается чрезвычайно удоб- 
ным при физических исследованиях. 
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< Рнс. 3. Схема включения сверхироводящей 
катушки со сверхпроводящим ключом. Часть 
схемы находится ири низкой температуре. 
Схема питания нагревателя В на рнсунке ис 
показана. 





Вне. 3. 


После замыкания еверхпроводящего 
ключа провода Б уже пе нужны и 
даже вредны, поскольку по ним в 
дьюар проичкаег тенло. 

Существует и другой остроумный 
способ «накачки» магиитного потока 
в сверхпроводящие катушки,  поз- 
воляющий обойтись вовсе без введе- 
ния проводов в дьюар. Схема устрой- 
ства, основанного на этом способе, ио- 
казана на рисунке 4. Катушка, кото- 
рую мы для простоты заменили па ри- 
сунке плоским контуром А. замкнута 
параллельно двумя сверхироводящихми 
проволокамн Би В. Магиит М может 
нередвигаться около контура. Путь 
его ипижнего конца показаи па ри- 
сунке 4 пунктиром. Магнит должен 
быть настолько сильным, чтобы его 
ноле могло разрушать сверхирово- 
димость проволок Б и В. 





Последовательные положения ма- 
гинта при накачизании потока в кон- 
тур ноказаны на рис. 5,а—5,9. Маг- 
нитный поток, выходящий из конца 
магнита, обозначен точками — сле- 
дами силовых линий. В положении а 
магнит разрушил сверхироводимость 





проволоки В, и при движенин магии. 
та поток входит в контур. В момент 6 
поток заключен между проволоками 
Би В. Затем лоток переходит в кон- 
тур А (положения вид. Когда маг- 
нит Л удален от контура (положение 
9), внесенный им магнитный готок 
перераспределяется, но остается за- 
хваченным контуром АД. Далее цикл 
повторяется, н новая порция силовых 
линий входит в контур А. 


Разобранные выше примеры от- 
носились к различным способам соз- 
дання магнитного поля. Упомянем 
в заключение о приборе, предназна- 
ченном для выполнения прямо про- 
тивоположной — задачи — возможно 
более полного удаления поля из ка- 
кого-либо объема. Используя явле- 
ние сверхпроводимости, эту задачу 
можно решить простым и совершен- 
ным способом. Возьмем сплющенную 
сверхпроводящую оболочку и рас- 
правим се. Тогда в образовавшейся 
нолости магнитное поле станет рав- 
ным нулю (практически, комечно, 
какое-то ноле останется, но, во вся- 
ком случае, действуя таким способом, 
можно подойти к Н=0 как угодно 
близко}. Полученное нулевое поле 
будет сколь угодно лолго сохранять- 
ся в замкнутой полости, несмотря на 
изменення поля снаружи. 

В случае сверхироводников закон 
сохранення магнитного иотока вы- 
полняется с большой точностью, но 
надо иметь в виду, что его можно при- 
ближенно применять и для контуров 
из любых других матерналов — твер- 
дых, жидких и даже газообразных 
(плазма), если процесс протекает до- 
статочно быстро. Правда, для того 
чтобы точно определить, что значит 
«достаточно быстро», вам пришлось 
бы уже выйти за рамки этой статьн. 
16 
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Залаячи 


1.-Как зависит от временн ток, проходя- 
щий через сверхпроводящую катушку, если 
язычок К (см. рис.) начал колебаться с некото- 
рой частотой, замыкая и ыы цепь? 


Ток в начальный моменг равен р, где 


У —5.4.с. источника. а Ю — сопротивление, 
включенное в Контур. 

2. Ток в катушке нарастает прямо про- 
порционально времени. Как изменяется ток 
в другой катушке, индуктивно связанной с 
первой и замкнутой на пекоторое сопротив- 
ленне? 

3. Две длинные однослойные сверхпро- 
зодяшие катушки с чнеламн витков п} и ло, 
длинами /) н Г, и сеченнями буи 5, соеди- 
нены параллельно при помощи сверхирово- 
дящих проводов. Определите, как распре- 
делится между ними ток 7, подведенный от 
общего источинка. Катушки удалены друг 
от друга так, что поле одной не действует на 
поле другой. (Тем не менее катушки и сое- 
динякщие их провода можно рассматривать 
как одип сверхпроводящий контур.) 

4. При включенни магнитного поля, пер- 
пенднкулярного плоскости кольца ралнуса 
К, по кольцу протекает заряд ©. Какой 
заряд протечет по витку, если кольцо при 
неизменном поле сложить свосьмеркой», сос- 
тоящей из двух окружностей, причем радиус 
меньшей окружности равен Ю/4? Плоскость 
«восьмерки» также перпендикулярна магнит- 
ному лолю. 

5. На оси постоянного магнита, располо- 
женного вертикально, на некотором расстоя- 
нии от него находится легсхсе сверхпроводя- 
щее проволочпое кольшо, плоскость которого 
перпендикулярна осн магиита. Кольцо от- 
пускают, и оно начинает падать так, что ос- 
тается все время горизонтальным. Как будет 
двигаться кольцо по вертикали? 


КузптсЕттю.го 


(1х)? = 1+- 2х4 % 

АРИФМЕТИКА (1%) =1 3х + Зл2 + 3 
БИАОВАЛАЛЬНЫХ Эти формулы знает любой школьник. 
Числа 1, 2, 1; 4, 3, 3, 1, а также чи- 

КС | | | р сла, получающиеся аналогичным 
образом при возведении в сте- 


пени 4, 5, ..., называются биноми- 

Д. Б. Фукс, М. Б. Фукс альными коэффициентами. В этой 
статье рассказывается о различ- 

ных свойствах биномиальных ко- 
эффициентов. В первом пара- 

графе излагается «общая те- 

ория»: большинство из дока- 

зываемых здесь теорем вхо- 

дило раньше в школьную 

программу. Во втором па- 

раграфе мы покажем, как 

ть можно совсем легко най- 
т ти остаток от деления лю- 
бого из биномиальных ко- 
эффициентов на любое 
простое число. Некото- 
рые удивительные свой- 
ства биномиальных ко- 
* эффициентов излагаются 
№ в заключительном, тре- 
й тьем параграфе. Основ- 
в ные утверждения это- 
го параграфа сфор- 
мулированы в виде 
гипотез. Может 
быть, читатели 
«Кванта» попробуют 
их доказать. 


Аг. . 





























105 1 


6 15 201 6 1 


7 21 35 35 211 1 


28 56 70 56 28 в 1 


9 36 84 126 126 84 36 9 








10 45 120 210 252 210 120 45 10 


11 55 155 330 452 462 330 165 55 и 


12 656 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1" 
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$ 1. Определение и простейшие 
свойства биномиальных 
коэффициентов 


Если двучлен (бином) 1-х воз- 
вести в некоторую натуральную сте- 
лень п, то, очевидно, получится мно- 
гочлен л-й степени (т. е. наибольшая 
степень, в которой х войдет в этот 
многочлен, будет равна л). Например: 


(ИТ х)° = |, 

(Их) = Ех, 

(1+ х) =1- 2х + ха, 

(1-х) = 1+ Зх-+ За + 3, 

(1+ х)* = Г 4х 6х2 | 43 +21, 

(Ех) = 5х + 102 + хз + 
+ 5х4 +- хз, 


Коэффнциенты этих многочленов 
называются биномиальны - 
ми коэффициентами. Для 
них есть специальные обозначення: 
коэффициент при х” в (1+х)”" обо- 
значается через Сл Например, 
С!=:2, 01-6, С3=10. В старых 
учебниках по алгебре число Си назы- 
вается «числом сочетаний из п по т». 
На то есть свои причины, но мы не 


Е 














0 1 0 0 0 
1 | 1 0 0 
2 | 2 1 о 
3 | 3 3 | 
4 | 4 6 4 
5 | 5 10 Ю 
6 | 6 15 20 
7 1 7 21 35 
8 1 8 28 56 
9 1 9 36 84 
ЦО | 0 45 120 


будем вдаваться в них: для нас это 

не важно. Итак, 

(1-х)” = С Сах + Са +... 
...- Сах”. (1) 
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Отсюда легко получить, что и 

(а-+х)” = Сва" + Са" 7х... 

Ват сих” 

(достаточно применить формулу (1) 
к вычислению (1+4х а)" и умножить 
обе части полученного равенства на 
а"). Последняя формула называется 
бнномом Ньютона. Отсюда 


и название коэффициентов — бино- 
миальные. 


Ясно, что С» — целые неотри- 


цательные числа и что Си=0 при 
т>и (многочлен (1-х)” имеет сте- 
пень я, их” с ит>л в него не входит). 
Легко убедиться, далее, в том, что 
С° =" 1. Другие биномиальные 
коэффициенты Сл’, где О< тп, мож- 
но находить, возводя 1-х в различ- 
ные степени. Их значения для п Ю 
приведены в таблице. 

Мы видим, что биномиальные ко- 
эффициенты — довольно-таки быстро 
растущие числа. Наблюдательный чи- 
татель заметит в расположении этих 
чисел ряд закономерностей. Как пра- 
вило, такие закономерности легко 
выводятся из определения биноми- 
альных коэффициентов. Мы докажем 
здесь только главные из них. Начнем 
с главного из главных — с так назы- 
ваемого тождества Паскаля. 




















5 6 т 8 3 10 
0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0. 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

| 0 0 0 0 0 
|: 0 0 0 0 0 

6 1 0 0 0 0 
21 7 | 0 0 0 
56 28 8 | 0 0 
126 84 36 9 | 0 
252 20 45 10 1 


=) 
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Теорема 1 
каля). 


(тождество Пас- 


т ла т— 1 
п = Си -Е Си 


для любых натуральных п, т. 


(2) 


Доказательство. По опре- 


делению, С” есть коэффициент при 
х" в многочлене (1-х)”. Для того 
чтобы найти этот коэффициент, нуж- 
но перемножить п многочленов, рав- 
вых 1х. Перемножив п— 1 из них, 


лолучим многочлен 1--Ся— + 


С" 1х +... 4х“ '. Произведя по- 
следнее умножение, получим 


а то 
О Се 
А ых 
+ Са... += 
= -+ (Ся, + Их+ 
+ (Сб... 4+". 


В полученном выражении коэф- 


фициент при х” равен Сл_,-+Сто 
Таким образом, 


НСС, 


Тождество Паскаля удобно нс- 
пользовать для вычисления бино- 
миальных коэффициентов. Например, 
если мы захотим дополнить нашу таб- 
лицу еще одной строчкой (одиннад- 
цатой), то нам достаточно сложить 
попарно числа, стоящие рядом друг 
с другом в предыдущей (десятой) 
строке: 


с = 
Сы =Со-+Со= И 


СЯ =Со+С,==462 
Сри=СТо-+С1о=330 
С] | = СТо-НСТо-= 165 
с-со+с— 55 
сп=си+ ыы 
сН=бо+Си= ь 


Си=Си-+Сю= 55 
С, =СТо+С1о=165 
ссор аао 
Си=С--С1=462 


Отсюда видно, что биномиальные 
коэффициенты удобно записывать в 
виде треугольной таблицы (см. застав- 
3* 
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ку на стр. 17). Каждое число в этой 
таблице равно сумме двух чисел, стоя- 
щих над ним. Эта таблица носит назва- 
ние «треугольник Паскаля». 
С помощью тождества Паскаля 
можно получить ин общую формулу, 
выражающую Си через п и м. 
Теорема 2 (Формула бино- 
миальных коэффициентов). 


РЕ пп |... п-т | 
С, = 1.2... -9 3) 


для любых натуральных л, т. 
Доказательство. Вос- 

пользуемся методом полной матема- 

тической индукции. Если п-=|, то 


формула верна: 


С = = —-; 
СОЯ 
(ее 
‚ Предположим, что 
в _ (пи 2)... (п-т) 
кв |.2. -т 


ее. бра) 


при некотором н. Тогда, если т/>1, 
то 


с" = аа ф "ре = 
= 9 - @—т- Иа —мт) 
|-2- (т — 1) т 
во. ит 

р (т — 1 
(1 — 1) — 2)... п-т 
=> 1.2... .т-П 
ыы пм += 
_й - 1)" —-2...Ш бт п 
1.2.....т— В т = 


_ пм - Иер 2)...п-т- 0 
те 1-2... т 


Если же т=|, то 
беби = 
п — пе 


г = 
19 


Таким образом, формула (3) имеет 
место при п=-1, н из ее справедли- 
вости для п-—1| вытекает, что она вер- 
на для п. Этим формула (3) доказана 
при любом п. 

Мы рекомендуем читателю, впер- 
вые познакомившемуся с формулой (3}, 
вывести из иее уже известные нам 


равенства Си --Си- Ти С”:-0 при 
поп. 

Формула (3) интересна уже тем, 
что дробь, стоящая в ее правой час- 
тн, равняется целому числу, т. е. 
все числа, стоящие в се знаменателе, 
сократятся с числами, стоящими в 
числителе. 

Следующая теорема будет исноль- 
зована в дальнейшем. 

Теорема 3. Если числа пи 
т взаимно просты (т. е. наибольший 
общий делитель чисел п и п: равен |), 


то С» делится на л. 
Доказательство: 


и п (п.— 1)... п-т 
Ст 1.2....-9 


и Шо мою п 
т ` 1-2... (т — 0 т 


Таким образом, 
тб" = пс”. 


т. е. число С” делится на п. Но так 
как 7 н л взаимно просты, т. е. т 
не делится ни на один простой деми- 


тель числа л, то С’ делится нам. 
Например. С!- 126 делится на 9, 
бы 120 делится на 19. 
Укажем еще несколько свойств 
биномнальных коэффициентов: 


5 за п-т 
1°. п >= Сл 


м у в т 
р Ст Г тей ++ | О я => 

и 

Аж Ге 
>! эй п п 

3. © } С» о сее ‚Фе == 2 

; о 2 Г, 1 З 
4. С. н С. | н`! , = С, - 


Доказательства этих свойств мы 
оставляем чнтателю. 
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8 2. Остатки от деления 
биномиальных коэффициентов 
на простые числа 


В этом (ла и в следующем) иа- 
раграфе нам придется часто употреб- 
лять фразу «числа а и $ имеют рав- 
ные остатки от деления на р». Обыч- 
но эту фразу заменяют сокращенной 
записью и == (тод р}». Иначе го- 
воря, формула «а==6 (по4 р}» означа- 
ет, что а—6 делится на р. Например, 
4==1 (под 3), 999999==222222 (тод 7) 
ит. д. Формула «а= (то4 р)» читает- 
ся нногда так: «число а сравнимо с 
числом 6 по модулю р» (впрочем, мы 
такого выражения употреблять не 
будем). 

Вот два очевидных свойства сим- 
вола ==: 

1. Если а==6 (тоЧ р) и К — целое 
число, то АКа=Еф (пю4 р). 

В самом деле, если а — Ь делится 
на р. то и га—Аб= Аа — 6) делится 
на р. 

2. Если а=ёб (то4 р) и 
Ес (то р), то а==Ес (точ4 р). 

В самом деле, если а — В делится 
нариф — с делится на р, тона — с: 

(2—6) — © делится на р. 

Напомним, что всякое натураль- 
ное число а можно поделить на нату- 
ное число р «с остатком», т. е. а мож- 
но единственным образом записать 
в виде а=фр-фс, где Ь, с — такие 
целые числа, что О с< р. 

Главной целью этого параграфа 
является доказательство следующего 
утверждения. 

Теорема 4. Пусть р — прос- 
тое число, т и п — натуральные 
числа. Пусть, далее, Ки { — частные 
от деления чисел иги п нар, ази 
{ — остатки (т.е. т== Вр $, п. Ф-Ь, 
где КЁ [, $ Г— целые числа ни 
0=5<5р. 0<{<р). Тогда 


С. = С!.С} (то@р). 


Как мы увидим ниже, эта теорема 
позволяет находить остатки от де- 
ления биномиальных коэффициентов 
на простые числа, почти пе пронзво- 
дя вычислений. 


Доказательство теоремы 4 прел- 
варяют три леммы. 
Лемма 1*). 


а*—5* — (6) х 
(ай - т -а^-26 = ...--обА-2--ЬА-\). 


Доказательство очевидно: — вы- 
полиив умножение в правой части и 
производя сокращения, получим вы- 
ражение, стоящее в левой части. 

Лемма 2. Если р — простое 
число и 0<<р, то С» делится на р 
без остатка. 

Это следует из теоремы 3: раз р 
просто и г<р, то числа г и р взаимно 
просты. 

(Подчеркнем, что простота числа 
р больше в доказательстве теоремы 4 
нигде не исиользуется; все же для. не- 
простого р утверждение этой теоремы 
не имеет места.) 

Лемма 3. Многочлен 
(1--х)Р—(--х7) делится на р (т. е. 
каждый коэффициент этого многочле- 
на делится на р). 


Доказательство. В самом 
деле, 


к рес и 
аа Е РЕ 


А —1 2—1 
= Сре. + (ом. 


Последнее выражение делится на р 
в силу леммы 2. 

Теперь приступаем к доказатель- 
ству теоремы 4. Рассмотрим много- 
член 


Р-НЕ 
Р (х) = 1+ х) 7" 
— (1+ х)* (14 х?)'. 
Этот многочлен делится на р. В са- 
мом деле, па основании леммы 1, 


Р (х) =(1- хх 
1+)" 1+) = 


*) Это предложение, конечно, не имеет 
отношения к биномнальным коэффициентам. 
Мы выделили его в отдельную лемму, чтобы 
освободить доказательство теоремы 4 от 
лишних выкладок. 


Кмаги.госспюги 


= (1-х) (1+ х/ф (1+ х)?] Х 
х [( т зе Е 


Согласно лемме 3 второй сомножи- 
тель делится на р; значит, и все про- 
изведение делится на р. 

Определим в Р(х) коэффициент при 
х*Р+1. В (1-х)!?+, как нам известно, 
х®Р+$ входит с коэффициентом СИРЕР. 
Произведение же (1-х)! (1-хР)! 
равняется 


Оха Хх 
Х (1+ С! 7 + СХ 4-..- +] = 
= 1 Сех | С еж 

Я ыы 
ее ео 
СР + Сы! + 
сев" а Е се - 
ме ое ый. 


[ рЪ- . | 2 
ое ме 
ехете 
Так как [<р, то в последней сумме 
каждая степень переменного х при- 
сутствует не более чем один раз. 
Коэффициент при х*?+* равен, как это 

Г. 

видно, С: С! (в частности, — если 

$>Ь, то он равен нулю). 
Итак, коэффициент при 2х7 в 

А Ку 
Р(х) равен С!р:? — СГС! Так как 
Р(х) делится на р, тои С! — СЕС: 
делится на р, что и требовалось. 
Покажем теперь, как с помощью 
доказанной теоремы можно нахо- 
дить остатки от деления биномнальных 
коэффициентов па простые числа. 
Найдем, например, чему равняется 
остаток от деления числа Со на 5. 
(Конечно, это можно сделать и вы- 

33 

числив Сиз по формуле (2), но это 
потребует длительной работы — ведь 

С® — 24 значное число!) 
Деля числа 119 и 33 па 5, полу- 
чаем, 119—23.544 и 33=6-5+3. 

За Б 3 

В силу теоремы Сио == С23%=Сл (под 5). 
Аналогичным образом исследуем чис- 
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начит, ( С {под 5}. Согла‹ 
ервом В тву мвола 
начали того параграфа 


од 


Таким образом 
аком же 


АТОк 





таким образом. что С5=0 (тод 3), 


т. е. С% делится без остатка на 3. 

Отметим, что если мы применяем 
нашу теорему 4 к Сл, где п-т, то, 
записывая т=Ер--$, п=(р-Е, мы, 
конечно, будем иметь [>Ё; однако 
невозможно предвидеть, какое из чн- 
сел $, Ё окажется ббльшим. Если бу- 
дет $>Ё, то согласно нашей теореме 
Ст==С#С:-=0 (тод р), т. е. С” де- 
лится на р. Как мы видели, для 
определения остатка от деления чис- 
ла Сп на р приходится, как прави- 
ло, использовать теорему 4 несколь- 
ко раз; и каждый раз может возник- 
нуть явление, подобное описанному 
выше, причем, когда бы это ни слу- 
чилось, это означает, что исход- 
ное число Ся делится на р. Подоб- 
ным образом мы получили, что 
СЙо делится на 3. 

Мы видим, что чем больше пм, 
тем более вероятна делимость чис- 
ла Сн на р. Легко доказать следующее, 
более точное утверждение: всего чи- 
сел Ст с 0<»л=р’, О<тэжп имеется 

г г 
тр, из них не делится на р 
р’ 1)” 


ровно (здесь р простое, г на- 


туральное; доказательство опирается 
только на теорему 3, мы оставляем 
его читателю). Подчеркнем, что при 


"рф 

больших г число т 
г г 

во много раз меньше числа РНЕ 


Так, например, из чисел Си с 0<ля= 
= 38, Озтжп не делящихся на 3 прн- 
мерно 26,2%; если 0<и=<3, то при- 
мерно 3,6%, а если 0=<1=318, то 
прнмерно 0,45%. 

В заключение скажем несколько 
слов о весьма наглядной интерпре- 
тации теоремы 4, которую можно по- 
лучить, рассматривая так называс- 
мый «треугольник Паскаля по мо- 
дулю р». Так называется треуголь- 
ная таблица, которая получится из 
треугольника Паскаля, если в нем 
заменить каждое число его остатком 
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от деления на р. Мы не доказываем 
про этот треугольник никаких тео- 
рем, но предлагаем читателю посмот- 
реть две картинки (на обложке 
и на стр. 22), на которых изображены 
треугольники Паскаля по модулям 
2 н 3. Подумайте, как устроены 
эти треугольники в той части, кото- 
рая не видна на рисунке. Постарай- 
тесь сформулировать теорему 4 та- 
ким образом, чтобы она стала тео- 
ремой об устройстве треугольника 
Паскаля по модулю р. 


$ 3. Немного об остатках от деления 
биномиальных коэффициентов на 
степени простых чисел 


Мы не рассматриваем в сколько- 
нибудь общей постановке вопрос об 
остатках от деления биномиальных 
коэффициентов на составные числа. 
(Впрочем, читатель может подумать 
0б этом сам; чему, например, равен 
остаток от деления числа Сйона 4: 
единице или трем?) Мы ограничимся 
тем, что расскажем об одном удиви- 
тельном, до конца не объясненном 
нами явлении. 

Начием с некоторых вычислений. 
Пользуясь формулой биномиальных 


коэффициентов (см. $ 1, формула (2)), 
получаем 


С: =2, 

С1=6, 

С = 70, 
С%5 = 19870, 


С} = 601 080 390. 


(Все знают, конечно, что 1, 2, 4, 
8, 16, 32,... — это последовательные 
степени двойки.) Сами полученные 
числа ничем особенным не приме- 


` чательны, их последовательные раз- 


ностн, однако, обнаруживают пора- 
зительные свойства. Посмотрим на 
них: 


6—2=4=22, 
70 —6 = 64 = 25, 
12870 70 = 12 800 = 9°.25, 
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601 080 390 — 12870 == 
= 601 067 520 = 2!?. 146 745. 


Мы видим, что эти разности делятся 
на высокие степени двойки — на- 
столько большие, что вряд ли это яв- 
ление случайно. Действительно удает- 
ся доказать теорему, объясняющую 
сего хотя бы частично. 

Теорема 5. Если п>|, то 
число | 
ет —] 


2п 2 
би = Спа — С 


2п 
делится на 2274®. 


Замечания. 

Предположение о том, что п>1, 
существенно, так как @, равно 4 н 
не делится на 221+? = 24 = }6. 
2°. Можно ожидать, что а, при 
п>>| делится даже на 931: это верно 
при п==2, 3, 4. Но доказывать этого 
мы не умеем. 


Доказательство. Начнем 
с общего замечания, что если число г 
нечетно, то С.» делится на 2”. В са- 


мом деле, поскольку г нечетно, а 2” 
не имеет простых’ делнтелей, кроме 
двойки, то числа ги 2" взаимно просты 
и нужное нам утверждение следует 


из теоремы 3. 
Теперь положим 
97" вт 2.2 
Р(х) = (1+ Де. 
Многочлен Р (х) содержит х?7 с коэф- 
оп эп —1 
фициентом Сл+: —С»„ =, (здесь 


мы пользуемся тем, что п>1: при воз- 
1—х?)=1-(—х? ь 
ведении (1-—х“)=1-+(—х*}) в степень 
-эй— 
2" мы получим с коэффициентом С 
п п-1 п-Еоп 
не Хх? ,а(—х?)?  =(—1) 2х2, чис- 


р равно 1 при >] и 
ан П=1]). 


пб 
ло же (—1[)? 
равно — | 


С другом ‘лены, 
Рю "т = 
ах" = 
= (1-х) (Ех)? — 


- (1-х). 
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В то же время 
(Ех) (1-х = 


= (1+) (1+(—2))”" = 
=1+ бя + Сида + 


++ СХ ... + и 
—1 — С} (—х) — С. (—х*)*— 
Си( хр... ("= 


(так как (—х)* равио х“ при четном 
к и равно --х® при нечетном Е) 


=2 Пе в сих = С°, х- 
Вт в х 2 | } 


Подчеркнем, что в получившийся мно- 
гочлен х входит только в нечетных 
стененях. 

Мы хотим знать, с каким коэф- 


из 
фициентом входит х? в Р(х), т. е. 


в произведение 
(ЖЕ 2" 1-х) = 
=2(1-- Сих + С2х + 


+ С 4... 9 х?") х 
х (С'их + Се Сы + 
№ Е ты 


Очевидно, х*” может получиться при 
п 

перемножении х? 71 из первого сомно- 

жителя их из второго, при перемно- 


жении х?”-3 из первого сомножителя 
и х3 из второго и т. д. Таким обра- 


п 
зом, коэффициент в Р(х) при х’, 


равный, как мы знаем с,„, равен 
также 


Ре, 
к. =" В с. 


Как мы знаем, 


Сб. АЕ 


каждое из чисел 


! п —| 
С», вит ава делится на 
2". Поэтому каждое слагаемое в скоб- 
ках делится на 27.27 -= 22"; кроме того, 


двойка стоит перед всем выражением, 


н к тому же каждое слагаемое в скоб- 
ках встречается два раза. Таким обра- 
зом, а„ делится на 21"+?, что и тре- 
бовалось. 

Итак, странный феномен дели- 
мости чисел ©о„ на высокие степени 
двойки в какой-то степени объяснен. 
Но нечто подобное наблюдается и 
если заменить двойку тройкой, пя- 
теркой, семеркой. Действительно, 


С} —С! = 84 —3=:81= 31; 
С, — С3 =. 4686 825 — 84 = 
== 4 686 741 -- 37.2143: 
С! — С; = 
=2306 279 447 501 851 002 720 — 
— 4686 825 = 
=: 2306 279 447 501 846 315 895 = 
-- 3.39 057 044 954 291 855; 
С; —0С!:=43130—5- 
= 43 125 — 55. 69; 
Сь— С! = 85900 584 —7 = 
=. 85900 577 = 75.5111. 


Короче говоря, по-видимому, верно, 
что прн простом р число 
рп—1 


п 
Соя Е С я 


делится на высокую степень числа р. 
Но как это доказать, мы ие знаем. 

Кстати, если р не простое, то ни- 
чего подобного не наблюдается. На- 
пример, 


С! — С} = 1820 —4 = 1816 
не делится даже на 47; 
С — Сё=1 947 792 — 6 = 
= 1947 786 не делится даже на 62. 
Мы полагаем, что кто-либо из чита- 
телей «Кванта» сможет разобраться 


в этом сложном вопросе арифметики 
бнномнальных коэффициентов. 


Кум. тпссгою.ги 


СЛУЧАЙ 
 ДЕДЕКИНДОМ 


Автор нанболее широко 
распространенной теории 
иррациональных чисел 
Р. Дедекинд умер, кек ыз- 
вестно, 12 февраля 1916 го- 
дв в возрасте 84 лет. 

Однако еще в 1904 году 
в «Книжке памятных дат 
для математиковю, опубли- 
кованной в качестве при- 
ложения к каталогу изда- 
тельства Теилег н пред- 
назначенной для участни- 
ков третьего международ- 
ного математического кон- 
грессаа состоявшегося в 
Гейдельберге в том же 
году, был стмечен под да- 
той 4 сентября 1899 г. 
..день смерти Р. Деде- 
кинда. 

Последний не замедлил 
написать письмо составите- 
лю упомянутой книжки 
примерно следующего со- 
держания: «Глубокоува- 
жаемый коллега! В Вашей 
содержательной «Кныжке 
памятных дат» Вы любезно 
вспомнилы и обо мне. Я 
очень благодарен Вам за 
это. Разрешаю себе, одна- 
ко, обратить Ваше внима- 
ние на то, что в указании 
даты моей смерти по 
крайней мере год, должно 
быть, указан неверно». 
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ЗАДАЧНИК КВАНТА 


Ф29. Найтм скорость 
испарения 
с единицы поверхности воды 
в вакуум при температуре ` 20° С. 
` {Давление насыщенных паров \ | 
прм этой температуре АА 4 


равно 147,5 мм рт. ст.] А АХ 
За какое время испарится у}: 
в комнате вода, 2х 
налитая доверху 
в обычное чайное блюдце! 
Испарение небольшого 
количества воды 
практически не меняет 
в комнате влажность воздуха, 
равную 70%. 











Рис. 1. 


ФЗО. В кнноаппарате и кинопроек- 
торе проходит 8 кадров в секунду. 
На экране движется автомобиль с 
колесами, реальный диаметр кото- 
рых 1 м. Изображения колес делают 
2 оборота в секунду. Какова ско- 
рость автомобиля? 

Г. Л. Коткин 


ФЗ1. Как световое давление ориен- 
тирует относительно Солнца косми- 
ческий корабль сферической формы, 
одна половина которого зеркальная, 
а другая — черная, полностью пог- 
лощающая нзлучение Солнца? 
Центр тяжести корабля находится 
в центре сферы. 

П. Л. Капица 


ФЗ2. На поверхности воды пла- 
вает дёревянный брусок квадратного 
сечения. Какое из двух положений 
равновесия, показанных на рисунке 1, 


будет устойчивым? Плотность ма- 


-териала, из которого сделан брусок, 
равна’ половине плотности воды. 
$33. По гладкому горизональному 
проволочному кольцу могут сколь- 
зить без трения две бусинкн с массами 
т: и ть. Вначале бусинки были сое- 
динены ниткой и между Ними находи- 
лась сжатая пружинка. Нитку пере- 
жигают. После того, как буснники начи- 
нают двигаться, пружинку убирают. 
В каком месте кольца бусинки столк- 
нутся в одиннадцатый раз? Бусинки 
сталкиваются абсолютно упруго. 
4^ 
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ФЗ4. На рнсункс 2 изображена ка- 
пельная электростатическая машина 
(генератор ‚Кельвина). Из трубки в 
полый изолированный  металличес- 
кий шар радиуса Ю падают кап. 
воды, заряженные ло потенциала ‹. 
Как зависит предельный потенциал 
до которого может зарядиться шар, 
от высоты падения капель? 


$35. Спутник летит на высоте 
300 км. Какие неподвижные предме- 
ты можно рассмотреть на фотографии, 
сделанной со спутника, если врем 
экспозиции составляет 0,2 сек? 


М26. Предположим, что в каж 
дом номере нашего журнала в 32- 
дачнике «Кванта» будет пять задач 
но математике. Обозначим через К(х, у} 
номер первой из задач х-го номера 
журнала за иу-й год (например, / 
(6.1970)=26). Напишите общую фор 
мулу для Их, у) для всех х, и(1<5х=5 
=—12, у—=1970). 

Решите уравнениеКх, у)=у. 


М27. Докажите, что если 








а Ь с 
в—с Ев а—6 =0, то 
а. [А | с я 
Бо Теа Ге — 


М28. а) Из 19 шаров 2 радиоак- 
тивны. Про любую кучку шаров за 
одну проверку можно узнать, нмеется 
ли в ней хотя бы один радиоактивный 
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шар или инет (но нельзя узнать, сколь- 
ко таких шаров в кучке}. Доказать, 
что за 8 проверок можно выделить 
оба радиоактивных шара. 

6) Из П шаров 2 радиоактивны. 
Доказать, что менее чем за 7 прове- 
рок нельзя гарантировать выделение 
обоих радиоактивных шаров. 


ХХХ Московская математическая 
олимпиада 


М29. л одинаковых монет лежат 
на столе, образуя замкнутую це- 
почку (см. рисунок). Сколько обо- 
ротов сделает монета М такого же 
размера за то время, пока она один 
раз обкатится по внешией стороне 
всей цепочки, как показано на рисун- 
ке (монета М=:2 коп.)? 

Как изменится ответ, еслн монета 
М будет иметь раднус, отличающийся 
в А раз от радиуса каждой из монет в 
цепочке? 


МЗ0. Докажите, что № точек на 
плоскости всегда можно покрыть не- 
сколькими непересекающимися кру- 
гами, сумма диаметров которых мень- 
ше М! и расстояние между любыми дву- 
мя из которых больше 1. (Под рас- 
стоянием между двумя кругами по- 
нимается расстояние между их бли- 
жайшими точками.) 


В.И. Арнольд 
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МИТ 


Эти буквы обозначают: 
МОСКОВСКИЙ МАТЕМА- 
ТИЧЕСКИЙ ТЕХНИКУМ. 


До настоящего времени 
ММТ был единственным 
средним учебным заведе- 
нием, готовящим  специа- 
листов по прикладной ма- 
тематике. С осены 1970 го- 
да начнется подготовка по 
зтой специальности в од- 
ном из  пенинградских и 
одном из  днепропетров- 
ских техникумах Мини- 
стерства приборостроения, 
средств автоматнзации м си- 
стем управления СССР. 

Срок обучения в ММТ: 
для окончивших 8 классов 
средней школы —2 года 
10 месяцев, а для окончыв- 
шых 10 классов —{1 год 
10 месяцев. Успешно окон- 
чившие техникум получают 
увлекательную м необхо- 
димую для народного хозяй- 


ства специальность — вычисли- 


тель-математик. Он сможет 


` работать в вычислительных 


центрах, отделах м лабора- 
ториях при заводах, страсле- 
вых объединениях вычисли- 
тельной техники и конструк- 
торских бюро. 


Но самое главное — вы- 
пускники ММТ овладевают 
математической культурой в 
очень высоком смысле этого 
слова. 


В 1970 году состоится 
очередной набор в ММТ. 
Приемные экзамены по ма- 
тематике (устно) м литерату- 
ре (письменно) начнутся 
1 августа. Еслм Вас интересу- 
ет прикладная математика и 
вы хотите получить сведения 
с ММТ, сообщаем вам его 
адрес: 

Москва Е— 43, Нижняя 
Первомайская, д. 14, Мос- 
ковский математический тех- 
никум Министерства при- 
боростроеныя, средств авто- 
матизации м систем управле- 
ния СССР, телефон: 165— 
64—72. 


К сожалению, общежития 
в техникуме пока нет. 


Км. госсгпю.ги 
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Вступительные экзамены 
по математике в Московском 
институте стали и сплавов 1969 года 


Требования, предъявляемые на экзаменах 
по математике к поступающим в Московский 
институт стали и сплавов, типичны для боль- 
шинства технических вузов. 

На факультетах МЧМиС (металлургин 
черных металлог и сплавов) и МЦРМиС 
(металлургни цветных. металлов и сплавов) 
профилирующими дисциплинами являются 
математика пнсьменная, физика и химия, 
на факультетах ФХ (физико-химическом} и 
ИМИ (полупроводинковых материалов н 
приборов) — математика письменная и усг- 
ная и физика. Конкурс на все факультеты 
проводится раздельно. 

Отметим, что около 19% {179 человек) 
новэго состава студентов было набрано в про- 
мышленных центрах: Бекабаде, Волгограде, 
Запорожье, Норильске, Орске, Череповце. 

Содержание билетов для письмеиных н 
устных экзаменов строго соответствовало 
программам по математнке для поступающих 
в вузы. 

Разберем один из варнантов, предлагав- 
шихся на факультетах МЧМиС и МЦРМиС. 


Вариант 1. 
1. Решить уравненне 


х х 
36? —5- -{- с056с —5- = 1б сх. 
2. Решить неравенство 
Зх? —- 2х — | 
@-- в. < 0. 


3 Упростигь 


в та тет] 3] и. 
| О А ее Иа | | 
, 


4. Пусть Е — середина стороны АВ тра- 
пеции АВСО (ВСТАР). Доказать, что пло- 
щадь треугольника ЕСО равна половине пло- 
щади трапеции АВСО. 

5- Куб с ребром а вписан в правильную 
четырехугольную пирамиду так, что четыре 
его вершины находятся на боковых ребрах, 
а четыре другие вершины — на основании 
пирамиды. Боковые грани пирамиды накло- 
нены к плоскости основания под углом а. 
Определить объем пирамиды. 

Решение 
1. Определяем ОДЗ уравнения: 
хи лЁ (1-=0, +1, ...}. 
Приступаем к решению уравнения. Имеем 
1 1 с0$ х 


эаиснект. == о кий 1 Е 
да Х 6 эпох * 
м” —5- 





< -- — 
<05° 9 
откуда 


] со х 


х == 16 тх 


мы 
5 2 








или 


4 16 ©с05 х 
8х — зтх 





Поскольку зт х5ё0, получаем 


Ат х со х —= [ 


или 


1 
яп 2х == 5 -, 





огкуда 


2х =- (—1)" -5- |- ла, 
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или 


дл 
х == (—1)7 -5+-5- 5 
(2—0. Эа). 


Полученные решения входят в ОДЗ урав- 
нения. 


Ответ: х=(—1)" 5 + г 


(п= 0, +1, ...). 


2. Для решения перавенства 
Зе — 2—1 
1—1) 

заметим, что дробь будет отрицательной, если 
нислитель н знаменатель ее нмеют разные зна- 
ки. Таким образом, это неравенство равно- 
снльно двум системам неравенств: 

[| 3%? — 2х —1> 0, 

| вп <о0 


< 0 


нли 
За — 2—1 < 0, 
15 (х— 1 > 0. 


Решая эти системы, находим  соответст- 


венно 
] 1 
х< =, х> 1. — = << 
9<х—1 <, х—1> 1, 
то есть 
] 1 
х<——,х>1, —— <<, 
неа, х> 2. 
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Вторая система решений не имеет, а решением 
первой служнт интервал | <хж2. 


Ответ: 1<х<2. 


3. Находим прежде всего допустимые зна- 
чения ан $: 


а—0, 6—0. а#-5. 


Заметим, далее, что 


3. 
ар Уна [Ув 5). 
Учитывая, что о-+650С, н, сокрашая дробь 


на Уа + уз ‚ получим 


у’ А 317 1/» 
[ео (НУ а. Е 
+ : 


= Ве 0+ (272) = 
=2 (а 2 Ма 1)“ = 
=2 [(Ма- 1)" = 2СУа+ 1). 
4. Дано (рис. 1): АВСР — трапеция, 
АБ=ЕВ. 
Доказать: 


] 
ЗЕср =-5 ЗАвсь. 


Доказательство. Проведем сред- 
июю линию ЕР трапеции. 
Тогла$ двер=ЕР.Н, где Н— высота тра- 
пеции. С другой стороны, 
, Г 
Зксь = 5вср | Зквр = -5` ЕР | 


на д. 
— ЕР р = ЕЁ.Н. 


= 


| 


„Поэтому 


1 
Зкср = 5 Злвсь. . 


5. Прежде всего заметим, что вершины 
нижиего основания куба лежат на диагоналях 
осиования пирамилы (проекциях боковых ре- 
бер) и что -=ЕТО-=а (рис. 2). 

Обозначим сторону основання пнрамнды 
через х. Из дЕОТГ находим высоту ЕО пи- 
рамиды: 


х 
ЕО = ОТ-14ва == 26а. Далее из подобия 


треугольников ЕО.К, и ЕОС имеем ЕО: ЕО== 
=0,К,:ОС или 





х ау? 

к 2 

ба а 
5 18а ны 


откуда + 241+“) 


в а 


Объем пирамиды ЕАВСО равен 


1 в 1 
У=х 5 Ша=-в Зща = 


4 рама 
о" на 


л 
. 82 аз созз (« =) 
З яп? а со; @ | 


ыы. д 
_ 16 У? в? созз (с _—) 
З;т 2а па 


Куапетссте.ги 





Ответ: 


16/2 а? созз (а -=) 


Зыт 24а ут а 


Разберем теперь один из варнаитов, пред- 
лагавшихся на письменном экзамене иа фа- 
культетах ФХ и ПМП. 


Вариант 2 
1. В шар радиуса А вписана четыреху- 
гольная пирамида, боковые ребра которой 
наклонены к плоскости основания под углом 
&. Определить объем пирамиды, если в ее 
основании лежнт прямоугольник с углом В 
между днагоналями. 


2. Решить уравнение 


И? эт 10х + эт 2х = соз 2х. 
3. Решить неравенство 
10бзх +4 < 1. 
4. Упростить выражение 
(ох а-х 
тде х=4(а—1), причем 1 <а< 2. 


Решенне 


1. Плоскость основания пирамиды пере- 
секает шар по кругу (рис. 3). описанному 
около основания АВС. Высота пирамиды 
пройдет через центр О шара и через центр 
О, этого круга, так как все ребра наклонены 
к осиованию под равными углами. Плоскость, 
проходящая через диагональ основания АС 
и вершину Е, пересечет шар по большому 
кругу, описанному около днагонального сече- 
ния пирамиды АЕС. Из дАЕС, где ХАЕС= 
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—180° — 2, по теореме сниусов находим, что 
АС—2В чт (180°—2а)=28 зт2а. Поэтому 


[ 
АО; =  4АС= В яп 2а. 


Из ААЕО, определим высоту пирамиды: 
ЕО, = Н = АО, ва = Юзт 2а 4 а. 
Площадь основания пирамиды равна 
Злвер = 2 (5ло,в + Зво,с) = 


1 . 
= 2 ^01 мВ -- 
1 
+5 40? т (180° — в ы 
= 282 $11? 2а уп В. 
Объем пирамиды У будет равен 


= 9-28 $11? 2а 5 В.Ю эт 2-18 а = 


2 
== —- В 5118 20 16 а зт В. 
Ответ: 
2 Е : 
у == 23 5113 20, 15 © чт В. 


2. Заметив, что 
с0$2х — чп 2х == 


= яп (= - >») — зп 2х = 
= к 
= У? эт (+—>) : 
перспишем уравнение в виде 
У? зтиох =: М2 эт (+ В *) 


ли 


5ит [0х -- чт (2 — и — 0, 
откуда 
. д ` л\° 
$т (6 — 3) << 4х -{- а 0. 


Приравнивая нулю каждый из сомножителей, 
получим 


= к (ви 1) (1 =0, 1, ...), 
л 
ха: ще (ВЕН 0, +1, ...). 
3. Рассмотрим два случая: ЗхЕ4З и 


0<3х-|-4< 1. 
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Куаги.госспе.ги 


В первом случае получим 


Зх4>Т, х> —, 
< Зх--4, или {< Г <х<4, 
ж>0 хо, 


откуда находим 
—<х<0, 0<х<4. 
Во втором случае имеем 
О< 3+ 4<1, 
х? > 3х4, 
х3>0 


ин 


4 
< <-Г, 


х<—Ь х>4, 
хэ0, | 


откуда получим 


4 
<< Ь 

Ответ: 4 
553 “= 


—1<х<0; 0<х<4. 


При решении этой задачи многие не учи- 
тывали условия х50 и потому вместо двух 
последних интервалов получали —1<х<3. 

4. Имеем 


(арх) р заРЬ. ВНИИ 


Уа+ Ух 





| 
Ик уЕ > 
1 
— Ув-ю+2Уа-т+! 
| 1 
ИП  Уа-т+и 
(ии. 


Иа Ух 





| 
- Иа—2Иа— 
ПЕНЫ НН 
Ив-и+2 Уа]т+! — 
| 


ИСИ 








] . И 
1 Чаи, 
поскольку 1<а<2, те. Иа 1<1. 
Окончательно получаем 
(«+ х'*)— 4 (а— х')- У, 
1 | 2 


= —=——_— 








——————д 


При решеини этой задачн многие забы- 
вали про условие 1<а<2 н потому ошиба- 
лись при извлечении корня. 

Письменные экзамены показали следую- 
щие наиболее слабые места у поступающих: 


1} Все еще миого ошибок допускается при 
уярощении алгебраических выражений: абни- 
турненты плохо владеют действиямн со сте- 
пенями, ошибаются там, где надо пользо- 
ваться определением арифметического корня 
{см. задачу 4 из разобраниого выше варн- 
анта 2). 

2) У миогих поступающих нет свободного 
владения тригонометрическимн формулами, 
в результате чего`возникали ошибки при ре- 
шении тригоиометрической задачи или же 
избирался далеко не самый короткий путь 
решения такой задачн. 

3) При решении неравенств допускались 
ошибки, связанные с незнанием как свойств 
неравенств, так и свойств функций. Очень 
часто, например, абитуриенты не учитывали 
ОДЗ входящих в неравеиство функций (см. 
задачу 2 из варнанта 1, задачу 3 из вари- 
анта 2}. 

4) При решении стереометрических задач 
часто камием преткновения служило незна- 
ние основных понятий стереометрин. Напри- 
мер, часто поступамлие иеправильно нахо- 
дили линейный угол двугранного угла, осо- 
беино в тех случаях, когда надо было стронть 
линейный угол двугранпого угла между смеж- 
ными боковыми гранями пирамиды. Миогие 
ошибочно считали, что линейным углом будет 
в этом случае угол при вершине лежащего в 
основании пирамиды мпогоугольника. 

Попробуйте теперь сами решить некоторые 
задачи из других вариантов вступительных 
экзаменов. 


Задачи, предлагавшиеся на фа- 
культетах МЧМиС и МЦРМиС 


1. Преобразовать в произведение 


эт 4“ чт За — 
_ п 2а-хта. 


п Зосми 4х + 


Куай.глесте-ти 


а 
2. Найтн 4 —5_› если за с0$ = 1,4; 
0<“< 45°. 
3. Доказать тождество 


Еве = $ (+ 2а) : 


х 


3 
4. Вычислить 18 51 —-х $11 —5-, 


вели с05 х = 5. 


5. Доказать равенство 


со$ 10° 
Я 208 — 2 5% 70° = 1. 


6. Решить неравенство 
3*+1 + 18.3% < 29. 
7. Решить уравиение 
оба (4* + —х+4=1юв, 17. 
8. Решить неравенство 
5х — 3 
105 ве 0. 


9. Решить неравенство 


15 
ЕЕ 


10. Решнть систему уравиеннй 
х 3 
-5 + =7,5, 
7 у 
ей 


11. Решить систему уравнений 


3, 3, —- 
у Е у =: 2,5, 
хи-=9. 
12. Решить систему уравиений 
2 10а х = 10ба # = 3, 
| 1овь х — Ювъу = Г. 
13. Найтн все действительные значения 
а, при которых снстема уравнений у 
7 ХЕ — РЯ = | р 
\ и=ах 
нмеет действительные решения. 
14. Найтн все значення а, при которых 
трехчлен 
{20° — 1} 21-2 (а -1)х |-2 
будет положителен при вех  дуйсавитель- 
ных значениях х 
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15. Найти, при каких зиаченнях а ре- 
шение снстемы 
х+у= 3, 
ах -- 49 =6 
удовлетворяет неравенствам х>1, у>0. 

18. При каких значеннях а уравнения 
32 хХа=0и4х1 + 8х Ра-=0 обз имеют дейст- 
вительные корин? 

17. В каком промежутке должно нзме- 
няться число т, чтобы оба корня уравнения 
х—9тх+т?—1=0 были заключены между 
—2и4?. 

18. Доказать, что если медиана н высота, 
проведенные из одной вершины треуголь- 
ника, делят угол на три равные части, то 
треугольинк — прямоугольный. 


19. Доказать, что в правнльном пятнуголь- 
нике один из отрезков пересекающихся днаго- 
налей равен стороне пятиугольннка. 


20. Треугольннк АВС вращается вокруг 
биссектрисы АР. Доказать, что площадн по- 
верхностей, описанных при этом сторонами 
АВ н АС, относятся, как объемы, получен- 
ные вращением частей АВР и АСР. 


21. Доказать, что если в усеченный конус 
можно вписать шар, то объем конуса равен 
произведению его полной поверхности на 1/6 


высоты. 
22. Доказать, что объем конуса равен про- 


изведенню его полной поверхности на 
радиуса вписанного шара: 


Задачи, предлагавшиеся на фа- 
культетах ФХ и ПМП. 


23. В цилиндр вписан прямоугольный па- 
раллелепипед, у которого одна из сторон 
основания равна 6. Диагональ параллелепи- 
педа образует с плоскостью основания угол с, 
а с боковой гранью, проходящей через дан- 
ную сторону основания, угол В. Определить 
боковую поверхность цилиндра. 


24. Определить объем правильной четы- 
рехугольной пирамиды, боковое ребро кото- 
рой равно 1, а двугранный угол между дву- 
мя смежнымн боковыми гранями равен В- 

25. Вычислить без помощн таблиц 


1 93° — 4 27° — 1063° +1181”. 


26. Решить уравнение 
а 2 — с05х — чпх 
= | — зтх 
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мал госсттюти 


27. Решить неравенство 


и 
[х| < Г. 
28. Решить неравенство 
х— 2 —|х--2 
1—2 +21 


х—1 
29. Решить неравенство 


4 
| \№ю6.105 ха —— 
(>) 3 о,2( 5 ) <Г. 
30. Решить неравенство 


3х —1 





31. Решить неравенство 


108; 21082х 2108 (4х) > 1. 
32. Доказать, что при п < а< 213(п`>0) 
(Ул У Иа—муа=м): 
| 1 
{ УЕ УТ УТУ. 


1 
= 
| УЕЕТЕУЕЕЕ) 
— 10182 -Н& (Уг+Уа-+л). 
33. Решить уравнение 


Уз ьх + ИУ—ьх = У 2аьх 
прна>0, 6>0. 
34. Упростив, решить уравнение 


(ИЕЕНУХ +9 @&—Уй=Т) _ 


ное е-1\*^ 
10ба Хх 
= Их —1 ее —10вь). 
35. Решить систему уравнений 
| 31 х| — бу = 3, 
2х--|и|=И. 


36. Доказать, что 


НЕЕ НЕТ ЧЕ Е 
2-21. ЕР 2—2 | 
2—1 2 2'& 1 
— АИС РЕНИ д 
2-2 | 2 
=1-4+ 124 4 2-5 — 168. 
37. Прн каких значеннях параметра -Ё 


уравнеиие Г Уха щЕ= И—1 
нмеет действительные решення? 
В. В. Гольдберг 


Го 


ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 
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Вступительные экзамены 
по математике в Московском 
авиационном институте (МАИ) 1969 г. 


В большинстве ВТУЗ ов страны проводятся 
два вступительных экзамена по математике: 
одии устный, а второй письменный. В МАИ 
проводятся также два экзамена, но оба они 
письменные. 

Первая письменная работа содержит 
один теоретический вопрос ло геометрии или 
трнгонометрни, две задачи по геометрии ин 
два прнмера, в том чнсле одно уравиенне, 
по тригонометрии. 

Вторая письменная работа содержит 
одни теоретический вопрос и четыре примера 
или задачи из алгебры. 

Приведем теперь типовые варианты по 
геометрин, тригонометрии н алгебре. 


Варнант 1 


1. Доказать теорему об измереини угла, 
вершина которого находнтся внутри и вне 
круга. 

2. Доказать тождество 


(« 20 +=) (с0$ < — пт а) = 


= Изо (4-—«). 


3. В трапецни АВОСЬ сумма углов при 
основанин АД равна 90°. Ннжиее и верхнее 
основания равны соответствеино 7 н 3. Оп- 
ределнть отрезок, соединяющий середнны ос- 
нований. 

4. Две взаимно перпендикулярные обра- 
зующие прямого кругового конуса делят ок- 
ружиоств основания в отношении 1:2. Найти 
боковую поверхность конуса, если высота 
его равна Й. ` 

5. Решнть уравнение 


45112 х -|- $ес (Зл -Р х) =1. 


Варнант 2 


1. Вывод формулы суммы п членов гео- 
метрической прогрессин. 


2. Найтн комплексиое число 2==х-Нй/, если 
|238 — 2 =341. 
3. Решить уравненне 


Юйз (1062 х — 1) = 5 ы 


4. Двое вышли одновременно из М н № 
навстречу друг другу. Онн встретнлись в 
50 м от М, а затем, дойдя до М и М, пошли 
обратно и вновь встретились в 25 м от М. 
Найти расстояние ММ, если известно, что 
они двигались равномерио н непрерывно. 

5. При каких действительных значениях 
параметра ги корни уравнения 


Уяр и 
2 


действительны и имеют разные знаки? 
Решения 


Вариант 1 


2. Преобразуем левую часть следующим 
образом: 


1 + за 2а 
с05? @, — 5112, 


+ (2—2 ) 


{с05 & — “пт 0.) = 





с05 & | ма 


И 2 со5? (+ — ) В 
У? (57 с05 @ -- а ча 
В 2 СОЗ (+ — “) 


й У? соз (+- “) 





= И 2соз |“ ыы “) г 
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Рис. 1 


3. Изобразнм транецию с искомым отрез- 
ком ЕР инродолжим ее боковые стороны до 
взаимиого пересечения в точке М (рис. Е 
Продолжение прямой ЕР также пройдет че- 
рез точку М, так как М.Р будет медианой 
полученного /^\, АМО. По условию = АМО== 
=180°`—.- А-- = О==90°. Из свойства медианы 
прямоугольного треугольника следует, что 


Г | 
МЕ = о АБ н МЕ = — ВС. 


Многие пе использовали этого свойства ме- 
днаны и непытывали затруднения в решенин 
задачи. Между тем нетрудно сообразить, что 
прямой угол опирается на днаметр окруж- 
настя, описанной около треугольника. Центр 
такой окружности лежит па середине гипоте- 
нузы, т. е. в осповаини меднаны. Следователь- 
но, МЕ ин АЕ равны как радиусы. Отсюда 
вытекает указанное выше свойство. Далее 
легко найти искомый отрезок: 


ЕЕ == МЕ — МЕ == -5^ (АО — ВС) 


=> -3) = 2. 
ъ 


4. В обозиацениях рисунка % боковая по- 
верхность конуса 


$бок =— д.ЛО. 4$. 


Обозначим А5=В5==х. Тогда, Так как 


=—АУВ прямой, АВ= ХИ, а ас Е 
По условню =А ОВ==120°, следовательно, 


= йОС-==60” + 


_АС х 2-2 / 
№2. ще хи =. 
51 60 2. ИЗ 3 


Высота конуса 
= ИЖ Аб 
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ВЕНЕ 


Е НЕЕ 


я 
: 
1 


Е: 2 а = < МАРЕ 
ре а 


Отсюда найдем х=йИ 3, а АО=АУ 9. 
Боковая поверхность конуса будет 


$бок == дй У?2-в Уз — лй2 5. 











5. Имеем 4 зш? х— =|, где с0$ х70. 


сх 


т: бе а. Приводя к общему зна- 


менателю, получим 
4 $51 х.с05 х — | =- с05 Хх, 
4(1 — со$? х)-созх -= Г с05х 
нли 
(1 -|- с05 х) (4 505? х -—- 4 со х 4-)--0 

и далее приравнигаем каждый из сомпожи- 
телей нулю. Здесь многяс не выпоснли общий 
множитель (1-|-со5х) за скобку, а раскры- 


вали скобки в предпоследнем выражении н 
приходили к кубическсму урависнию 


4 с053х — Зе05х || ==0. 


с решением хоторого не справились. 
Одиако простые кубичные уравнения, та- 
кие, которые решаются разложением на мно- 
жители, могут встречаться на встунительных 
экзаменах, и их иеобходимо уметь решать. 
В дациом случае выразим | как размость 
чисел 4 н 3 и представим уравнелие в виде 


16053 х — Зс05х -* 4—3 =0 
Груианруя, запишем 
$ (сз х 1) —З (0х6 П-=0, 
а затем 


(ый хостовх 3] = 





55 2. 


или 
(созх -+ 1) (4605 х — 405 х + 1 =0. 


Получнли то же, что и в первом варианте 
решения. Далее, 


1) созх-Г= 0; сх=-]н 
1 = д (28 - 1); 


1 
9) (2 созх — 12 =0; 05 Х == 5 


л 
И 2з= = + 22А. 


Варнант 2 


2. В этом примере основная трудность 
заключаегся в правильной записи модуля 
комплексного числа. Здесь комплексное число 
2=:х-Ьщ, а комплексное число 2-НЗЕ==х-- 
-Ни--З==х--(у--З)Г. Модуль последнего | 2 + 
+34==И хН(у+3)?, а его квадрат |2-НЗй?= 
=х8-{ (и 3}. Таким образом, имеем 


х-{- (и-- 3) — хи =3-4 1. 


Два комплексных числа равны, если равны 
их действительные части и коэффициенты при 
мнимых частях. Следовательно, 


Г Ри 3*—х=3З, 
[и=—2. 


Решая систему, найдем х.=—Ё и х.=9. От- 
сюда получим два комплексных числа: 
21—=—1-—21 и 222—201. 

3. Используя осиовное логарифмическое 
тождество, получим 


103 (10 х — 1) =2. 


Далее многие допускали ошибку, а именно 
логарифмировалн степень, выкося показатель 
степени скобки 2 за знак логарифма, н сокра- 
щалн уравнение на двойку. Такое преобразо- 
вание в даниом случае приводит к потере кор- 
ня, так как после логарифмирования выражс- 


мие в скобках может быть лишь положитель- 
ным, в то время как в исходном уравнении 
оно могло быть и положительным н отрица- 
тельным. 

Правильное решение: 


(юпа х — 12 = 9 или | юр х— 1] = 3. 


Отсюда юй.х--!1= 3, что приводит к двум 
решеиням: 
1) 1юя.х=4 и х,=16; 


2) 1овзх==—2 ни х.=-—. 


Оба корня положительны и удовлетворяют 
ОДЗ неизвестного х>>0. 

4. Обозначим расстоянне между Ми М 
через х. Тогда путем ‘первого от А! до первой 
встречи будет (х—50), а путь его от первой 
до второй встречи равен 50-+ (х—25}=х-25. 
Путь второго от № до первой встречи 50, а от 
первой до второй встречи (х—50)--25-=х—25. 
Так как онн двигались равномерно, то отно- 
шение путей первого и второго до первой 
встречи и от первой встречи до второй по- 
стоянно. Отсюда получнм уравнение 

х—50 х- 25 


—я 


О ^ жж 
или (х—50) (х—25) ==50 (х-|-25). 


5. Прежде всего следует заметить, что 
левая часть заданного уравнения, ках ариф- 
метический корень четной степени, неотри- 
цательна. Следовательно, и правая часть его 
должиа быть неотрицательна, т. ©. х--12>0; 
отсюда находим ОДЗ неизвестного: х2» — [ 

Возводя обе части иррационального урав- 
нения в квадрат, получим в областн допусти- 
мых значений х—> — | равносильное ему урав- 
нение 


2 (52 — х— 20? Эт -р 8) = 2х || 
или 
х? — 4х — 4т? | Чин 3 =0, 
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| в. 
| - + _ 
Рис, 3. А | | | 
корни. которого 
ха =2 + У 4 —4т—3= 
=2 = (2т — 1), 


т.е. х = --2т и х, =38—2т. 


Полученные корни будут действительны 
прн всех действительных т. Для иайденных 
значений корней необходимо потребовать вы- 
полнения ОДЗ, т. е. 


р 2т > |, еж 
3—2 >= — (т = 2: 
отсюда 


ЩИ 2. (1) 


Кроме того, по условию задачи корни должны 
нметь разные знаки. Это будет в том случае, 
еслн х,-х. < 0 или (1-52) (3—2т) < 0. Пос- 
леднее — перавенство выполняется при 


1 3 
т<-зит>>. (2) 


Сопоставляя полученные результаты (1) и 
(2) на числовой оси (рис. 3), получим, что 
все поставленные условия задачи выполия- 
ются при следующих значениях ле: 


] З ы 
ат — н 5 <т=2. 


Остается отметить, что поскольку ху и 
хз являются решениями заданного уравие- 
ния, то при х=х, н х:=х» его подкоренное вы- 
раженне обязательно будет полным квадра- 
том, а следовательно, неотрицательно. Это 
можно проверить и непосредственной подста- 
новкой. Г 

Типичная ошибка, которую допускали 
70% абитуриентов в этой задаче, заключа- 
лась в том, что не`учитывалась область до- 
пустимых значений х—> — |. 

В. А. Ногаев 


П. Н.Торжков 
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МЕШОК КАРТОШКИ 


В мешке находится кар- 
тошка весом 100 кг при 
влажности 99%. Картошка 
высохла, влажность умень- 
шилась до 98%. 

Каков стал ее новый 
вес? 


ТОЛЬКО ЛИ 2? 


Всем хорошо известны 
следующие равенства: 


2х2=4, 2+2=4; 0-40= 
=0х0=0. 

Подумайте над такими воп- 
росамн: 


1. Существуют ли другие 
целые а иб, что 


а -=а6. 


2. Существуют ли другие 
рациональные числа? 
3. Пусть к тому же 


а--Ьгав =р, 


где р — целое число, р 30, 
р4. Возможно лин это: 


а) для действитель- 
ных а, 6; 
6) для рациональ- 
ныха, 6. 
№ У 


1. Натуральное — чнело 
не делится ни на 2, ни на 3, 
ни на 5. Найти остаток от 
деления 4-й степени этого 
чнсла на 480. : 

2. Двое купили однйако- 
вые блокноты: первый 5 шт, 
второй 31 шт. Сдача первому 
с пяти рублей содержала 
столько рублей и копеек, 
сколько копеек н рублей 
соответственно содержала 
сдача второго с `25 руб. 
Сколько стоит блокнот? 
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Механическое движение очень рости от времени. Что можно узнать 
удобно изображать на графиках. из такого графика? 


Простота и наглядность их позволя- Прямая [. параллельная осн (, 
ют сразу оценивать характер движе- ` - -к 
ния на различных его этапах и ре- В 25 т а 
шать некоторые задачи, не прибегая х  0<х Ох 
к расчетам. ая 

На вступительных экзаменах в 
вузы графики часто используют при и в в 
дополнительных вопросах. Поэто- и < оъл 
му нужно хорошо понимать графики :84 | 
и уметь их анализировать. 


График скорости 


Рассмотрим сначала прямолиней- 
ное движение. Прямую, по которой 
‘движется тело, примем за коорди- 
натную ось х. На ней выберем на- 
чальную точку О и будем определять 
положение тела координатой х, от- 
считываемой от этой нулевой точки 
в одну сторону со знаком плюс, 
а в другую — со знаком минус. Если 
направление движения совпадает с 
положительным направлением оси х, 
скорость тела считают положитель- 
ной, в противном случае — отрица: 
тельной (рис. 11). .; 

Проведем. оси координат и будем 
откладывать по одной из них время 
р, а по второй — скорость У (рис. 2). 
Любая линия в этих координатах вы- 
разит графически зависимость ско- 





Рис. 1, 








характеризует движение с постоян- 
ной скоростью У.. То, что скорость 
положительна, означает, что направ- 
ление движения совпадает с поло- 


жительным направлением оси х. 
Путь, пройденный телом с момента 
1, до момента Ё,, равен по величине 
площади верхнего прямоугольника: 
$=УЬ—&). 

Прямая / 1 на рисунке 2 тоже соот- 
ветствуст равномерному движению, 
но только в противоположном направ- 
ленин (скорость отрицательна). Путь, 
пройденный этим телом за время 
(1-—1,),— положительное число, рав- 
ное по величине площади нижнего 
прямоугольника: $,=\И, (В). 

По графику можно узнать и из- 
менение координаты тела Ах=х.— 
—х.="(Ь—&). В обоих случаях 
оно по абсолютной величине равно 
площади фигуры под графиком ($ или 
$,}, но в первом случае оно поло- 
жительно, а во втором — отрица- 
тельно, так как во втором случае 
хх: и \У,<50 (рис. 3). 

Прн равноускоренном движении 
график скорости тоже прямая, толь- 
ко идущая под некоторым углом к 
оси времени Ё: У =, СЁ (рис. 4). 
Здесь У, — скорость тела при #=0. 
Тангенс угла наклона прямой { к 
оси # равен по величине ускорению 


тела: а=-у = 160. 
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Чем круче поднимается прямая, тем 
больше ускорение. 


Движение, которому  соответст- 
вуст прямая // на рисунке 4,—движе- 
ние с отрицательным ускорением. 
Можно ли сказать, что это «замед- 
ленное» движенне? Можно, но толь- 
ко до момента [,, пока скорость 
ни ускорение имели разные зпаки, 
то есть были направлены в противо- 
положные стороны. При #2>1, абсо- 
лютная величина скорости растет, 
так как направления скорости н ус- 
корения совпадают: они оба отри- 
пательны. 

Подобным движеннем является, 
например, полет брошенного вверх 
камня: скорость его вначале умень- 
шается, затем достигает нуля и, на- 
консц, изменив направление, воз- 
растает. Ускорение при этом ностоян- 
но н равно минус д (сопротивлением 
ваздуха премиебрегаем). 

Путь, пройденный телом с момен- 
та {=0 до момента Ё=#:, равен по 
величине площади трапеции А, а 
путь, пройденный с момента {, до 
момента #.,,— сумме площадей тре- 
угольников В:и С. Изменение коор- 
динаты тела за время #—Ё равно 
разности площадей этих треугсль- 
ников, так как тело вначале двига- 
лось в одну сторону (У>>0), а затем— 
в другую (У< 0). 

Если ускорешие тела не постоян- 
но, то график скорости изображает- 





ся кривой (рис. 5). Ускорение в лю- 
бой момент временн & можно най- 
ти, определив тангенс угла наклона 


касательной к графику в точке с 
абециссой &. 

В этом легко убедиться, заменив 
отрезок кривой маленьким прямолн- 


нейным отрезком. 4 В равен средне- 
АУ 


му ускорению @—б—\у за время 


АЁ. При А!-0 отрезок стремится к 
касательной к графику скорости, а 
среднее ускорение за время АЁ— к 
мгновенному ускорению в момеит 1: 

1, то есть к величине а=49<. 

По кривой на рисунке 5 легко 
определить, что ускорение вначале 
увеличивается (тангенс угла наклона 
касательных растет), затем умень- 
шается, проходит через нуль (го- 
ризонтальный участок) н становит- 
ся отрицательным. 

Мы видим, таким образом, что 
график скорости позволяет понять 
общий характер движення, найти прой- 
денный путь и изменение координа- 
ты, узнать скорость и ускорение для 
любого момента времени, а также 
оценить изменение этих величин в 
прошлом и будущем. 

График скорости можно строить 
и для криволинейного движения 
тела. Если нам известна траскторня, 
то, выбрав одно из направлений по 
траектории за положительное, мож- 
но строить график скорости так же, 
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как мы это делали в случае прямо- 
линейного движения. Знак  ско- 
рости будет означать паправленис 
движения, а величина ординаты — 
абсолютную величину скорости. 
Так, например, при движеини те- 
ла по окружности с постоянной ско- 
ростыю У, графиком скорости будет 
ирямая Г на рисунке 2. Площадь фи- 
гуры под графиком скорости и в этом 
случае численно равна пути, пройден- 
ному телом. Прямая [7 будет харак- 
тсризовать подобное же движение, 
но в обратном направлении (/,<0). 


График пути и график координаты 


Нужно хорошо понимать разницу 
межлу этими графиками. Путь, прой- 
денный телом.— это положительная 
величина, увеличивающаяся вне за- 
висимости от направления движения 
тела, ноэтому график нути не может 
идти вниз н располагаться ниже оси #. 

Координата характеризует по- 
ложение тела относительно выбран- 
ной начальной точки. В процессе 
движения она ‘может увеличивать- 
ся, уменьшаться, проходить через 
нуль. быть положительной и отри- 
цательной. 

Именно так, например, изменяет- 
ся координата при движении тела 
вдоль оси х сначала в одну сторону, 
а затем в другую (рис. 6). Мы видим, 
что итоговое изменение координаты 
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за все время движения равно — 2 м, 
а пройденный за это же время путь 
равен 8 м. На участках, где движе- 
ние не меняет направления (напрни- 
мер, О— х, или х, —х,), измене- 
ние координаты равно по абсолют- 
ной величине пройденному пути. 

Рассмотрим график координаты бо- 
лее подробно. 

Прямая / (рис. 7), идущая под 
углом © к оси Ё, соответствует рав- 
номерному движению, так как за 
равные промежутки времени АЁ те- 
ло проходит одинаковые отрезки коор- 
динат Ах. Тангенс угла наклона этой 
прямой, как легко видеть из рисунка, 
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численно равен скорости движения: 

ее а 
ар 
(в нашем примере движение не меняет 
направления, поэтому изменение коор- 
линаты Ах за время А{ в точности 
равно пройденному за это же время 
путн 45$). 

Чем круче поднимается прямая, 
тем больше тангенс угла наклона ия, 
следовательно, болыне скорость. Точ- 
ка х, на прямой / — начальная коор- 
дината тела. Она характеризует нпо- 
ложение тела в начальный момент 
времени (при #=0). С течением вре- 
мени тело удаляется от начала от- 
счета в положительном направлении 
(х>0 и возрастает). 

Прямая {1 на рисунке 7 тоже соот- 
ветствует равномерному движению, но 
с отрицательной скоростью (в В< 0). 
Тело находилось при {=0 на расстоя- 
нии ху; от начала отсчета. Оно движет- 
ся навстречу первому телу, дости- 
гаст начала отсчета при #==Ё; и про- 
должает движение в отрицательном 
направлении. 

Графики пути для обоих случаев 
приведены на рисунке 8. Это прямые, 
идущие под углами & ин В к осн аб- 
сцисс. 

Ускоренное движение нзобра- 
жается на графике кривой линией 
(рис. 9). ЕсЛи ускорение постоян- 
но, кривая — парабола. Тангенс 
угла наклона касательной к графи- 
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ку координаты равен по величике 
численному значению скорости тела. 
Поэтому, если кривая изогнута так, 
как на участке / (рис. 9), таигенс 
угла наклона возрастает, а, следо- 
вательно, скорость увеличивается; 
если же кривая изогнута так, как 
на участке //, скорость уменьшается. 
Соответствующий график пути при- 
веден на рисунке 10. Пока координата 
тела возрастает, график пути сов- 
надает с графиком координаты; ког- 
да координата убывает. путь возрас- 
тает так, что увеличение пути рав- 
но уменьшению — координаты. 
Следует помнить, что скорость 
тела не может меняться скачком и 
поэтому графики координаты и пути 
не могут иметь изломов. График коор- 





Рис. 41. 


динаты, например, не может быть та- 
ким, как на рисунке 11. В момент вре- 
мени {= скорость при таком дви- 
женин должна была бы скачком из- 
мениться от У =фа до \,-— 4 В, 
что невозможно. 

Решим две задачи. 

1. Два тела, находясь на рас- 
стоянии 5,=3 м, начинают дви- 
гаться навстречу друг другу со ско- 
ростямн У, =2 мдек и У,=1 м/сек. 
Где и когда они встретятся? ! 

Задача легко решается графиче- 
ски (рис. 12). Будем считать, что пер- 
вое тело движется от начала коорди- 
нат в положительном направлении, 
то есть на графике вверх, а второе — 
из точки х,=5. в отрицательном 
направленин, то есть на графике вниз 
(координата уменьшается). Оба дви- 
жения изобразятся наклонными пря- 
мыми линиями, идущими навстре- 
чу друг другу ин пересекающимися в 
точке, соответствующей координате 
н времени встречи. 

Наклон прямых определится из 
условий: #99, =\, ==2, {в В=У,= —1. 
Из графика видно, что встреча про- 
изойдет в точке с координатами 
1=1| сек и х=2 м. 

На экзаменах часто просят про- 
комментировать движение, изображен- 
ное на каком-либо графике, и пока- 
зать (нарисовать), как выглядит гра- 
фик того же движения в других коор- 
динатах. 
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2. По графику координаты (рис. 13) 
начертить примерный график ско- 
рости. 

Графики удобно строить один под 
другим. чтобы можно было сопостав- 
лять их для одинаковых моментов 
времени. Анализ графика следует 
начинать с наиболее простых участ- 
ков (в нашей задаче это [и 5), 
где скорость одинакова и постоянна 
по величине (тангенсы углов наклона 
равны и не изменяются). Изобразив 
эти участки на графике скорости 
прямыми горизонтальными линиями, 
можно переходить к анализу кри- 
волннейной части графика коор- 


динаты. 
Нетрудно увидеть. что на участ- 
ке 2 скорость возраспил итангенс 


угла наклона касательном у величи- 
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вается), на участке 3 — уменышает- 

ся, в точке А скорость достигает 
исходного значения (касательная 
параллельна начальной прямой), 
а в точке В равиа нулю (тангенс ра- 
всн нулю). На участке 4 тело дви- 
жется в обратном направлении, и 
скорость поэтому — отрицательна. 
В точке С скорость снова переходит 
через нуль н затем возрастает до 
прежней величины. 

Для успешного построения гра- 
фиков необходима, разумеется, тре- 
нировка. Ее легко осуществить, ри- 
суя произвольные графики в одной 
снстеме коордннат и строя соответст- 
вующие им графики в другой. 

Попробуйте самостоятельно ре- 
шить следующие задачи. 

1. По графику скорости (рис. 14) 
найдите графики координаты и уско- 
рения. Что озиачают отрицатель- 
ные значения 2? 

2. По графикам координаты 
(рис. 15) начертите графики — ско- 
рости. 


у 





Рнс. [5. 





+ 

3. Что за лвижение изображено 
на рисунке 16 и как оно будет вы- 
глядеть на графике скорости? Пос- 
ле момента [—1, кривая графика — 
парабола. 

4. По графику ускорения (рис: 17) 
начертите графики- скорости, коор- 
динаты и пути. 

5. В первые две секунды тело 
ирошло 4 метра, затем, уменьшив 
скорость. оно двигалось в течение 
4 секунд в том же изправлении и, 
наконец, вернулось обратно с перво- 
начальной скоростью. На протяже- 
нин каждого из трех этапов скорость 
считать постоянной. Второе тело на- 
чало движение секундой раньше из 
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той же точки и двигалось с постоян- 


3 
> у 
ной скоростью = 4 м/сек. По 


трафику пути определите: 1) ско- 
рость первого тела на втором эта- 
пе; 2) время и места встреч обоих 
тел; 3) путь, пройденный первым те- 
лом за все время движения. ' 


6. Два велосипедиста выехали 
в одном направлении с интервалом 
в 10 секунд. Первый в течение 
5 секунд двигался с ускорением 
а,—=2 м/сек, затем с постоянной до- 
стигнутой им скоростью. а после 
выезда второго велосипедиста — 


замедленно [© ускорением а, — 


= — 0,25 м/сек?. Второй велосипе- 
дист двигался с ускорением а.= 
={ м/сек. Как только скорости 
велосипедистов сравнялись, оба про- 
должили движение с постоянной ско- 
ростью.. По графику скорости най- 
ти: 1} когда и на каком расстоянии 
от начальной точки сравнялись ско- 
рости велосипедистов; 2) чему рав- 
на эта скорость; 3) путь первого 
велосипедиста до момента- выезда 
второго. 


7. Два шарика начали одновремен- 
но и с одинаковой скоростью двигать- 
ся по поверхностям, имеющим форму, 
показанную на рисунке 18. Как бу- 
дут отличаться скорости и време- 
на движения шариков, когда они 
иочбудут в точку, В? 
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Решения задач 
вступительной контрольной работы 
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ЗМШ 1970 года 
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А. Л. Тоом 


В первом номере нашего журнала (стр. 56], а также в 
«Учительской газете» (26 февраля 1970 г.) были опубли- 
кованы задачи, которые нужно было решить, чтобы посту- 
пить в Заочную математическую школу. ЭМШ получила око- 
ло 6000 писем от восьмиклассников с решением задач, около 
3000 из нмх приняты в школу. 

Мы думаем, что задачи заинтересовали не только тех, 
кто прмелал письма в ЗМШ, но и многих других читателей 
«Кванта», в том числе и будущих кандидатов в ЗМШ, и пото- 
му сегодня публикуем решение задач. Почти все задачи ра- 
зобраны очень подробно, «досконально», чтобы прояснить 
решение даже для не очень подготовленных читателей. Для 
удобства читателей мы повторяем здесь условия задач. 

Мало решить задачу и получить верный ответ: надо еще 
суметь ее записать, что совсем не легко. Поэтому мы совету- 
ем прочитать этм решения даже тем, кто решил задачыи, и 
сравнить со своимм. Разумеется, приведенные здесь реше- 
ния — не единственно возможные, но, читая их, можно по- 
нять, как надо точно м логично записывать решения задач. 


Вступительная контрольная работа 
в ЗМШ 1970 года (условия задач) 


1. Математик шел домой по берегу ручья 
вверх по течению со скоростью, в полтора раза 
большей, чем скорость течения ручья, н дер- 
жал в руках палку н. шляпу. В некоторый 
момент он броснл в ручей шляпу, перепу- 
тав ее с палкой, н продолжал идти вверх 
по течению ручья с той же скоростью. Через 
некоторое время он заметил ошибку, броснл 
палку в ручей и побежал назад со скоростью, 
вдвое большей, чем шел вперед. Догнав плы- 
вущую шляпу, он мгновенно выуднл ее из 
воды, повернулся и пошел вверх *) по тече- 
нию с первоначальной скоростью. Через 
10 мин он встретил плывущую ло ручью 
палку. Насколько раньше он пришел бы до- 
мой, еслн бы не перепутал палку со шляпой? 

2. Для всякого ли треугольника А ВС най- 
дется такая точка Р, что все трн точки, сим- 
метричные точке Р относнтельно прямых АВ, 
ВС и АС. лежат на окружности, описанной 
около треугольника АВС? 

3. Для каких значений а разность корней 
уравнения ах? |-х—2==0 равна 3? . 

4. Студент за пять лет учебы сдал 31 
экзамен. В каждом следующем году он сда- 
вал болыше экзаменов, чем в предыдущем. 
На пятом курсе экзаменов втрое больше, 
чем на первом. Сколько экзаменов на четвер- 


том курсе? 

5. Оснований равнобочной трапеции — 
4 см и 8см, ее площадь — 21 см?. Какую 
сторону пересекает бнссектриса угла при 
большем осиованин: менынее основание или 
боковую сторону трапеции? 

6. Все цифры некоторого четырехзначного 
числа, являющегося полным квадратом, мож- 
но уменьшить на одно н то же число так, что 
получится четырехзначное число, тоже яв- 
ляющееся полным квадратом. Найти все такие 
чнсла. 

7. Может ли сумма расстояний от точки, 
лежащей внутри выпуклого четырехугольнн- 
ка, до всех его вершни быть больше его пе- 
риметра? 

8**). Однн из трех гангстеров, известных 


*) Это слово «вверх» было по ошибке про- 
пущено в №1 «Кванта», что затруднило 
некоторым читателям пониманне условия 
задачи. 

**) В другнх изданиях эта задача была 
опубликована в иной формулировке: 

До Царя Гороха дошла молва, что нако- 
нец кто-то убил Змея Горыныча. Царь Горох 
знал, что это мог сделать либо Илья Муро- 
мец, либо Добрыня Никитич, либо Алеша 
Попович. А вот н они, запыленные, явились 
ко двору. Царь стал них спрашилать. Трижды 
каждый богатырь речь держал. И сказали 
они так: 

Илья Муромец: 1) Нея убил Змея 
Горыныча. 2) Я уезжал в заморскне страны. 
3) Змея Горыныча убил Алеша Попович. 

Побоыня Никитич: 1} Змея Горы- 
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в городе М под кличкамн Арчи, Босс ин 
Веслн, украл портфель (с деньгами). На до- 
просе каждый нз них сделал три заявления: 

Арчн: 1) Я не брал портфель. 

2) В день кражи я уезжал нз 

города М. 

3) Портфель украл Веслн. 

1) Портфель украл Весли. 

2) Если бы я и взял его, я бы 
не сознался. 

3) У меня н так много денег, 

Весли:1) Я не брал портфель. 

2) Я давно ищу хороший порт- 
фель. 

3) Арчи прав, говоря, что он 
уезжал из М. 

В ходе следствия выяснилось, что из трех 
заявлений каждого гангстера два верных, 
з одно неверное. Кто украл портфель? 

9. Найтн целые числа х и у такие, что 
х>у>0 и хз-+7у= 7х. 

10. Квадратная площадь размером 100 мх 
Х 100 м выложена квадратными плитами | мх 
Х1 м четырех цветов: белого, красного, чер- 
ного и серого—так, что никакие две плиты 
одинакового цвета не соприкасаются друг 
с другом (т. е. не имеют общей стороны или 
вершины). Сколько может быть красных плит? 

11. Решить уравнение 

(х#-|-6х—4) (х2-|-6х—3)=12. 

12. Дан треугольник АВС. Найти точки 
Ки Н, лежащие соответственно на сторонах 
АВ и ВС, такие, что ВК = КН —=НС. ‚ 

13. Найти все такие простые числа р, 
что р?--13 тоже простое. 


РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 


1. Прежде всего заметим, что потерянное 
математиком время, то есть то время, которое 
требуется найти, состонт из двух слагаемых: 
а) времени, которое он бежал назад и кото- 
рое мы обозначим через { (минут); 6) време- 
ни, которое он потратил, чтобы пройти 
пешком то расстояние, которое пробежал; 
поскольку бежал он вдвое быстрее, чем шел, 
то это время равно 2 {, а все потерянное вре- 
мя равно 3 г. 

Итак, достаточно вычислить #. Обозна- 
чнм скорость течения через о. Тогда скорость 


Босс: 


ходьбы равна ©, а скорость бега равна 


Зи. Рассмотрим ситуацию с того момента, 
когда математик, бросив в воду палку, по- 
бежал назад, до того, когда он етнл плы- 
вущую ему навстречу палку. Бежал он 


ныча убил Алеша Попович. 2) Если бы я 
его и убил, то ие сказал бы. 3) Много еще не- 

чистой силы осталось. р 
Алеша Попович: 1) Нея убил Змея 
Горыныча. 2) Я давно ищу, какой бы подвиг 
совершить. 3) И взаправду Илья Муромец 

уезжал в заморскне страны. . 
Потом царь Горох узнал, что дважды 
каждый богатырь правду говорил, а однн 
раз лукавил. Кто убил Змея Горыныча? 
47 


а 


время { со скоростью Зи и, «ледовательно, 
пробежал расстояние {-Зи. Затем ов пошел 


З 
назад со скоростью —5_ и и за 10 мин прошел 


3 
расстояние 10--5- $. Палка плыла все это 


время. то есть ({-{+- 10) мин, со скоростью о н 
проплыла (+{-10). г. Очевидно, первое из вы- 
численных здесь расстояний равно сумме 
двух других: 


3 
Ё.Зи = 10-—- © -+ (Е -- 10)-ъ. 


Сократив на и, находим, что #=12,5, откуда 
3#==37,5. 


Ответ: 37,5 мин. 
Можно задачу эту решить и с помошью 


трафнков {см. рис. 1; здесь $ — расстоя- 
ине от устья ручья вверх по течению, 


Т — время; красная линия — путь ма- 
тематика; голубые отрезкн — плыву- 
щие шляпа и палка). По условию 


АС 
св = 2 нВС=рЕ, откуда можно найти от- 


ношение отрезков АВ:ВС:СО:РЕ»=6:4:5:4 и 


Ар Ар 15 
БЕ = Го мин = "4 ‚откуда АР = 37,5 мин. 


2. Точка Р должна удовлетворять трем 
требованиям: 

1} точка Р‚, симметричная Р относитель- 
но АВ, лежит на описанной окружностн; 

2) точка Р.. симметричная Р отгоснтель- 
но ВС, лежит на описанной окружности; 

3) точка Ру. симметричная Р относительно 
СА, лежит на описанной окружности. 

Найдем сначала все точкн Р, удовлетво- 
ряющие требованию 1). Все такие точкн Р 
образуют окружность, симметричную  опн- 
санной окружности относительно АВ (прове- 
дена ма рисунке 2 белым цветом). 
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Таким образом, требование 1), предъяв- 
ляемое к точке Р, можно переформулировать 
так: 

1^) точка Р лежит на окружности О\, 
симметричной описанной окружности отио- 
сительно АВ. 

Совершенно аналогично убеждаемся в том, 
что требования 2), 3} можно переформули- 
ровать в требования о том. чтобы точка Р 
лежала на окружностях О., Оз, симметричных 
описанной окружности относительно ВС и 
СА. 

Надо выяснить, для всякого ли треуголь- 
ника найдется точка Р, лежащая сразу на 
всех трех окружностях О\, О., Оз, иными 
словами, для всякого ли треугольника эти 
трн окружности О,, О», Оз проходят через 
одну точку. Докажем, что это действительно 
так для любого треугольинка АВС. 

Придумать такое рассужденне, которое 
тодилось бы сразу дяя всех треугольпиков 
АВС, довольно трудно (дело в том, что мы 
заранее не знаем, где лежит точка Р пересе- 
чения окружностей О, и О, — внутри тре- 
угольника или вне его, по какую сторону 
от каждой нз прямых АВ, ВС и СА ит. п., 
н если рассуждение зависит от расположения 
точки Р, то нужно разбирать несколько 
частных случаев). Но для экономии места 
мы все-таки приведем именно такое рещенцие, 
которое годится сразу. для всех случаев, 
правда, несколько искусственное. 

Заметнм, что окружность О, можно полу- 
чить из окружности О не только симметрией 
относительно стороны АВ, но и симметрней 
относительно точки К — середины стороны 
АВ, т.е. поворотом относительно точки К 
на 1807. А что будет, если вместе с окруж- 
ностью О повернуть и треугольник АВС? 
Ясно, что он перейдет в ЛАВС,, который 
дополняет А. А ВС до параллелограмма ВСС, 
причем ААВС, вписан в окружность О, 
(рис. 3). Проделав такие же построення око- 
ло сторон ВС и СА, мы получим четыре рав- 
ных треугольника, вместе составляющих один 





большой Д.В. С, (рис. 1; мы еще не знаем, 
проходят ли окружности О,. О. и О. через 
одну точку!). 

Рассмотрим две равиые окружности 0, 
и Оз. и пусть Р— точка их пересечения. 
Тогда. поскольку АВ,-=АС, н дуги АР в 
обеих окружностях равны, легко доказать, 
что ДАВ,Р==ЛАСУР и точка Р днаметрально 
противоположна точке С, в окружности 0, 
Точно так же доказывается. что окружность 
О, пересекается с О. в той же точке, диамет- 
рально протнвоположной точке С}. Значит, 
все трн окружности Оу. Оз, Оу пересекаются 
в одной точке Р 


Прнмечанине. Нетрудно доказать, 
что эта точка Р — центр окружности. оци- 
санной около треугольника А,В,С1. и что 
эта же точка Р — точка пересечения высот 
треугольника АВС. Если догадаться хотя 
бы об одном из этих фактов. то можно нредло- 
жить другие решения этой задачи 


3. Уравнение имеег лва корня: 


Ум 
ны” Юр. 
1 ИГ- ва 
Е в“ % 


если 230 и 1--8а2=0 
Тот факт, что разность корней равна 3. 
выражается одной из следующих формул” 
х —х. = 3 Нли д) — хо _3. 
что можно записать одним равенством так. 


(х, — хз)? 9. 


откуда р Ут-- & | 
А ой ВО 
| - 2а ›= 9а?.  9а? — &@—1-0 


Раннв это Уравнение, получаем 
} 


ответ: а= | или = —5 
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4. Обозначим число экзаменов на кажлом 
курсе от первого до пятого соответственно 
через х,, Х., ху. ха. Хь. Тосда условие за- 
дачн выражается следующей системой усло- 
внй- 

Хх №, Аз. Хз. №5 - целые; 
а. 
| х, - Хз Хз 3 К З1; 

3х, х5. 


(1) 


Найти надо х. 

Сначала выясним, каким может быть Хх, 
Если х:=2, то ху®=6. Тогда ху=3. х4=4. 
ХА 5. и их сумма равиа 20, что меньше 31 
Если хр=|, то ху=3, и подобрать х». дз, 
Х4. удовлетворяющие системе (1), явно не- 
ВОЗМОЖНО. 

Если х;>4. то х,2-12. а кроме того. 
22>5, хаб. хат. Тогда сумма их всех 
больше или равна 4—5-—6--712=34`>31 

Итак. х, может быть равно только трем 
Гели х,=3. то х,==9. Между Зи 9 пять целых 
чнсел: 4, 5, 6, 7, 8. Из них надо выбрать значе- 
ния ДЛЯ ха, Хз, Ха. причем так, чтобы их сум- 
ма была равна 31—3—9==19. Если х.= 7, 
то хз 6, х.=55; тогда их сумма меньше илн 
равиа 18. Змачит, ха=8. (х. и хз могут быть 
равны 4 и 7 или 5 и б.) 

Ответ. 8 экзаменов 

5. Пусть в трапеции АВСО АД-—- боль- 
нее, а ВС — меньшее основания (рис. 5 
Опустим из точек В, С высоты ВЕ, СЁ 


1 
Площадь трапеции равна-5_. ВЕ (АО -+ ВС). 


отсюда ВЕЁ==3,5 см. Очевидно. АЁ=ЕР, а 
так как АЁ-!- Г)О=АВ—ВС=4 см, то АЁ 
2 см. Тогда 


АВ = У АЁ?-Р ВЕ? 


= У1- 3,5} см = Уб ый 


99 
< 
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Провелем теперь диагональ АС. Мы должны 
узвать, по хакую <торону от нес проходит 
биссектриса А/М угла ВАР. (На рис. 5 два 
ее возможных положення указаны снними 
лнинями.) Для этого выясним, какой угол 
болыис: =ВАС нли САР. Поскольку 
—САр=-ВСА, то можно сравнивать 

ВАС ип -ВСА. В треугольннке  про- 
тнв больщего угла лежит большая сторона. 
Значит, надо сравнить стороны АВ и ВС. 


Их длины: те см н 4 см. 
Но р 65 > И& = & Поэтому 
65 8 
АВ МР см > 5 см = ВС. 








Поэтому ВСА > ВАС, 
Поэтому 
САЙ - 2ВАС 
САБ» — же . МАР. 


== 1 


Ответ: ЛАМ — бнесектриса угла ВАД 
пересекает СО, а не ВС. 

©. Обозначим через х число. на которое 
уменьшаются все цифры. От уменьшения 
всех четырех цифр на х нанюе четырехзнач- 
ное число уменьшается нах -- 1@х -- 00х + 

- 1000 х = ИИ.-х. Оба  четырехзначных 

числа — полные квадраты. Обозначим их 
через 1? и л?, где т, п — целые чнела, > 
> п--0. Итак, т? — ИН.х = п?, или 


(т-- лил =ИИ. х=101. П.х. 


Число 101 простое. Поэтому, так как число 
(ттл)(т—п) делится на ТО, то одно из 
чисел (т-Ел), (п—п) должно делиться на 
101. Поскольку числа т? н пл? четырехзнач- 
ны, то оба оин меньше 10 000, ат нлп меныце 
100 каждое. Тогда число (т—п) меньше 100 
и не может делиться на 101. Значит, число 
{п--п) делится на 101. Но раз м < 109, п< 100, 
то т--п <200. Число, меньшее 200 п кратное 
101,— это только 101. Итак, 
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т-п = 105 тым И -х. 


Теперь можно перебрать все возможные 
значения хот | до 9, для каждого вычислить 
т? и п?, проверить, выполняется ли дан- 
ное условие. Эта работа облегчается, еслн 
сообразить, что х может быть только нечег- 
ным числом. Действительно, если число х 
четное, тон И. чегное; тогда ПОРН. х 
печетное, что противоречит тому. что 


} 
т — 9 (10 т 11.4). 


101 1] 
Пусть х= Е. Тогда т = 56: 
10] —11 й 
—__—^=45. пм-:3136; п*=2025, 
г.е. х—| Подходит. 
Пусть х-3. Тогда 
101 -+ 33 эл ГОТ — 33 
т 5 =6,;; п Бы 34. 


п? 4489; п2-1156, т.е. х-3 подходит 
Нусть х-=-5. Тогда 


101 — 55 | 
п р: 23. 





п?— 529. а по условию и? четырехзначно. 
Значит, х-5 не подходит. При х-7, х- 9 
п? будет еще меньше. 

Ответы: 3136; 4489. 

7. Ответ: может. 

Для доказательства достаточно построить 
пример. Идея доказательства: мадо три вер- 
шины А, В, С четырехугольника поместить 
очень близко друг от друга, а четвертую 
вершину О и точку О внутри — далеко от 
А, Вин Си близко друг от друга. Пусть рас- 
стояние от места, где находятся ДА. В, С. ло 
места, где находятся РБ и О, равно Г. Тогда 

АВ=0, ВСл0, СО-=|, РА. 

ОА==[. ОВ», ОС=!. ОБж0, 

АВ-- ВС-- СО -- РАлы 11, 
ОА + ОВОС -+ ОР =3Е, 





а 21 < 31. 


То, что здесь написано, только в дружес- 
кой, ни к чему не обязывакящей беседе, мож- 
ва считать рамеинем. 

Точное решение этой задачн «для письмен- 
ного экзамена» может выглядеть, например, 
так: построим четырехугольник АВОСЬ и 
точку О впутри него, как показано на рисун- 
ке 6, ге ВР1 АС, АМ= ВМ=ОМ=1, ОМ== 
=100, СА1—=10Т, Тогда 


ОА ОВ ОС Ор = 101+ 2.80 4-1. 
АВ + ВСЧ- Ср-+ РА = 54-2. ВС. 


Поскольку ВС < ОВ-+-0Об-=ОВ--1, то 2. ВС < 
<2.ОВт-?2 и, следовательно, 48-+-ВС--СР-- 
РАЗУ 2 -|-2. 89 --2< 0 +-2.В01-2 
=0А4-ОВ--ОС+ОВ. 

8*). Возможны три предположения о том, 
кто украл портфель. Рассмотрим их по оче- 
реди с тем, чтобы выяснить, какне из них 
противоречат условию. 

1}. Пусть портфель украл Арчи. Тогда 
первое и третье его заявлення неверны, а 
в условий сказано, что только одно из заяв- 
лений исверно. Значит, это предположение 
противоречит условию; Арчи ис мог украсть 
портфель. 

2). Пусть портфель украл Босс. Тогда 
нервое его заявление иеверио, следователь- 
но, остальные два должны быть верны, Прав- 
да, во втором его заявлении как бы подразу- 
мевается что он, Восс, не брал портфеля, но 
прямо он этого ие говорит, н поэтому про- 
тиворечня не возникает. Далее, третье за- 
явление Арчн тогда не верно. следовательно, 
пе] вые два должны быть верными. Раз верно 
второе заявление Арчи, то верно и третье за- 
явление Весли, а так как верно первое, то 
второе певерно. 

Мы вианм, что никаких противоречий с 





*) Задача про Змея Горыныча решается 
аналогично. (Ответ: Змея Горыныча убнл 
Добрыня Никитич.) 
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условием не возникает. Значит Босс мог ук- 
расть портфель. 

3}. Пусть портфель украл Весли. Тогда 
первое сго заявление неверно, а потому вто- 
рое и третье верны. Раз верно третье заявле- 
ине Веслн, то верно н второе заявление Арчн. 
Первое и третьс заявлепия Арчи также верны. 
Значит, верны все три заявления Арчи, что 
противоречит условию. Весли не мог украсть 
портфель. 


Ответ: портфель украл Босс. 


Примечанне. Можно лн было, рас- 
смотрев предположение, что портфель украл 
Босс, н убедившись, что оно удовлетворяет 
условию, ка этом успокоиться и считать его 
доказанным? Нет. 

Ведь могло оказаться, что собранных 
в условии данных вообще недостаточно для 
того, чтобы определить, кто именно украл 
портфель. 

9. Преобразусм: 


(8—1) —7@—и=0, 
(ШУТ) — 7(х— -=0, 
%— Ш ли — 2—0. 


Поскольку ху. то х—и30, значат, вто- 
рая скобка равва нулю: 
хи —7--0, 
хе ху у == 7. 

Каждое из трех чисел х?, ху, и? — целое, 
положительное и меньше семи. Тогда х, у 
могут быть равны только 1 нли 2 (уже при 
х=3 1-9 >7. Таккак х>у, то х=2, у-=]. 


Подстановкой убеждаемся, что это решение 
задачи. 


Ответ: х=2, у- 1. 


10. Прежде всего убедимся в том, чта 
площадь можно выложить плитамн так, как 
требуется в условин. Это можно сделать, 
например, так, как показано на рисунке 7. 
Закон расположения плит на всей площади 
ясен из нарисованной части. Жирные линин 
проведены, чтобы этот закон легче было 
понять. При таком расположении плит всех 
цветов по 2500 штук. Зиачит, красных илит 
может быть 2500. Докажем, что инкакое дру- 
гое число красных плит не позможно. 

Иметь площадь каким-то образом выло- 
жена плитами в соответствии с условием. 
Разобъем её на квадраты 2 м Хх 2 м. содер- 
жащие по $ плиты, как это сделано на ри- 
сунке 7.Всего таких квадратов 2500. Рассмот- 
рим один такой Квадрат. 4 плиты, из кото- 
рых он состоит, соприкасаются каждая с 
каждой. Поэтому онн все должны быть раз- 
ных цветов, то есть по одной каждого цвета 
Поскольку в каждом квадрате одна красная 
плита, а квадратов 2500, то м красных 
плит 2500. 

11. Введем обозначение: х?--бх=зи. Тогда 


(и— и— 3) = 12. 
у — Ту-0. ш=0. ц,-=7. 





Теперь надо решить два уравнения: 
р х-6х=0. х-—0, = 6; 
2) хе бх =7, 6х —7=0, 


1 = —7, Х2 У. 


Ответ: х,=—7; х.—— 6; х=0; х.=1. 


12. П Анализ. Поскольку КВ=КН. 
то =КНВ— «В. Проведем КС. Поскольку 
КИ=НС. то =НКС=-ИСК. Но их сум- 
ма равна внешнему углу =КНВ: «НКС-- 
-=ИНСК= =КНВ (см. рис. 8). Значит, каж- 
дый из них равен его головине: 

| 
_КСН = - -КНВ 


= СКН 48 


= 


2) Построение. Пусть дан ^ АВС. 
Разделим В пополам и построим угол 


1 
вСМ “0 В так, что луч СМ ле- 


жит по ту же сторону от прямой ВС, что 
и точка А. Пусть луч СМ пересекает сторону 
АВ (а не ее продолжение) в точке К 


. СКМ = В так, 


=] - 


Построим угол 


что луч АМ дежит по ту же сторону от 
прямой СК, что н точка В. Пусть луч КМ 
пересекает сторону ВС (а не ее продолже- 
ние) в точке К. Построенные точки К, Н — ис- 
комые. 


3) Доказательство. По постро- 
ению ..НКС==НСК, иоэтому КН=НС. 
Далее, 


| 
=КНВ = = НКС ++ =НСК = 5 =В+ 


| 
+ > =В= =В. 


поэтому КВ=КН 
52 


Куап.тссте.ги 


4) Исследованне. В пункте «Ана- 
лиз» было доказано, что если К, Н — иско- 


мые точки. тт =СКН = =КСВ = = =В. 


Пользуясь этим, легко доказать. что решс- 
ине {еслн оно существует) единственно. 

Выясним теперь, когда решение существу- 
с!. При построении были сделаны два пред- 
положения: 

|} что луч СМ пересекает АВ, 

2) что луч КМ пересекает ВС. 

Первое из этнх предположений выполня- 


1 . 
ется. если-5- =вВ<—С в ДАВС. Второе 


| 
выполняется, если 7 В<=СКВ = 180°— 


| 
т =8—— В, то есть при = Вх 90°. 


Если оба этн условия выполняются, то но- 
строение выполинмо ин решение существует. 

Докажем, что сслн решение существует, 
то этн.два условия выполняются. Пусть К, 
Н — искомые точкн. Тогда по ‘доказанному 


.-ВСК =-5-=В. Но поскольку точка К ле- 


жнт на АВ,. то =ВСК< =ВСА. откуда 
| 


= -В< С. Далее, так как точка Н ле. 
жит на ВС, то =СКН< =СКВ. Поскольку 
точки К, МН искомые, то (как доказано) 


| 
=СКН = 


-2` = В, =СКВ = 180? — 


| 
5 В <180° — 


-В. Поэтому 
_ В, откуда =В< 90°. Итак, если в 


1 
ААВС В < 907 н>=В< =С, то реше- 


ние существует н единственно, в противном 
случае (т. е. если хоть бы одно нз этих ус- 
ловий нс выполняется) решений нет. 

13. Если р — простое число и р>2, 
то р нечетно. Тогда р? тоже нечетно, а р?-|- 13 
четно и больше, чем 2, т.е. р? {13 — состав- 
ное число. Значит, р может равияться только 
двум. В этом случае р?-|- 13=19 тоже простое 


чело. 
Ответ: р:=2. 


Карандаш в петлице пиджака 


Возьмите карандаш, сделайте в нем 
желобок около одного из концов, 
потом свяжите из веревки петлю 
так, чтобы длина веревки иа петле 
была меньше удвоенного расстояния 
от желобка до другого конца каран- 
даша (см. рис. 1}. Теперь привяжите 
оставшимися концами веревки пет- 
лю к карандашу, охватывая каран- 
дани по желобку, предварительно про- 
пустив петлю в петлицу пиджака, 
а карандаш в иетлю так, как показа- 
но на рис. 2. Желобок нужен для тс- 
го, чтобы пегля была жестко при- 
креплена к карандашу. 

А теперь попытайтесь, не развя- 
зывая веревку, не разрывая се, не 
ломая карандаша, снять карандаш 
с вашего пиджака. 


; 
} 


ети выть. 


заблсутвля 11959 


мщт 


Рис. 1. 
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С этой задачей связана небольшая 
история. В 1951 году замечательный 
советский математик, ныне член-кор- 
респондент Академии наук СССР, 
И. Р. Шафаревич читал свой первый 
курс лекций в МГУ. Во время пере- 
рыва студенты показали ему эгу 
задачу. Мгорь Ростиславович попро- 
бовал один вариант, другой, но 
карандаш оставался на его пиджаке 
н на следующем часу лекции, и после 
нее. 

Когда Игорь Ростиславович поя- 
явился на следующей своей лекцин 
через несколько дней, то карандаш 
продолжал украшать его пиджак. 
Однако лекция началась с того, что 
Шафаревич торжественно освободнл- 
ся от этого украшення. 

А как получится у вас? 


Рис. 2. 
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В предыдущем номере журнала мы 
начали публикацию задач для пятого 
класса из нового пробного учебника, 
обучение по которому начнется с 
1970—1971 учебного года *). 

В этом номере «Кванта» помещаем 
новые задачи. 

Предлагаем читателю решить их 
или же прислать отзывы на них. 
1215. Для нокупки порции морожено- 
го у Пети не хватило 7 коп., ау Маши 
— {1 кои. Тогда они сложили имев- 
шиеся у них деньги. Но их тоже не 
хватило на покупку одной порции 
мороженого. Сколько стонла порция 
мороженого? 

1216. Я сду в поезде, который идет 
со скоростью 40 км час, и вижу, как 
в течение 3 секунд мимо моего окна 
проходит встречный поезд, имею- 
щий длину 75 м. С какой скоростью 
шел встречный поезд? 

1217. Пассажир, проезжая в ‘трамвае, 
заметил знакомого, который шел вдоль 
линии трамвая в противоположную 
сторону. Через 10 секунд пассажир 
вышел из трамвая н пошел догонять 
своего знакомого. Через сколько вре- 
мени он догонит знакомого, если ндет 
в 2 раза быстрее знакомого и в 5 
раз медленнее трамвая? 

1218. В этой задаче на деление бук- 


*) Н. Я. Вилеинкин, К. И. Неш- 
ков, С. И. Шварибурд, А. Д. Се- 
мушин А. С. Чесноков, Т. Ф. Не- 
чаева, под редакиней А. И. Маркуше- 
вича, «Математика», 5 класс, «Просвеще- 
ние», 1969. 
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КЛАССА 


вамн зашифрованы цифры. Одина- 
ковые буквы означают одинаковые 


Попробуйте расшифровать 
_ АВСО: СБ = ВСО 
ср 


_ ЕС 
ОЕ 
вср 
_ ВСР 
0 


1220. Из 100 кубиков 80 имеют крас- 
ную грань, 85 синюю, 75 зеленую. 
Каково нанменьшее число кубиков, 
которые имеют грани всех трех цветов? 
1227. Выразить одним неравенством 
утверждение: число а больше, чем 
—], н это же число а меньше, чем 1. 
1228. Четыре спортсменки — Аня, 
Валя, Галя ин Даша — заняли первые 
четыре места на соревнованиях по 
гимнастике, причем никакие две из 
них не делили между собою какие- 
нибудь два места. На вопрос, какое 
место заняла каждая из них, трое 
зрителей дали три разных ответа: 
1) Аня — второе, Даша — третье; 
2) Аня — первое, Валя — второе; 
3) Галя — второе, Даша — четвертое. 
В каждом из этих ответов одно ут- 
верждение верно, а второе ложно. 
Какое место заняла каждая спорт- 
сменка? 

1232. Найти пятизначное число, ко- 
торое после умножения на 9 дает 
число, изображенное теми же цифра- 
ми, но в обратном порядке. 


цифры. 
пример: 
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В книге известного австралийского математика и популяризатора 
У. У. Сойера”) раскрывается существо математического мышления, по- 
казаны основные идеи и движущие силы математики. Аетор остроумно 
и в занимательной форме показывает всю вздорность укоренившегося 
представления о математике как о скучной и формальной науке. Мы 
помещаем здесь сокращенный пересказ введения к этой книге. 


*) У. У. Сойер, Прелюдия к математике, М., «Просвещение», 1965. 
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Почти все математичес- 
кие открытия имеют в осно- 
ве очень простую идею. 
Учебники часто скрывают 
этот факт. Они обычно со- 
держат громоздкие выводы 
и этим создают впечатленне, 
что математики — это люди, 
которые ясю свою жизнь про- 
сиживают за письменными 
столами ин переводят тонны 
бумаги. Это чепуха. Многие 
математикн очень успешно 
работают в ванной, в крова- 
ти, ожидая поезда илн ка- 
таясь на велосипеде (пред- 
почтительно при слабом 
уличном движении). Матема- 
тические вычисления произ- 
водятся до илн после откры- 
тня. Само открытие возни- 
кает из основных идей. 

Немногие представляют 
себе. как огромна сфера дей- 
ствия современной матема- 
тнки. Вероятно, было бы 
легче овладеть всемн су- 
ществующими языками. чем 
всемн математическими зна- 
ниями, известными в настоя- 
щее время. Мне кажется. 
что все языки можно было 
бы выучить за одну челове- 
ческую жизнь. а всю мате- 
матику. конечно, нет. К то- 
му же объем математических 
знаний не остается нензмен- 
ным. Ежегодно публикуются 
все новые открытия. Напри- 
мер. в 1951 г. для рефера- 
тивного нзложення всех ма- 
тематнческих статей. вышед- 
ших за год. потребовалось 
ЗКЮ печатных страниц крул- 
ного формата. Только за 
январь упомянуто 451 наз- 
ванне. причем рефернрова. 
лись статьи и книги. рас- 
сматривающие новые проб- 
лемы. лишь в немногих из 
них упоминались известные 
факты. 

Человеку желающе- 
му быть в курсе всего нового 
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в математике, пришлось бы 
прочитывать ежедиевно око- 
ло 15 статей, весьма боль- 
ших по объему и содержа- 
щих сложные математические 
выкладки. Трудно даже меч- 


тать о выполнении подоб- 
ной задачи. 

Открытня, которые  де- 
лают математикн, столь 


разнообразны по своему ха- 
рактеру, что однажды кто- 
то, видимо, в отчаянии пред- 
ложил определить матема- 
тику как «все, чем занимают- 
ся математики». Казалось, 
что только такое широкое 
определение может  оква- 
тить все, что относится 
к математике. Математики 
решают проблемы, которые 
в прошлом ие считались ма- 
тематическими, и трудис пред- 
сказать, чем еще они будут 
заниматься в будущем. 

Точнее было бы опре- 
деление: «Математика — это 
классификация всех возмож- 
ных задач н методов их реше- 
ния». Это определение. по- 
жалуй, тоже расплывчато, так 
как оно охватывало бы даже 
такие рубрики, как газетные 
объявления «Обращайтесь со 
всеми вашими сердечнымн за- 
ботами к тете Минни». что 
мы инкак не имеем в виду 

Для нас достаточно было 
бы определение: «Математи- 
ка — это классификация и 
нзученне всех возможных за- 
кономерностей». (Слово «за- 
кономерность» здесь исполь- 
зуется в таком смысле. ‹ 
которым многие могут не 
согласиться, а именно в са: 
мом шнроком смысле. как 
название любого рода зако- 
номерностей. которые могут 
быть познаны умом 

Любая математическая 
теорня должна  иепременно 
сочетать в себе мощь метода. 
обусловливающую — возмож- 
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ность применений к естест- 
вениым наукам, и красоту. 
стройность, столь привлека- 
тельную для ума. Нам ка- 
жется, что наше определе- 
ние математики удовлет- 
воряет обоим этим требо- 
ваниям, 

Интересно заметить, что 
«чистые» математики, дви- 
жимые только чувством строй- 
НОСТИ К математической фор“ 
ме, часто приходили к выво- 
дам, которые в дальнейшем 
оказывались чрезвычайно 
важными для науки. Греки 
нзучали свойства эллипса 6бо- 
лее чем за тысячу лет до 
того, как Кеплер использо- 
вал их нден для определе- 
ния траекторий планет. Ма- 
тематический аппарат теорин 
отиосительиости был создан 
за тридцать — пятьдесят 
лет до того, как Эйнштейн 
нашел для него применение 
в физнке. Подобных примеров 
можио было бы привести 
много. С другой стороны, 
много стройных теорий и 
проблем, которые любой «чис- 
тый» математик  причислит 
к математике, возникли в 
связи с физикой. 

Практики, как правило. 
не нмеют представления о ма- 
тематнке как о способе клас- 
сификацин всех проблем 
Обычно они стремятся изу- 
чать только те разделы мате- 
матики. которые уже ока- 
зались полезными для их 
специальности. Поэтому они 
совершенио беспомощны пе- 
ред новыми задачами. Вот 
тогда-то онн н обращаются 
за помощью к математике. 
{Это разделение трудт меж- 
ду ииженерамин и математи- 
ками. вероятно. оправдано: 
жнзнь слишком коротка для 
того. чтобы одновременно изу- 
чать н абстрактную теорню 
и инженерное дело.) Встреча 


чатематнка н инженера обыч 
но очень забавна. Ииженер. 
ежедневно имея дело с ма- 
шинами, настолько привы- 
кает к иим. что ие может 
понять чувство человека, ви- 
дящего машину впервые. Он 
забрасывает своего консуль- 
танта-математика огромным 
количеством  подробиостей. 
которые для того ровным 
счетом ничего не значат 
Через некоторое время ин 
женер приходит к выводу. 
что математик — абсолют- 
ный невежда и что ему нуж- 
но объясиять простейшие ве- 
щи. как ребенку или Сокра- 
ту Но, как только матема- 
тик поймет. что делает ма- 
шина и что от нее требуется. 
он переводит задачу ма язык 
математических терминов 
После этого он может зая- 
ВИТЬ инженеру одно из 
трех: 

1} что эта задача извест- 
на н уже решена; 

2) что это новая задача, 
которую сн может попытать- 
ся решить; 

3) что это одна из тех 
задач. которую математики 
безуспешно пытались решить. 
н что еше могут пройти 
века, прежде чем будет сде- 
лан хотя бы шаг к ее решению. 
и что воэтому инженеру 
придется решать ее эмпи- 
рнческн. К сожалению, тре- 
тий случай встречается уд- 
ручающе часто. Но первый 
и второй случай также до- 
вольно часты, и вот тогда-то 
математик; благодаря его зна- 
нию закономерностей, может 
принести пользу в тех об- 
ластях, о которых он в не- 
котором смысле ничего це 
знает. 

Какими качествами дол- 
жен обладать математик? 

Для всех математиков 
характерна дерзость ума. Ма- 


тематнк не любнт. когда ему 
о чем-нибудь рассказывают. 
он сём хочет дойти до всего 
Конечно. зрелый математнк. 
узнав о каком-нибудь велч- 
ком  открытни.  лоннтере- 
суется. в чем оно состоит. 
и ме стаиет терять время на 
то. чтобы открывать уже от- 
крытое. Но я имею в виду 
юных математиков. у кото- 
рых дерзость ума проявляется 
особенно сильно. Если вы. 
например, преподаете  гео- 
четрию девяти-десятилетним 
ребятам и рассказываете им. 
что никто еще не смог разде- 
лить угол на три равные 
частн прн помощн линейкн 
и циркуля. вы непременно 
увидите. что один-два маль- 
чика останутся после уроков 
и будут пытаться найти ре- 
шение. То обстоятельство. 
что в течение двух тысяч 
лет инкто ие решил эту за- 
дачу. не помешает им надеять- 
ся. что они смогут это сде- 
лать в течение часового пе- 
рерыва на обед. Это. конеч- 
но. не очень скромно, но 
и не свидетельствует 06 их 
самонадеяниостн. Они просто 
не готовы принять любой 
закон, а ведь в действитель- 
постн уже доказано. что не- 
возможно разделить угол на 
три равные части прн помощи 
линейки и циркуля. Их по- 
пытка найти решение — того 
же рода, что попытка пред- 
ставить число 2 в виде рацно- 
нальной дроби. 

Хороший ученик всегда 
старается забежать вперед. 
Если вы ему объясните, как 
решать квадратное уравне- 
ние дополнением до полного 
квадрата, он непременио за- 
хочет узнать, мажио ли ре- 
ззить кубическое уравнение 
дополнением до полного ку: 
ба. Остальные ученики клас- 
са не задают подобных воп- 
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росов © них хватит и квад 
ратиых уравнений, они не 
ищут дополнительных тр\а 
ностей 

Вог это желание иссле 
довать является второй от 
лнчнтельной чертой матема- 
тика. Это одна из сил. со. 
действующих росту чматема 
тика. Математик получает 
удовольствие от званий. ко 
тоэрыми уже овладел. н 
чсегла стремится к новым 
знаниям. 

Эту мысль можно пояснить 
на примере дробных показа- 
телей степени из школьного 
курса алгебры. „Легко аред. 
ставить себе человека, кото 
рый. поверхностно позизко: 
мившись с дробными н от 
рицательнымн показателями 
степени,  мачнет — недоуме- 
вать, зачем все это нужио 
Ведь приходится преодоле- 
вать столько логических 
трудностей! Мие представ- 
ляется, что тот. кто открыл 
дробные показатели степени. 
сначала работал над целыми ^ 
показателями н получил та. 
кое большое удовлетворение 
от этой работы. что ему за 
хотелось развнть этот раздел. 
н он готов был взять на себя 
логический риск. Ведь на 
первых порах новое откры- 
тие почти всегда является 
вопросом веры, и лишь позд- 
нее, когда становится яс- 
ным, что это действительно 
открытие, приходился  на- 
ходить логическое оправда- 
ние, которое удовлетворит 
самых придирчивых крити- 
Ков. 

Интерес к закоиомер- 
ностям — третье необхо- 
днмое качество математика 
Уже в самом иачале арифче- 
тики встречаются закономер- 
ности. Например, мз четы- 
рех камней можно сложить 
квадрат, а из пяти — нельзя 
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Математические, как мн му- 
зыкальные, способиостн про- 
являются очень рано, с че- 
тырех лет, а иногда и рань- 
ше. Один малыш однажды 
сказал мие: «Мне нравится 
слово зер{етбег (сентябрь), 
ведь получается $ЕрёЕтВЕг». 
Сам я никогда ие замечал 
закономерного чередования 
гласных и согласных в этом 
слове. Оио действительно со- 
вершенно снмметрично. Та- 
кому ребенку, конечно, по- 
нравится арифметика. 


Способность к обобще- 
нию — один из самых важ- 
ных факторов. определяю- 


щих математика. Чем шире 
круг вопросов, к которым 
применим какой-нибудь об- 
щий приицип, тем чаще ои 
нам поможет выпутаться из 
затруднений. Пуаикаре гово- 
рнл: «Предположим, я за- 
нялся сложным вычислением 
н с большим трудом наконец 
получил результат; но все 
мон уснлия окажутся на- 
праснымн, если они не помо- 
гут предвидеть результат в 
другнх аналогичиых вычис- 
лениях, если оии мне не да- 
дут возможность проводить 
их с уверенностью, избегая 
тех ошибок и заблужде- 
ний, с которыми я должеи 
был мириться в первый 
раз». 

После обобщения резуль- 
тат становится более полез- 
ным. Вас, возможно, удивит, 
что обобщение почти всегда 
также упрощает результат. 
Более общий вывод легче 
воспринять, чем менее об- 
щнй. Общая теорема редко 
содержит что-нибудь запу- 
танное; ее цель — обратить 
ваше внимание на действя- 
тельно важные факты. 

В элементарной мате- 
матнке мы встречаем смесь 
всяких важных н неважных 
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деталей. В высшей матема- 
тнке мы пытаемся разделить 
различные элементы и изу- 
чить каждый в отдельности. 
В этом смысле высшая мате- 
матика, быть может, гораздо 
проще, чем элементарная. 
Все, © чем мы говорили 
выше, имело целью расшн- 
рить область вопросов, под- 
властных математике. Иссле- 
дование, открытие — законо- 


‚мерностей, объяснение смыс- 


ла каждой закономерности. 
изобретенне новых законо- 
мерностей по образу уже 
известных — все эти виды 
деятельности расширяют об- 
ласть действия математики. 
С практической точки зре- 
ния становится нсключитель- 
но трудным следить за всеми 
полученными результатами, 
н нельзя сказать, чтобы наг- 
ромождение не связанных 
между собой теорем  пред- 
ставляло отрадное зрелище. 
Будучи и деловыми людьми 
н художникамн одновремен- 
но, математики чувствуют 
потребность собрать все эти 
разрозненные результаты. 

Не удивительно, что вся 
исторня математнки сос- 
тоит из чередующихся про- 
цессов «расширений» н. «сок- 


ращений». Например, вни- 
мание математнков  привле- 
кает какая-нибудь задача, 


пншутся сотни статей, каж- 
дая из которых освещает 
лишь одну сторону истины. 
Вопрос разрастается. Затем 
какой-нибудь гений, опи- 
раясь на все данные, собран- 
ные с таким трудом, заяв- 
ляет: «Все, что мы знаем, 
становится почтн очевидным, 
еслн посмотреть на это вот 
с такой точки зрения». Пос- 
ле эгого никому, кроме исто- 
риков математики, нет уже 
необходимости изучать сотин 
отдельных статей. Разроз- 
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ненные выводы объединяют- 
ся в одну простую доктрн- 
ну, важные факты отделяют- 
ся от шелухн, и прямой 
путь к желаемому выводу 
открыт для всех. Объем све- 
дений, которые нужно изу- 
чать, сократился. Но это 
еще не конец. После того 
как новый метод стал всеоб- 
щим достоянием, возннкают 
новые вопросы, для решения 
которых они недостаточен, н 
сиова начинаются поиски от- 
ветов, снова публикуются 
статья, снова начинается про- 
цесс «расширения». 

Если бы можио было 
свести все знаиня к двум 
общим законам, математик 
не был бы удовлетворен. Он 
не успокоился бы до тех 
пор, пока не доказал бы, 


что оба эти закона основы- 


ваются на одном принципе. 
Но и тогда он не был бы 
счастлив, наоборот, он стал 
бы несчастным, так как ему 
нечего было бы делать. Но 
перспектива такого застоя со- 
вершенно невероятна. Жизнь 
такова, что решенне одной 
проблемы всегда создает но- 
вую проблему; иначе жизнь 
была бы невыноснма. Всегда 
ссть и всегда будет матерн- 
ал для изучения и труд 
ности. которые нужно прео- 
долевать. 

И так будет всегда. 
Иесли бы оказалось, что вся 
существующая — математика 
рассматривает только явле- 
ния со свойствами А, Ви С, 
математики немедленно спро- 
снли бы: «А что случится, 
если какой-нибудь предмет 
будет обладать только од- 
ним из этих свойств? А если 
ни одним из них? И онн 
снова погрузились бы в ра- 
боту. 
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ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 





К статье «Системы счисления» 
1. 201011011100010_ 
2. (24.60 + 2)60 + 32).60 4-42 — 5193 162. 


3; 4(18-20)16(18-205)-- 14{(18-20%)-|- 
4+ (3(8-20)-- 15-20--1=12 489 781. 





4. а) 
_— 123456 | 7 
— 17636 | 7 
753 м" 259 |_7 
49 6 9 359] 7 
_44 3 м 3307 
42 3 5 9 97 
0 55 ^7 2 
21 66 63 2 
46 63 —5 
—42 -3 
4. 


Ответ: 722684. 


6) 123456 | 12 
2 1028 | 12 
_9 9 85112. 
24 `68 —84 7 
8 


_ 165 60 7 


96 


яя 


Ответ: 7/80. 


в} 123456 
` 61728 
30864 
15432 
7716 
3858 
1929 
964 

482 

241 

120 

60 

30 

15 


(В правом столбце мы пи- 

щем остаток от деления на 

2, которое легко выполнять 
устно.) 


ыы 


2+ 


Ответ: 1/1/0001001000000. 
5. Полезно заготовить таблнцу степеней 2: 


п | 2" пр 
0} 1 5 32 
112 6 64 
2 4 7 128 
318 8| 256 
4 | 16 9] 512 
Ответ: Р == 32 {{- 4 = 36, 
9 = 256 + 64 | 16 - А-ЕГ = 341. 





6. 


— 
5 


0 
010 
До 
210 


и) 


щь 
А 





7. а) Х--19; 6) запнсь У не означает 
никакого числа (см. упр. 8); в) 2—49. 

8. Любая последовательность «а@л-1...@цз, 
в которой аз 1, @зк +152, @зл+251 при 
всех А и после двойки нигде не стоит единица 
(проверьте, что это условне необходимо ни дос- 
таточно для того, чтобы неравенство а, +; > 
> ака Кар- 19-Е... 6090 выполнялось при 
всех Ё). 

9. Да. Первое больше. 

10. в) Если гири класть на одну чашку 
весов, То нанменьшее необходнмое число 
гнрь — 10. Можно взять, например, такие 
гири: 1, 2, 4, 8,...,512=29. Девяти гирь (лю- 
бого веса} заведомо недостаточно, поскольку 
из них можно выбрать всего 29— |—=511 раз- 
ных комбннаций, состоящнх из одной или 
нескольких гирь; даже есди все эти комбина- 
ции дают разные веса, то все равно мы не по- 
лучим все веса от | до 1000. 

Если гири класть на обе чашки весов, то 
нанменышее необходнмое число гирь — 7. 
(Например, годятся такие: 1, 3, 9, 27,...,729= 
=38;см. упр. 11.) Шести гирь недостаточно, 
поскольку отображений множества из 6 
элементов во множество из трех элемевтов 
{ левая чашка; правая чашка; коробка с 
гирями } всего 368—729, а различных чисел 
Р„—Ри, где Рл и Ри— вес гирь на левой н 
правой чашке весов, должно получаться 
не менее 2001 (от — 1000 до --1000). 

13. 241 9+5 9-19 9л+. 

14. а) 10...0 10...0, если 8—2; 

аи нный 

1-1 | 
10...00, если ВЕ-Ч4= И: 1000..0, если В= 
—— —— 


Е &—2 
==12=2; 0-ю; ЕН. 
6) 100...0; например, 10101--1= 100000 


2эт-+1 
в} /010...10; например, 1010Г+10000= 


—-.—-—-—[ы 
2т--2 
=/01010. 

15. Рассматривая таблицу, где числа за- 
писаны в фибоначчиевой системе счисления: 
нетрудно заметить, что а„— последователь- 
ность всех натуральных чисел, оканчиваю- 
щихся в этрй системе цифрой 1 или четным 
числом нулей, Фь — последоватезльность всех 
чисел, оканчивающихся нечетным числом н\- 
лей (при зтом $» получается из аь припнсы- 
ваннем одного нуля в конце). Продолжнте 
наигу таблицу, убедитесь, что такая законо- 
мерность сохраняется, и докажите это строго. 
Теперь легко ответить на вопрос о числе 100 
(сто): поскольку в системе с базисом /, 2,3, 
5,8. 13, 21, 34, 55, 89, 144,...100— 89-8 3— 
= 1000010100, то 100 принадлежит последо- 
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вательности ах, соответствующие ф„ равно 
10000101000 =: 144- 13-5=162, К ви-ак= 
-= 100010100==55-:-5--2=62. т е 100-- в 


К статье «Закон сохранения 
магнитного потока» 


1 Ток не изменяется 

2. Скорость изменения магнитного потока 
через катушки пропорциональна скорости 
изменения тока, то есть постоянна. Это озна- 
чает, что постоянна э. д. с. индукции во вто- 
рой катушке Постоянен и ток. 

3. Полный поток через контур должен быть 
равен нулю. Поток через первую катушку ра. 


2 
п. 


и 





вен го абсолютной величине 0.4л 


117? 
а через вторую 0.41 тя $2 (Ё, и /.- вели- 


м 





чнны токов в катушках) Приравнивая эти 


выражеиня. получим -_- ) 











п} $ 
Учитывая. что [, = /1.= Р. найдем 
по 2 $1 
не а $1 р 
(== Эа 
О п $1 
] 
г | 


В 
Е ( я, ) К 


4. Заряд, протекающий по внтку, про- 


порцнонален изменению проннзывающего его 
магнитного потока: 


АФ 
Г р - а 49 5/5 -. АФ 


Измененне же магнитного потока пропорци“ 
онально измененню площади контура. 

Еслн кольцо не сложили, а сжали так, что 
получилась «восьмерка», то новое значенне 


5 5 
магнитного потока Ф, будет равно < Ф-— 8 Ф 
(Ф — начальный поток через контур). Ф,— 


3 
—Ф* —5 $. поэтому 9,--—59 


Если, пережав виток, перевернули еще 
меньшую окружность, то 


3 
= 
И ой ! 
[ов ®] + -эФиа= - 59 


Если переворачивали большую окруж- 
ность, то 


3 9 
ФФ: —-— Ф-15Ф: 
9. 3 К 
* | - 169] -3$и%- -5%. 


Ккуатесятв.ги 


Знак минус означает, что направление 
движения заряда противоположно тому, в 
котором он протекал при включенни поля. 

5. Еслн кольцо сверхпроводящее, то при 
его движении ток в кольце будет нарастать 
так. чтобы общий поток магнитной индукции 
через кольцо не изменялся. Направление тока 
в кольце будет таким, что кольцо начнет от- 
талкиваться от магнита. В некоторый момент 
сила, действующая на кольцо со стороны маг- 
ннта, уравновеснт вес кольца, но поскольку 
кольцо будет иметь в этот момент какую-то 
скорость, то оно проскочит положенне рав - 
новесня н будет двигаться дальше до тех пор, 
пока возросшая снла взанмодействия с маг- 
нитом не обратит его скорость в нуль и не 
заставит двигаться назад. При этом при про- 
хождении через положение равновесия коль- 
цо будет иметь скорость, направленную 
вверх. Кольцо опять пройдет через положе- 
ние равновесня и т. д. Так как прн прохож- 
дении тока по сверхпроводнику тепло не вы- 
деляется, то возникнут колебання относи- 
тельно положений равновесия. 


К статье «Вступнтельные экза- 
мены по математике» 


1. 2 яп Зах т 5“ с05 а. 


ое 2 
2. Шо =. 


4. 7. 


6. 10032—1<х<2. 
Т. Хх: 0. х. - 4. 


9 
8. -8 <х<2. 


1 1 
р 


10-х -5; ш -0,6; х. = 14; у -6. 





Их - 8 Ш ды 8. 
3 -= 
12. х ау, у. 
у 5? 
13. 1 <а<!. 
14. а<-3, а>1 
10 
15. 2<а<—=. 
1 
16. — 15 =@=4. 
17. —1<т<3. 
1 Е т 24а 
23. 56 — 4 26" со а В) со _Й) 
8 сок 6 созВ 
ее 48 
24. И = Е { : мет 
ци 


25. 4- 


26. х; — -] т ЁЛ. х, — 2л 
#. п=0О. =|. 3 ) 
27. << —; <... 


28. х<0. х> 


2 о. те 


1 
30. бх<=: ке 


5 
1 1 
Зах <<: 
о#? о 
2а3 
33. = 


ь 
34. х—2. 

4 

1 


35. х .у=3 
37. 0<2=1. 
К статье «Графики движеци 


















Куапетсесте.ги 


1 См рнсун 1 юбах кРИвых 
ерхнем рисунке удовлетворях Е фик\ 

сти. Если навестно. что х= 01 
ец ИМ ЯЕ ется линия я р [© риц 

> { характернзует моменты време 
юествующие 70м которо нтается 
4 ным 

На нижнем р: к К графи 


рения 


2 См г 


« ы ` = 





3 См рисунок 3 

4 См. рисунок + 

5 Из точек {Он | Г ! 

Линаково наклопенные прям харак: е[ 

ющие движение перв‹ ГС первом 1 
третьем этапах (белые линни на рисунке 5] 
Прямая. соединяющая концы проведенных» 
линий. соотиетствует движению ла второх 
этапе, а скорость на этом этапе И.-={2., 
{еслн { их откладываются в одном масштабе 
Голубой линией изображено движение вт“ 
рого тела, пересечение линий определяет мост 
и время встречи. И И.- 1 жесек; № 1, 


Пл я к у | ' ' 
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Рис. 4 


Рис. 5 


6. 1) Желтая линия на рисунке 6- 
графнк скорости первого велосипедиста, а 
красная — второго. {=18 сек с момента вы- 
8.8 
Ио езда первого велосипедиста, 5, = 32 м; 


5.10 
2) У = 8 м/сек; 3) $, = 5+ 5.10 = 75 м. 


! 7. Скорости в конце двнження одинаковы. 
Это следует из закона сохранения энергни. 
Время двнжения второго шарнка меньше 
(он движется в среднем с большей скоростью). 


= 








1римерные графикн 
шарнков показаны на рисунке 7. Так как ша- 
рикн ироходят одннаковые пути, то площа- 
ди фигур под графникамн скоростей должны 
быть одинаковыми. Для этого { должно быть 
больше #.. 


скоростей движения 


Ответы 
на вонросы, помещенные в 
разделе «Смесь 


1. Число имеет внд З0а - 6, где 6=1,7, 
11. нлн 13. Поэтому квадрат числа имеет 
вид 120с+-| илн 120с--49. Четвертая стеиень 
(в обонх случаях) имеет внд 480-1. 


Поэтому остаток от деления №1 на 480 
равен |. 


2. Если цена блокнота х коп. (ясно, что 
х< 100), то 


500—5х==160а +6, 
2500—31х=100-Га. 
Отсюда 3000—36х=-101 (2-5), 
12(250—3х\=101(а-Е6), 
поэтому 250—3Зх делится на 101. 250—Зх= 
—101#. При &=={ получаем 3Зх==149 — это 


невозможно (149 ие делится на 3), 
при А==2 имеем: 250—3х=202, х=16. (Систс- 


ма 
ты 100а--5, 
2500—496=2004 = 100а-- в 
кмеет очевидное решение а-=4, 5=20.) 
К задаче 
«Признак делимости на 7» 


Зерно. Разность между рассматриваемыми 
числамн делится на 7, т. к. 


10” —3* = (10--3) . 
- (10"-1+10°-? -3+... +10 -37-2 -- 3%-1). 


В каждом разряде выноснтся множителем 
число 7. 


Куапетсесте.ги 


К задаче «аешок картошки» 


Если влажность была 99%, то сухого вещест- 
ва был | кг. В высохшей картошке сухого 
вещества 2%, но тот же самый | кг. Значит, 
новый вес картошкн 50 кг. 


Решение «Карандаш в 
петлице пиджака» 


После несколькнх неудачных попыток 
освободнться от карандаша вам очень за- 
хочется, чтобы карандаш мог сжиматься, 
хотя бы гнуться, нли веревка смогла бы рас- 
тягиваться. Стой! А ведь, если бы веревка 
смогла бы растягиваться, то можно было бы 
освободиться от карандаша н другим способом. 
Взгляните-ка на рисунок. Представьте себе, 
если этот рисунок вам не совсем понятен, 
что вы оторвали от циджака небольшой ку- 
сок вокруг петлицы. Как тогда освободить 
карандаш? 

«Ну н что нз того, — скажете вы, — ведь 
веревка все равно ‘ие растягивается, а 
пиджак большой». А то, что пиджак не каран- 
даш, он отлично гнется, и вместо того что- 
бы обводить иетлю вокруг пиджака, можно 
отлично протащить пиджак сквозь петлю 
(достаточно лишь втащить в петлю кусок 
инджака размером с длниу караидаша, 
в чем легко убедиться экспериментально). 

Задачи такого типа носят название то- 
пологнческих. О топологни — науке, изу- 
чающей, в частйостн, свойства фигур, сохра- 
няющихся ипрн любых деформациях этих 
фигур изгибах, растяжениях и т. п., мы рас- 
скажем в одном из номеров «Кванта». 
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осетт 


еданционная 
ред р 


Ежедневно почте до- 
ставляет в редакцию «Кван- 
та» пачки писем, по кото- 
рым, кажется, можно изу- 
чать географию: обратные 
адреса мазываюх десятки 
знакомых и  мезнакомых 
тородов и сел нашей стра- 
ны" Они разные, эты чита- 
тельские обращения. В од- 
них — запросы о возмож 
ности подписаться, в дру- 
гих — совет, как лучше сде- 
лать журнал, в третьих — 
решение опубликованных 
задач мли же задачм, при- 
думанные самими авторамы 
писем. 

Особенно много откли- 
ков пришло на первый но- 
мер. И тут приятно отме- 
тыть, что подавляющее 
большинство писем — от 
школьников. Впрочем, иног- 
да о впечатлениях расска- 
зывают не сами ученики, 
а их родители. Таким об- 
разом, напрашивается вы- 
вод, что журнал достиг 
адресата — его читают в 
основном те, для кого он 
м создан. Вместе с тем ст- 
радно, что среди наших 
корреспондентов есть пре- 
подаватели математики и 
физики, студенты пединсти- 
тутов, инженеры, рабочие... 

Конечно, в первую оче- 
редь нас интересовала об- 
щая оценка журнала. В тех 
письмах, которые мы полу- 
чили до сих пор, она в ос- 
новном благоприятна, хотя 
корреспондентам вполне 
могло испортить настрое- 
ние двухмесячное опозда- 
ние первого номера. Боль- 
шинство так и написало: 
журнал понравился, не- 
смотря на то, что его до- 
ставыли с большим опозда- 
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нием. Огорчила задерж- 
ка с выходом «Кванта» и 
редакцию. которая прино- 
сит подписчикам свои глу- 
бокме извинения м одно- 
временно сообщает, что 
она предпринимает — все 
возможные меры для свое- 
временного выхода —оче- 
редных номеров журнала. 


Что же понравилось чы 
тетелям? Некоторые сооб- 
щают не только о своем 
общем впечатлении... «Жур- 
нал нужен особенно тем. 
кто по-настоящему любит 
физику и математику... 
Очень хорошо, что по не- 
му надо работать. Я с удо- 
вольствмем работала со 
статьями А. Н. Колмогоро- 
ва «Что такое функция», 
И. Ш. Слободецкого «Су- 
хое трение», с интересом 
читала о том, что волнует 
физиков в настоящее вре- 
мя» (Кузьмнна Елена, уче- 
ныца 10 класса, ст. Редки- 
но, пос. Северный  Кали- 
нинской области). «Уже в 
первом номере печатались 
такме интересные — стачьм, 
как нн в каком другом 
журнале для учащихся. 
Есть хорошие задачи по 
математике м физике. Пе- 
чатайте побольше трудных 
задач, интересных» (Вл. 
Брит, ученик 10 класса, Го- 
мель}. «В меня журнал ве- 
рит. Все ли понятно? Ко- 
нечно, нет. Но Вы, пожа- 
луйста, верьте, я буду ин 
хочу работать» (П. Садов- 
ников, ученик 8 класса, Вос- 
рошиловград). 


Примечательно, что в 
письмах, присланных из 
сельской местности, ощу- 
щается живой интерес ре- 


бя’ к математике и физике, 
стремление ни в чем не 
уступать городским. И жур- 
нал, по их мнзнию, оказы- 
вает им в этом серьезную 
помощь. 

Особенно много откли- 
ков на матермалы третьей 
страницы обложкн. Не сов- 
сем обычные кроссворды 
и шифровки, как и предпо- 
пагалось, заинтересовали 
широкий круг читателей — 
от шестиклассников до сту- 
дентов. 


Читатель нашего журна- 
ла — человек зоркий, вни- 
мательный. Он подмечает 
не только явные ошибки, 
мо, порой даже незначн- 
тельные шероховатости и 
досадные мелочи. Так, мно- 
го критических замечаний 
было вызвано помещенны- 
ми в журнале устарелыми 
данными о сроках приема 
в заочную математическую 
школу. Принципиально, по- 
деловому и  доброжела- 
тельно покритиковали ре- 
дакцию и авторов некото- 
Рых  матермалов читатели 
М. Певзнер из пос. Зеле- 
ноборского Мурманской 
области, М. Болотников из 
Москвы, И. Рабинович из 
Риги и другие. Сделанные 


ими замечаныя вполне 
справедливы, и редакции 
остается только поблаго- 


дарить их за это. 


Конечно, обо всем в 
кратком обзоре не расска- 


жешь. Добавим лишь, что 
все добрые — пожелания, 
справедливые замечания 


или дельные советы, кото- 
рые приходят к нам в лю- 
бом из конвертов, мы по- 
стараемся учесть. 





По горизонталя: 


$. Характеристика крыле. 

6. Едикица измеренмя. 

8. Поверхность. 

9. Основное понятные мз геометрыи 
41. Часть кометы. 

13. Спагасмое ряда. 


44. Множество, удовлетворяющее опреде- 
енным требованиям 

46 Часть цепочки. 

19. Математический знак. 

21. Способ, который позволяет найтм ре- 
ение задачи. 

22. Геометрический термин. 

23. Крупный — французский — математик, 
гср учебника по элементарной геометрин. 


По вертикали: 


1. Французсимя математик м механик, 
живший в ХУН(—ХИХ столетиях. 

2. Физическое понятие, о котором гово- 
рится в законах механики Ньютона. 

3. Польский математик, живший в ХХ 
веке. 

8 Великмй немецкий математик, 

7. Измерительный прибор. 

10. Единица измерения. 

12. Единица измерения. 

45. Механическое устройство 

17. Часть траекторим мскусственного 
спутнмка. 

18. Часть сооружения. 

49. Выдающийся советский математик м 
астроном. 

20 Апгебрамческий термин. 


Ответ на кроссворд, опубликованный в «Кванте» № 5. 


По горизонтали: 


31 446; 5] 168; 6] 22%; 8} 43; 9] 360; 1%] 84; 
| 90; 13] 80; 44] 18; 15] 437; 17) 90; 18] 648; 
| 246; 22} 40 800. 


По вертикали: 


4) 3183; 2} 3420; 3} 36; 4) 62; 5] 13 986; 


7] 18 096; 10} 693; 15] 4802; 16] 7200; 19] 4%; 
21} 10. 
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Н математические Понятия 


Уже в средних классах шко- 
лы становится ясным своеоб- 
разме математики по сравне- 
нию, например, с физикой. Все 
физические законы справедли- 
вы с некоторой степенью точ- 
ности м часто при прогрессе 
измерительной техникм заме- 
няются новыми, по отношению 


к которым первоначальные 
становятся лишь первым при- 
ближением. Бессмысленно 


спрашивать себя, рациональна 
мли  мррациональна — длина 
стержня. Для узко понятой 
практики мррациональные чис- 
ла не нужны. В математике же 
теорема о том, что диагональ 
квадрата несоизмерима со сто- 
роной, считается очень важ- 
ной. Открытие этого факта в 
Древней Греции считается од- 
ним из поворотных пунктов 


всего развития математики. 
2 


В. Г. Болтянский, 
Н. Х. Розов 


Публикуемая статья В. Г. 
Болтянского м Н. Х. Розова со- 
держит попытку популярно из- 
ложить своеобразие матема- 
тикм с точки зрения филосо- 
фин диалектического матерма- 
лизма. Быть может, некоторые 
мз вас осилят посвященные 
этим вопросам разделы моей 
статьм «Математика» в 26 томе 
второго издания «большой Со- 
ветской Энциклопедии». 

В. И. Ленин, как вы знаете из 
статьм И. К. Кикоина («Квант» 
№ 4], дала подробный анализ 
основных философских вопро- 
сов физики. Специально фило- 
софскими вопросами матема- 
тики Ленин не занимался. Но 
его общие высказывания по 
вопросам теории познания слу- 
жат руководством м для мате- 
матиков. 


А. Н. Колмогоров 


Познание окружающей нас реаль- 
ной действительности, объективных 
законов природы и общества всегда 
было и остается составной и неотъем- 
лемой частью человеческой деятель- 
ности, целью и задачей различных 
наук. Изучением же сложного и мно- 
гогранного процесса познания, вы- 
явлением объективных законов про- 
исхождения н формирования чело- 
веческих знаний о материальном мнре 
занимается теория познания — один 
из разделов философской наукн. 

Творчески развивая диалектнко- 
материалистическую теорию позна- 
ния, В. И. Ленин обогатил ее новыми, 
основополагающими положениями, с 
нсключительной глубиной и ясностью 
разработал необычайно широкий круг 
связанных с ней вопросов. Это и 
позволяет нам с полным основанием 
говорить о леминской теории позна- 
ния. 


ж * 
* 

Нас окружает материальный мир, 
движение и развитие которого под- 
чиняется ‘объективным,  существую- 
щим независимо от человека законам. 
Свойства и взаимные связн объектов 
материального мира прямо или косвен- 
но воспринимаются людьми, их орга- 
намн чувств, отображаются в челове- 
ческом сознании. Живое созерцание, не- 
посредственная чувственная связь че- 
ловека с объективной реальностью в 
процессе практической — деятельно- 
сти, являясь исходным пунктом по- 
знания, позволяет нам составить пред- 
ставление об окружающей действи- 
тельности. 

Накопленные человеком данные 
опыта обрабатываются и обобщаются 
его абстрактно-логическим — мышле- 
нием. Именно мышление позволяет 
человеку, отталкиваясь от фактов, 
познавать то, что недоступно восприя- 
тию с помощью органов чувств, дает 
возможность проникать в сущность 
предметов н явлений, выявлять связи 
между ними, открывать объективные 
законы материального мира, воспро- 
изводить реальную действительность. 


Куапетесте.го 


Естественно, возникает вопрос о 
том, соответствует ли ‹воспроизве- 
денная мышлением картнна реаль- 
ной действительности самой этой дей- 
ствительности, отражают лн (и на- 
сколько правильно) наши представ- 
ления объективное положение вещей. 
Только на практике, только в срав- 
ненин ожидающихся результатов с 
тем, что действительно произошло, 
человек может оценить правильность 
и ценность своих знаний. Именно 
практика служит критерием истины 
той или иной идеи, гипотезы, теории. 

В. И. Ленину принадлежит ге- 
ниальное определение процесса позна- 
ния: «От живого созерцания к абст- 
рактному мышлению и от него к прак- 


`тике — таков диалектический нуть 


познания истины, познания объек- 
тивной реальности» *). 

В окружающем нас мнре нет ве- 
щей непознаваемых, принципиально 
недоступных человеческому разуму. 
Однако познание предметов, явлений 
в0 всей их полноте может быть дано 
только бесконечной суммой общих по- 
нятий, законов ит. п. И овладение всей 
этой суммой знаний все время при- 
близительно, т. е. исчерпывающее по- 
знание мира возможно, говоря матема- 
тическим языком, лишь в пределе. На 
каждом отрезке исторического разви- 
тия наши знания о действительности 
являются лишь относительнымн и в 
то же время содержат в себе частицу 
абсолютной истины: одни стороны 
предметов н явлений отражаются на- 
учными понятиями более или менее 
правильно, адекватно, другие — 
лишь примерно или даже неверно, 
третьи еще вообще неизвестны. 

Движение, изменение, развитие 
материального мира протекает в раз- 
ных формах; предметы и явления 
объективной  реальностн наделены 
различными качествами и обладают 
разнообразными количественными ха- 
рактеристиками. 

Различные направления науки изу- 


*) В. И. Ленин. Полн. собр. соч., 
т. 29. стр. 152—153. 
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чают специфические качественные осо- 
бенности предметов или стороны яв- 
лений, исследуют одну илн несколько 
тесно связанных форм движения ма- 
терии. Так, биохнмия — рассматри- 
вает химические процессы в их связи 
с живыми организмами, география 
описывает картину нашей планеты и 
изучает законы ее преобразования 
людьми, история имеет своим пред- 
метом раскрытие законов развития 
человеческого общества в их конкрет- 
ном проявлении и т. д. 

Специфика математики состоит в 
том, что она не рассматривает кон- 
кретные материальные тела, не ана- 
лизнрует какую-либо определенную 
форму движения материи. «Чистая 
математика,— писал Ф. Энгельс, — 
имеет своим объектом пространствен- 
ные формы и количественные отноше- 
ния действительного мира...» *). Иначе 
говоря, математика изучает матери- 
‘альный мир с особой точки зрения: 
предметом ее исследования являются 
сами количественные — отношения 
(в общефилософском понимании этого 
термина), которые присущи всем без 
исключения объектам реальной дей- 
ствительности и которые «характе- 
ризуются, в отличие от качественных, 
лишь своим безразличным отношени- 
ем к конкретной природе тех пред- 
метов, которые они связывают...» **). 

Эта специфика предмета опреде- 
ляет широкую применимость мате- 
матики в других науках. Внутренняя 
неразделимость качественных и ко- 
личественных свойств предметов или 
явлений реальной действительности 
создает объективные предпосылки 
для использования математических 
методов в изучении многих важнейших 
проблем бнологии, геологии, языко- 
знания и др. В этом смысле К. Маркс 
говорил, что ‹...наука только тогда 
достигает совершенства, когда ей уда- 
ется пользоваться математикой» ***). 


*) К. Маркси ХФ. Эигельс, Соч., 
т. 20, стр. 37. 
*+) А. Н. Колмогоров, Математика, 
БСЭ. т. 26, стр. 476. 
***) Сб. «Воспоминания о Марксе и Эн- 
тельсе», М., 1956, стр. 66. 
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Математику принято считать абст- 
рактной наукой, и это, бесспорно, 
справедливо. Именно специфика ма- 
тематики, изучающей пространствен- 
ные формы и количественные отноше- 
ния, определяет ее особую абстракт- 
ность. На это обращал внимание еще 
Ф. Энгельс: ‹...чтобы быть в состоя- 
нии исследовать эти формы и отноше- 
ния в чистом виде, необходимо совер- 
шенно отделить их от их содержания, 
оставить это госледнее в стороне как 
нечто безразличное...» *). 

Иначе говоря, речь идет об иссле- 
дованнях, результаты которых до- 
стигаются не с помощью микроскопа 
или химических реактивов, а лишь 
силой абстракцин, 

Каждый предмет или явление 
объективной реальностн обладают бес- 
конечным числом свойств, качеств и 
неразрывно связаны с другими пред- 
метами и явлениями, со всем мате- 
риальным миром. Наше мышление 
не может охватить сразу все этн свой- 
ства и все многообразие связей. Поэ- 
тому, производя научные исследова- 
ния, мы вынуждены останавливать 
свое внимание лишь на одном или 
нескольких свойствах изучаемого 
объекта, лишь на некоторых его свя- 
зях с другими объектами. На все 
остальные свойства и связи мы не 
обращаем внимание, т. е. отвлекаем- 
ся, абстрагируемся от них. 

Иными словами, всякое познание 
необходимо связано с процессами 
абстрагирования, с абстракциями. 
«Мышление, восходя от конкретного 
к абстрактному, не отходит — если 
оно правильное...— от истины, а 
подходит к ней... все научные (пра- 
вильные, серьезные, не вздорные) 
абстракции отражают природу глуб- 
же, вернее, полнее»,— отмечает 
В. И. Ленин **). 

Но абстракции имеют и свою сла- 
бость, которая заключается прежде 


*) К. Маркс иФ. Энгельс, Соч., 
т. 20, стр. 37. 

**) В. И. Ленин. Полн. собр. соч.. т. 29, 
стр. 152. 


всего в том, что каждая из них отра- 
жает объект как-то односторонне. 
«Мы не можем, — писал В. И. Ленин, — 
представить, выразить,  смерить, 
изобразить движения, не прервав 
непрерывного, не упростив, угрубив, 
не разделив, не омертвив живого. 
Изображение движения мыслью есть 
всегда огрубление, омертвление,—... 
и не только движения, но и всякого 
понятия» *). Поэтому отраженне кон- 
кретного объекта во всей его полноте 
может быть осуществлено лишь с 
помощью бесконечного ряда абстрак- 
ций, раскрывающих все многообра- 
зие его свойств и качеств. 

Итак, в основе математики лежит 
весьма реальный материал. «Тот 
факт,— замечает Ф. Энгельс, — что 
этот материал принимает чрезвычай- 
но абстрактную форму, может лишь 
слабо затушевать его происхождение 
из внешнего мира» **). 

Нанболее простым и широко рас- 
пространенным видом’ абстракции яв- 
ляется абстракция отождествления. 
Проследим формирование этого вида 
абстракции на простом примере. 

Возьмем, например, слово «Дом». 
Оно выражает некоторое понятие, 
появляющееся в результате абстрак- 
ции. Сам процесс абстрагировання 
можно представить себе примерно 
так. Мы рассматриваем совокупность, 
класс реальных предметов, обладаю- 
щих общим для всех них признаком: 
каждый из этих предметов предназна- 
чен для того, чтобы внутри него жили 
или ‚работали люди. Именно этот 
признак мы считаем главным, суще- 
ственным в процессе абстрагирова- 
ния. По этому признаку мы судим 
о том, принадлежит данный кон- 
кретный предмет нашему классу нли 
нет, а от всех прочих свойств, ко- 
торые присущи различным конкрет- 
ным предметам нашего класса, мы 
отвлекаемся, считая их второсте- 
пенными, несущественными (напри- 


*) ВИ. Ленин. Полн. собр. соч., т. 29, 
стр. 233. 

**) К. Марксн Ф. Энгельс, Соч., 
т. 20, стр. 37. 
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мер, количество и форма окон, число 
этажей, наличие или отсутствие элект- 
рического освещения ит. д.). 

В результате такого отвлечения от 
несущественных свойств мы как бы 
отождествляем в нашем сознании все 
предметы рассматриваемого класса, 
создавая тем самым абстрактное по- 
нятие «дом». Само это слово является 
теперь знаком, символом, характе- 
ризующим любой предмет рассмат- 
риваемого класса. Когда мы говорим 
«ЭТО — дом», то имеем в виду, что 
данный предмет обладает основным 
указанным выше качеством, а’ инди- 
видуальные отличия этого предмета 
рассматриваются как — второстепен- 
ные. 

Абстракция отождествления при- 
водит к образованию ряда матема- 
тических понятий, например по- 
нятия конкретного числа («два», «че- 
тыре», «десять» и т. Д.). 

Нам часто встречаются множества, 
содержащие одинаковое количество 
предметов: две руки, пара ботинок, 
два уха, пара лошадей в упряжке 
ит. д. Отождествление таких множеств 
на основании выделенного основ 4о0го 
свойства приводит к образованию 
абстрактного понятня «дьа»,  отра- 
жающего общее, существенное, что 
есть у всех этих множеств. Само слово 
«два» и символ «2» являются знаками, 
обозначениями этого понятия. 

Другой вид абстракцин — абст- 
ракция идеализации (или идеали- 
зирующая абстракция). Примерамн 
абстракций этого вида являются такие 
понятия, как «отрезок», «поверх- 
НОСТЬ», «материальная Точка», ‹абсо- 
лютно черное тело» и Т. д. 

Сравним для примера понятия 
«дом» и «материальная точка». Мы 
можем в окружающем нас мире ука- 
зать на ряд предметов, о которых 
каждый скажет: «Это — дом». Но ни 
одной «материальной точки» указать 
нельзя: ведь это (согласно прннятому 
в механике определению) объект, об- 
ладающий конечной массой н не имею- 
щий никакой протяженности. Ясно, 
что таких предметов в природе нет, 
ибо любой реальный предмет обла- 
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дает большими нли меньшими раз- 
мерами. Таким образом, «дома» ре- 
ально существуют, а «матернальные 
точки»— нет. 

То же самое можно сказать н о 
геометрическом понятии «отрезок». В 
природе мы не наблюдаем «в чистом 
виде» предметов, обладающих дли- 
ной И «прямизной», НО «лишенных 
толщины». Это понятие, следователь- 
но, не возникает в результате абст- 
ракции отождествления, а является 
идеализацией. 

Идеализация в общих чертах со- 
стоит в следующем. Реальный объект 
заменяется в нашем сознании абст- 
рактной моделью, которая получает- 
ся не только путем отвлечения от 
несущественных, второстепенных 
свойств, нон путем наделения модели 
идеализированными свойствами, в 
утрированном виде отражающими су- 
щественные свойства объекта. На: 
пример, если мы изучаем движение 
небесного тела, удаленного от нас на 
расстояние, во много раз превышаю- 
щее его размеры, мы можем построить 
утрир ›ванную модель, считая это те- 
ло материальной точкой. Точно так 
же понятие «касания» в утрнрованном 
виде отражает возможное в действн- 
тельности взаиморасположение пред- 
метов. 

Разумеется, сказанное не означа- 
ет, что понятия, возникающие в ре- 
зультате идеализации, совершенно 
оторваны от объективного мира и ли- 
шены реального смысла. Позволяя нам 
особенно глубоко и четко проследить 
наиболее существенные — свойства 
объектов, эти понятия имеют общеиз- 
вестное значение в практических прн- 
ложениях математики. 

Особым видом абстракцни идеали- 
зацин является абстракция потен- 
циальной  осуществимости. Она ха- 
рактеризуется отвлечением от реаль- 
ных границ наших конструктивных 
возможностей, обусловленных огра- 
ниченностью нашей жизни в прост- 
ранстве и во времени. 

Эта форма абстракции позволяет 
нам рассуждать, например, о любом 
боль! м числе (скажем, о числе 102078) 
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и предполагать, что мы как бы имеем 
возможность досчитать до него, на- 
чиная с 1, 2, 3,4... нт. д. Очевидно, 
что эта возможность чисто потенци- 
альная: нам не хватит на это всей 
нашей жизни. 


Однако мы отвлекаемся от прак- 
тической неосуществимости этой за- 
дачи, от ограниченности наших воз- 
можностей и считаем допустимым рас- 
сматривать любые числа, приходя 
тем самым К понятню «бесконечный 
ряд натуральных чисел». 


В результате применения этого 
вида абстракции возникают и такие 
понятия, как «прямая» (неограничен- 
но простирающаяся в обе стороны), 
«плоскость» и другие. 


Современная математика опериру- 
ет с громадным количеством поня- 
тий, которые не могут быть полу- 
чены как очевидные, непосредствен- 
ные абстракции доступных живому 
созерцанию свойств объектов мате- 
Риального мира. Эти понятия обра- 
зуются в процессе многоступенчатого 
наслоения абстракций. 


Исходные, первичные математи- 
ческие понятия возникают из объек- 
тнвной реальности, отражая, абстра- 
гируя количественные отношения и 
пространственные формы объектов 
действительности. Но, возникнув, эти 
понятия как бы живут своей собст- 
венной жизнью, образуя в сознании 
человека свой собственный мир, сами 
порождают дальнейшие отражения н 
новые абстрактные понятия. Эти абст- 
рактные понятия в свою очередь сно- 
ва порождают новые абстракции, так 


сказать, более высокого порядка 
инт. Д. 


Для того чтобы пояснить сказан- 
ное, обратимся к: понятию «числа». 


Число, первоначально выступающее 
как результат счета предметов (абст- 
ракция отождествления), обобщает- 
ся затем до понятия натурального 
числа (абстракция потенциальной осу- 
ществимости}. Потом вводится понятие 
дробного числа (абстракция отож- 


дествления *). Следующая абстрак- 
ция — рациональные числа (положн- 
тельные и отрицательные), а затем и 
действительные числа. 

Многоступенчатый характер абст- 
ракции здесь совершенно ясно виден. 
Точно так же понятия «числа», 
«вектора», «геометрического  преоб- 
разования» и ряд другнх абстракций 
(относящихся, очевидно, к простран- 
ственным формам и количественным 
отношениям реального мира) порож- 
дают понятие «группа», являющееся 
абстракцией более высокого порядка. 

Однако не следует думать, что 
многоступеннатость  математнческих 
абстракций, наличне абстракций раз- 
ного порядка означают отрыв мате- 
матики от реального мира. Очень 
поучительным в этом отношении яв- 
ляется то, что многие «изысканные» 
абстрактные понятия и теории совре- 
менной математики уже сейчас на- 
ходят важные применения. Так, по- 
нятие «группа» к тонкие вопросы тео- 
рии групп находят важные прило- 
жения в физике элементарных частнц. 

Специфический отпечаток на всю 
математику накладывает гипотети- 
ческий характер математических тео- 
рий. 
Физнки изучают, например, нзо- 
термическне газовые процессы, т. е. 
исследуют свойства газа при условии, 
что его температура не изменяется. 
Другой прнмер из физики — изуче- 
ние переохлажденных жидкостей, т. е. 
исследование свойств вещества при 
условии, что оно имеет температуру 
ниже точки плавления, но (в силу осо- 
бых условнй опыта) не кристаллизу- 
ется, а остается в жидком состоянии. 
Законы, открытые в этих условиях, 
будут гипотетическими, т. е. справед- 
ливыми при выполнении определен- 
ных гипотез. 

Однако в физике такие законы 
имеют смысл лишь тогда, когда со- 
ответствующие условия, гипотезы ре- 
ально осуществимы. В самом деле, 





*) Расчленяя целое. единицу на доли, мы 
затем отождествляем символы !,, 3/3, 
$1: Н т. д., считая их представляющими 
одно и то же дробное число. 


3: 
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если бы кто-нибудь создал «теорию» 
о поведенин веществ при температуре 
ниже абсолютного нуля, то физики 
вряд ли приняли бы ее всерьез, ибо 
она использует гипотезу, противоре- 
чащую известным нам свойствам ре- 
ального мира. 

В математике дело обстоит (во вся- 
ком случае, внешне) по-другому. Ок- 
ружающие нас предметы имеют три 
измерения, но математики построили 
теорию л-мерных (и даже бесконеч- 
номерных) пространств. Мы знаем, 
что умножение. чисел коммутатнвно: 
аь-фа, но в математике изучают и 
такие числовые системы, в которых 
абэ=фа. Можно привести и другие 
примеры. теорий, противоречащих 
«здравому смыслу». 

Но характерно, что эти на пер- 
вый взгляд «дикие» теории находят 
важное применение при изучении ре- 
альной действительности! Достаточ- 
но напомнить, например, что теория 
относительности широко использует 
четырехмерное пространство. 

Наиболее ярким примером гипо- 
тетической теории,’ оказавшей реша- 
ющее влияние на всю математику, 
была геометрия Лобачевского. 
Н. И. Лобачевский заменил постулат 
Евклида о параллельных другим, сво- 
им постулатом (через данную точку 
в данной плоскости можно провести 
бесчисленное множество прямых, не 
пересекающих данную прямую), а 
затем на базе этой аксиомы (и осталь- 
ных аксиом, совпадающих с евкли- 
довыми) построил логически строй- 
ную и законченную геометрию. 

Открытие Н. И. Лобачевского в 
значительной мере предопределило 
полное ‘торжество  аксиоматического 
метода построения математики. Суть 
этого метода состоит в том, что все 
теоремы выводятся чисто логическим 
путем из сравнительно небольшого 
числа недоказываемых предложений— 
аксиом. Иначе говоря, математиче- 
ская теория развивается, строится в 
предположении, что имеют место оп- 
ределенные, заранее фиксируемые ак- 
сиомы. 

Математик в процессе своего твор- 
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чества имеет дело с абстрактными по- 
нятиями. Он не обращается каждый 
раз в своих рассуждениях к объектив- 
ной действительности, непосредствен- 
но исследует не ее, а именно этот «мир 
понятий». Для доказательства той 
илн иной теоремы нет необходимости 
описывать и систематизировать факты 
и явления, не нужно строить громозд- 
кие и дорогостоящие установки, не 
требуется проводнть ювелирно-тон- 
кие эксперименты. — 

Математическое исследование про- 
исходит чисто умозрительным путем, 
подчиняясь законам логики. Мате- 
матик в процессе своей работы. пре- 
следует лишь цель проведения ло- 
гически строгих, исчерпывающих до- 
казательств теорем, построения непро- 
тиворечивых теорий. 

Но, помимо чисто логической дея- 
тельности мышления, большую роль 
в развитии математики (как, впрочем, 
и всякой науки) играют и такие твор- 
ческие возможности человеческого ра- 
зума, как воображение, интунция. 
Подчеркивая значение творческого во- 
ображения, интуитивной догадки, зна- 
чение фантазии в процессе познания, 
В. И. Ленин писал: «Напрасно ду- 
мают, что она нужна только поэту. 
Это глупый предрассудок! Даже в 
математике она нужна, даже откры- 
тие дифференциального и интеграль- 
ного исчислений невозможно было бы 
без фантазнн» *). 

Чисто умозрительный, — мысли- 
тельный путь математического иссле- 
дования, допускающий широкое ис- 
пользование фантазии и гипотетиче- 
ских построений, создает иллюзию 
независимости математических поня- 
тий и теорий от объективного мира, 
отсутствия реального содержания у 
абстракций более высокого порядка, 
возникающих в процессе «свободного 
творчества» разума. 

В самом деле, формальмо откры- 
вается следующая возможность: ма- 
тематик выдвигает пронзвольные, вы- 
думанные им аксиомы и выводит из 
них с помощью законов логикн раз- 


*) В. И. Ленин. Полн. собр. соч., 
т. 45. стр. 125. 
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личные следствия; если ему «повезет» 
и в результате получится непротиво- 
речивая теория, то можно говорить о 
математнческом открытии. Инымн сло- 
вамн, математик, не будучи связан 
непосредственно ни с какими ре- 
альными объектами, ни с какой фор- 
мой движения материи, может, ка- 
залось бы, руководствоваться только 
своим воображением, делать любые 
гипотезы и на их основе развивать 
теории, лишь бы получить что-ни- 
будь логически непротиворечивое и 
«математически интересное». 

Развивая подобные мысли, один 
из крупнейших французских матема- 
тиков Анри Пуанкаре (1854—1912 гг.) 
утверждал, что в основе математики 
(и даже науки вообще) якобы лежат 
свободные, произвольно прннятые со- 
глашения, выдуманные исследовате- 
лем и удобные для него. Он считал, 
что математика является продуктом 
свободного «чистого разума» и не за- 
висит от существования матерналь- 
ных объектов, не связана с практи- 
ческой деятельностью людей. Что 
же касается возможности практичес- 
кого применения достижений мате- 
матнки, то это лишь счастливая 
случайность, объяснить которую мы 
не в состоянии *). 

Отдавая должное научным заслу- 
гам А. Пуанкаре, В. И. Ленин под- 
верг резкой критике его философские 
концепции, охарактеризовав его как 
«очень путаного философа». Следует 
иметь в внду, что при всей нелепости 
и откровенно идеалистическом ха- 





*} Подобные взгляды можно встретить 
иногда и сейчас. Например, группа извест- 
ных зарубежных математиков, выступавших 
под псевдонимом Николя Бурбаки, писала, 
хасаясь отношений «мира эксперимеитального 
и мира математического»: «То, что между 
экспериментальными явлениями и математи- 
ческими структурами существует  тесиая 
связь, — это, как кажется, было совершенно 
неожиданным образом подтверждено недав- 
ними открытиями современной физики. но 
нам совершенио неизвестны глубокие причи- 
ны этого (если только этим словам можно 
приписать какой-либо смысл), и, может быть, 
мы их никогда не узнаем» (Н. Бурб-а- 
ки, Очерки по истории математики, М., 1963, 
стр. 258). 


рактере подобных взглядов, опро- 
вергнуть их чисто логическими дово- 
дами невозможно. Правильный ответ 
может дать только последовательная 
диалектико-матерналистическая точ- 
ка зрения, признание практики кри- 
терием истины. 

Логика является рабочим ннстру- 
ментом математики: утверждение, вы- 
веденное из посылок, аксиом и опре- 
делений по правилам логики, счи- 
тается в математике истинным. Но 
«очевидность», «ясность», «убедитель- 
ность» самих шагов логических рас- 
суждений возникает не сама по себе; 
правомерность логических построений 
находит свое подтверждение в много- 
вековом опыте практической деятель- 
ности человечества. 

Именно этот опыт подтверждает, 
что внутренние законы развития ло- 
гического мышления тождественны 
законам развития объективной реаль- 
ности. Ф. Энгельс писал по этому по- 
воду: «Над всем нашим теоретиче- 
ским мышлением господствует с аб- 
солютной силой тот факт, что наше 
субъективное мышление и объектив- 
ный мир подчинены одним и тем же 
законам и что поэтому они и не могут 
противоречить друг другу в своих 
результатах, а должны согласовать- 
ся между собой»*). 

Таким образом, требование `фор- 
мальной математической строгости, 
т. е. точностн определений, полноты 
доказательств теорем, непротиворечи- 
вости теорий и т. д., и есть одна из 
сторон специфического проявления 
критерия практики в математике. 





*) К. Маркси Ф. Энгельс, Соч. , 
т. 20, стр. 581. 
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Однако сама по себе математи- 
ческая строгость не может полностью 
заменить собой критерий практики, 
не является исчерпывающей гаран- 
тией истинности математического зна- 
ния, т. е. правильности отражения 
человеком объективной реальности. 
Ибо существенным является и вопрос 
о соответствии принятых в теории 
посылок реальной действительности. 
Этот вопрос уже выходит за пределы 
компетенции логики и может быть 
решен лишь в ходе общественно- 
производственной (в том числе—науч- 
ной) деятельности людей. Только опыт 
этой деятельности может отличить 
строго логичные «теории», построен- 
ные на нерезльных, фантастических 
гипотезах и аксиомах, от подлинно 
научных теорий, приближающих нас 
к познанию объективных истин. 

Научно-историческая практика 
свидетельствует, что первичные по- 
нятия математики и описывающие их 
акскомы взяты из жизни и являются 
отражением объективных свойств ре- 
альных предметов. Поскольку логика 
понятий отражает объективную ло- 
гику вещей, т. е. объективные связи 
предметов материального мира, то 
новые понятия и теории теснейшим 
образом связаны с реальным миром и 
потому закономерно, а вовсе не слу- 
чайно, находят все новые приложе- 
ния в научной и практической дея- 
тельности людей. 

Протекающий сейчас бурный про- 
цесс «математизации» знаний, еще 
более стимулируемый развитием вы- 
числительной техники, полностью 
подтверждает мощь математнческих 
методов и их органическую связь с 
Жизнью. 
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ПОРТРЕТЫ 
ЭНИЛИ 


Портреты, модели, карты 

Схемы, чертежи, планы, фото- 
графии, портреты, выпол- 
ненные художниками и кон- 
структорами, —все это моде- 

ли изображаемых ими предме- 
тов («оригиналов»). Модель есть 
своего рода заменитель изобра- 


жаемого ею предмета. Каждая мо- 
дель, снабжая нас информацией об 


изображаемом ею. «оригина- 
лез, в йю же время ряд черт этого «оригина- 
ла» не воспроизводит, опускает их, или; как го- 
ворят, абстрагируется от них. Да это и понятно: 
«полная» модель, являющаяся точной копией «ори- 
гинала», не обладала бы с точки зрения легкости 
изучения никакими преимуществами в сравнении с ним. 
Ради упрощения процесса познания приходится жертво- 
вать его полнотой. Как правило, плоское изображение про- 
странственного объекта искажает форму оригинала. К числу 
таких объектов относится земной шар, способам изго- 
товления «портретов» которого, т.е. попросту геогра- 
фических карт, посвящена эта статья. Способов 
этих (в зависимости от назначения карты) из- 
вестно много. Но при всем их разнообразии 
все они так или иначе включают и варьи- 
риют два основных «мотива»: проектиро- 
вание и развертку на плоскость. 
















В. Н. Березин, 
М. Л. Смолянский 
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Рис. 1. 


«Бюст Земли» — глобус 

Прежде чем перейти к различным 
способам изображения земной поверх- 
ности на карте, или, как их называют, 
картографическим про- 
екциям, скажем несколько слов о 
«скульптурном портрете» Земли, ко- 
торый можно считать промежуточным 
этапом для получения других «порт- 
ретов»,— иначе говоря, о хорошо из- 
вестном всем глобусе. 

То, что наша планета по форме 
близка к шару, было достаточно ясно 
осознано еще древнегреческими уче- 
ными, основывавшимися главным об- 
разом на наблюдениях мореплавате- 
лей ин путешественников. Конечно, 
самн по себе эти. наблюдения позво- 
ляли утверждать лишь, что известная 
грекам часть Земли, — то есть части 
Европы, Азии и Африкн, непосред- 
ственно примыкающие к Средизем- 
ному и Черному морям и восточной 
части Атлантического  океана,— 
выпукла. Не удивительно, что 
при высокоразвитой у греков культу- 
ре абстрактного мышления эти до- 
статочно косвенные данные позволили 
ученым того времени выдвинуть сме- 
лую гипотезу ‘о замкнутости поверх- 
ности Земли. Форма же земной тени 
на поверхности Луны во время зат- 
мений (осознание того, что это тень 
Земли, само по себе было достижени- 
ем, которое трудно переоценить), а 
отчасти умозрительные доводы, при- 
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влекающие в той или иной форме 
представления о симметрии, привели 
греков к убеждению, что Земля — 
шар. 

О том, как греки представляли 
себе «лицо» Земли, можно судить’ по 
древнейшей дошедшей до нас (в позд- 
нейших латинских копиях} геогра- 
фической карте, составленной зна- 
менитым греческим ученым Клавди- 
ем Птолемеем (около 150 лет до на- 
шей эры). Птолемей, пользуясь вве- 
денной еще до него Гиппархом коор- 
динатной сеткой, пытается развернуть 
сферическую поверхность Земли на 
плоскость (рис. !}. Меридианы изо- 
бражаются двузвенными ломаными, а 
широтные круги — дугами окруж- 
ностей, верхняя из которых соот- 
ветствует примерно полярному кругу, 
нижняя — экватору, а отделяющая 
усеченный конус умеренного пояса 
от цилиндрического экваторнального 
(широта 0`) — тропику Рака. Вдоль 
меридианов выдержан постоянный 
масштаб (концентрические дуги па- 
раллелей отделены друг от друга 
через каждые 10’ равными проме- 
жутками). Понимая, ито к югу от 
экватора параллели снова должны 
сокращаться, в связи с чем нижняя 
половина развертки должна была бы 
быть отделена от изображенной им 
верхней разрезом, Птолемей не пы- 
тался изображать Южное полушарие. 
Африку с юга и Азию с востока ему 
пришлось продолжать гипотетической 
Тегга лсорпЦа  («Неизвестной Зем- 
лей»), к югу от Индийского океана 
переходящей в «Звездную Землю» 
(Тегга аицзгаЙа; название это впо- 
следствии было присвоено открытому 
примерно в тех же краях пятому 
материку}. Карта Птолемея выполне- 
на, как сказали бы современные кар- 
тографы, в «произвольной проекции». 
Тем примечательнее точность, с ко- 
торой на нее нанесены координаты 
(особенно широты) многих городов и 
портов. 

Птолемей приводит и другую про- 
екцию, с его точки зрения более кра- 
сивую и правильную, но менее удоб- 
ную для практических построений. 
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Рис. 2. 


Предоставим слово самому Птоле- 
мею *): «... можно было представить 
себе в виде прямой один только сред- 
ний меридиан, с плоскостью которого 
совпадает ось зрения. Меридианы же, 
находящиеся по обе стороны от него, 
кажутся обращенными к нему своей 
вогнутостью, возрастающей по мере 
удаления от него (рис. 2). 

Последний чертеж передаст это, 
сохраняя надлежащее соответствие из- 
гибов. Кроме того, взаимная про- 
порциональность дуг параллелей пе- 
редает как можно точнее подлинное 
отношение одних параллелей к дру- 
ГИМ... 

Благодаря всему этому второй спо- 
соб имеет, пожалуй, преимущество 
перед первым, уступая ему, однако, в 
удобстве исполнения чертежа. Там 
можно было провести только одну 
нараллель, разбить ее на деления и 
наносить на карту любой пункт, 
прнкладывая и перемещая линейку. 
Здесь же этого удобства нет, так как 
линии меридианов подходят к сред- 
нзму меридиану изгибаясь, и, кроме 
того, нужно еще чертить все окруж- 
ности, а положение относительно ок- 
ружающих стороны квадрата точек, 
приходящихся на просветы сетки, 
нужно определять по нанесенным на 
карту точкам путем расчета. Поэ- 


*) «Античная  гсография». составитель 
проф. М. С. Боднарский, Географгиз, 1953. 
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Рис. 3. 


тому, хотя я анчно в данном деле и 
везде предпочитаю то, что лучше и 
труднее, тому, что хуже и легче, нуж- 
но все же придержнваться обоих уста- 
новленных способов, имея в виду лю- 
дей, которых праздность влечет к 
более легкому...» 

Примерно к тому же времени 
(середина И века до нашей эры) 
относится, по-видимому, н изготов- 
децие первого из известных глобусов. 
Глобус этот, сделанный философом 
Кратесом Малосским, не сохранился 
и известен по позднейшим описаниям, 
на схематичность которых прихо- 
дится делать нензбежную скидку при 
оценке его точности. Знаниям этой 
эпохи вполне соответствовало — изо- 
бражение на глобусе материка Ойку- 
мены («Обитаемого»), состоящего из 
Евразии и Африки (для этого у Кра- 
теса были, конечно, основания, по- 
скольку Суэцкий перешеек был пе- 
ререзан каналом, действительно, не- 
сколько позднее). Пропорции при- 
вычных нам очертаний береговых ли- 
ний (особенно в периферийных обла- 
стях) заметно нарушены, но взаимное 
расположение таких характерных эле- 
ментов карты, как Средиземное, 
Черное, Красное и Белое моря, Пер- 


‘сидский залив, Аравийский нолуост- 


ров и полуострова Юга Европы, пе- 
редано в общем правильно. 

Глобус Кратеса (в отличие от 
гораздо более подробной карты Пто- 





Рис. 4. 


лемея) играл, очевидно, в основном 
демонстрационную роль. Появление 
же на нем таких фаитастических дета- 
лей, как симметричный Ойкумене от- 
носительно экватора материк, на- 
селенный будто бы «Антэками», и 
материки на севере и юге противопо- 
ложного полушария (обиталища «Пе- 
риэков» и «Антнподов») можно, по- 
жалуй, объяснить неосознанным 
стремлением к «симметрии», очень 
характерным, кстати, и для совре- 
менной науки. (рис. 3) 

До наших дней дошел глобус 
(смотри заставку к статье), изготов- 
ленный жителем Нюрнберга Мар- 
тином Бихеймом намного позже — 
в том самом 1492 году, который в 
честь открытия Колумбом Америки 
стали считать условной границей 
между средневековьем и новым вре- 
менем. На полуметровом глобусе Би- 
хейма и особенно на карте (см. рис. 4), 
изготовленной с помощью этого гло- 
буса, хорошо видно, что геогра- 
фы того времени переоценили раз- 
меры Азии, а путь из Испании до ее 
восточных берегов (Китая и Индии) 
оценивали из-за этого почтн вдвое 
меныним, чем в действительности. 

Ошибка, конечно, есть ошибка, 
но объективно эти представления бе- 
зусловно способствовали оптимизму 
Колумба, вдохновляя его на смелый 
замысел достичь восточных 6е- 


Куапетссте.ги 


регов Азии, двигая свои каравеллы 
все время на запад. 


От «макета» к «портрету» 

Но сейчас, когда глобусы умеют 
делать вполне хорошо, что мешает 
пользоваться ими во всех случаях, 
когда нужна карта? Или они тоже 
не свободны от искажений — не учн- 
тывают, например,  сплюснутость 
Земли у полюсов или ее горный рель- 
еф? Нет, это здесь не очень сущест- 
венно: разница между полярным н 
экваториальным радиусами Земли 
составляет не более 0,3% любого из 
них, а высота высочайшей горной вер- 
шины — Джомолунгмы — около 0,1% 
земного радиуса (и примерно того же 
порядка — глубочайшие впадины на 
дне океанов), так что В пределах ра- 
зумной точности изготовления этн 
факторы вообще практически неза- 
метны; гораздо удобнее изобразить 
рельеф на карте или глобусе с пю- 
мощью Так называемых «линий уров- 
ня», Окрашивая для наглядности нро- 
межутки между ними в разные цвета. 
Суть же дела очень проста: глобус 
менее удобен, чем карта,— не снаб- 
жают же паспорта бюстами и ба- 
рельефами владельцев! 

Но, имея глобус, можно подумать 
н о «развертке» его — хотя бы при- 
близительной. Для изготовления 
портрета Земли нам понадобится ее 
миннатюрный макет. 

Разобравшись в том, как глобус 
«развертывается» в карту, мы иодой- 
дем, кстати, и к пониманию не менее 
интересной обратной задачи: как по 
полученным в результате аэрофото- 
съемки плоским изображениям кусков 
земной поверхности воссоздается ис- 
тннный вид оригинала — Земли. 

Всномним теперь, как делаются 
развертки поверхностей. У много- 
гранника можно, например, разре- 
зать почти все ребра, оставляя лишь 
по одному неразрезанному ребру у 
каждой грани, чтобы поверхность пе 
распадалась на куски. Еще проще 
развертываются цилиндры и конусы. 
Модель цилиндра (точнее,  цилинд- 
рической поверхности} вы получите, 
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Рис, 5. 


склейв две протнвоположные сторо- 
ны прямоугольного листа бумаги, 
а модель конуса — это просто бу- 
мажный фунтик. Достаточно разре- 
зать любую из этих моделей по обра- 
зующей и положить получившийся 
кусок бумаги на стол — и развертка 
готова! Длины линий, начерченных 
на исходных поверхностях, сохра- 
нятся и на развертках (разве что 
линия — если она пересекла обра- 
зующую, вдоль которой делался раз- 
рез,— разорвется на две части). 

Но Земля наша — шар. Как до- 
казал в 1777 году Леонард Эйлер, 
никакая (сколь угодно малая!) часть 
сферической поверхностн не может 
быть развернута на плоскость с со- 
хранением всех расстояний. Идея 
эйлеровского доказательства очень 
проста. Какую бы малую часть сфе- 
рнческой поверхности глобуса мы ни 
взяли, мы можем внутрн нее выделить 
круглую «шапочку». Ввнду полного 
Равноправня каждой точки сферы 
(каждый диаметр является осью ее 
симметрии) мы можем считать пентр 
этой «шапочки» полюсом, а границу — 
параллелью (широтным кругом). 
Расстояния между точками шапочки 
надо, естественно, измерять по по- 
верхности шапочки. В частности, рас- 
стояние от полюса до любой точки 
границы шапочки будет равно дли- 
не г соответствующей дуги меридиана 
14 
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(рис. 5). Значит, на не искажающей 
размеров развертке эта параллель 
должна изобразиться на плоскости 
окружностью раднуса г н иметь, сле- 
довательно, длину 2дг. Но легко 
доказать (сделайте это сами!), что 
на самом деле длина. нашего широт- 
ного круга меныше 2лг. Полученное 
противоречие и доказывает невозмож- 
ность точной развеэтки на плоскость 
даже самой малой г‹апочки, срезанной 
со сферы, ин вообще ннкакой части 
сфернческой поверхности. 


«Микрокарть . — планы 


Из дока’ ательства теоремы Эйлера 
(да и прос о из соображений «здра- 
вого смысг ») видно, что, когда речь 
ндег об о гнь малых участках зем- 
ной пове›хности, замена таких ма- 
лых ‹‘папочек» плоскими кружочкамн 
нска.кает переноснмые на карту раз- 
меры тем меньше, чем меныне диа- 
метр кружка. В конечном счете во- 
нрос еводится к тому, какая же точ- 
ность изображения нам действитель- 
но нужна. Оценка допускаемой но- 
грешности очень проста (см. задачу 
на стр. 25) и в каждом конкретном 
случае позволяет разумным образом 
ответнть на этот вопрос. 

Скажем, архитектор, планирую- 
щий застройку города, совершенно 
не интересуется формой всего зем- 
ного шара — какой-нибудь овраг 
беспокоит его, конечно, гораздо 
больше, чем. такие «вселенские» про- 
блемы! Мало дела до округлости Зем- 
ли и геологу, ведущему разведку кон- 
кретного месторождения, — ему го- 
раздо существеннее учесть всякого 
рода местные уклоны и прочие «не- 
правильности» рельефа, могущие по- 
влиять на рациональный выбор нунк- 
тов бурения скважин. Короче говоря, 
когда речь идет о составлении карт 
малых участков, мы можем смело упо- 
добиться древним егинтянам, еще пять 
тысячелетий — назад составлявших 
нланы (Так обычно называют эти 
«микрокарты») участков земной по- 
верхности, абсолютно игнорируя Вы- 
нуклость Земли в целом. — Единст- 
венное требование к плану состоит 





Рис. 


в том, чтобы для произвольных то- 
чек А, В, Сир на поверхности изо- 
бражаемого участка Земли и их изо- 
бражений на плане — точек А’, В’, 
С’и Д’ с достаточной точностью вы- 


о нтв А 
полнялось раве т ТОТО 
Величину отношения —яв_ еСтест- 


венно назвать масштабом изо- 
бражения участка АВ; таким образом, 
условие наше’ выражает прин- 
ций постоянства масшта- 
ба. Из теоремы Эйлера следует, конеч- 
но, что строго постоянным масштаб 
плоского изображения куска земной 
поверхностн быть не может. Поэтому 
в каждом конкретном случае уста- 
навливают прнемлемую величину до- 
пустимой погрешности и считают план 
«правильным», если погрешности на 
нем не превышают установленной нор- 
МЫ. 

Очень простые и нагаядные гео- 
метрические рассмотрения (см. рис. 6) 
убеждают нас в том, что все меридиа- 
ны (линии постоянной долготы) рав- 
ны между собой, а все параллели 
(лннии псетоянной широты) умень- 
шаются от экватора к полюсам от 
21 Юземли ДО нуля («90-я параллель» 
вырождается в точку — полюс). От- 
сюда сразу следует, что отрезки ме- 
риднанов, заключенные между со- 
седними параллелями на глобусе, 
равны, а отрезки параллелей, заклю- 
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ченные между соседними мериднанами 


уменьшаются по направлению от 
экватора к полюсам. 

Легко также проверить, что все 
углы между параллелями и меридиа- 
нами в точках их пересечения {т. е. уг- 
лы между касательными к этим крн- 
вым в данных точках) прямые. 


Еще чуть-чуть историн 
До эпохи великих географических 
открытий (ХУ век) — картография. 
если и развивалась, то в достаточной 
мере стихийно. Сохранившнеся сред- 
невековые карты зачастую представ- 
ляли даже значительный шаг назад 
от описанной выше карты Птолемея. 
Примером может служить так назы- 
ваемая Герефордская карта (1280 г. }. 
довольно-таки фантастическое изо- 
бражение круглой и плоской Земли 
на которой особых комментариев не 
требует н представляет разве лишь 
нсторический интерес (рис. 7). 
Для мореплавателей, однако, уже 
тогда составлялись специальные мо- 
реходные карты (рис. 8) — так на- 
зываемые портуланы (нли портоланы), 
снабженные вместо координатной сет- 
ки (пользовалнсь ли ею и чем вообще 
пользовались, помимо чисто эмнии- 
рических приемов, составители порту- 
ланов — точно сказать трудно) так 
называемой «розой ветров» — направ- 
лениями «линий румбов», соответст- 
вующих делениям картушки (круг- 
лой шкалы) магнитного компаса, ири- 
15 
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Рис. 8. 
15 


Рис. 


менявшегося в Европе уже с ХИ 
столетия (рис. 9). Они позволяли 
пролагать курс корабля на карте 
без всяких дополнительных расчетов, 
проводя с помощью так называемой 
штурманской линейки (сохранившей- 
ся, между прочим, и до наших дней) 
через точку положения корабля пря- 
мую, параллельную соответствующей 
линии румба (рис. 10). 
Естественно, моряки были заин- 
тересованы в том, чтобы направление 
курса, отклоняющегося от меридиана 
на данное число градусов, в любой 
точке карты было одним и тем же. 
Для этого необходимо (хотя, разу- 
меется, недостаточно), чтобы мери- 
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дианы и параллели изображались на 
карте прямыми. Удовлетворить это 
требование в сочетании с достаточ- 
ной точностью изображения удалось 
впервые Герарду Меркатору, с именем 
которого часто связывают начало на- 
учной картографии. Меркаторская 
карта мнра, опубликованная на 18 
отдельных листах в 1569 году, не 
потеряла значения и до сих пор. (На 
рисунке, приведенном на стр. 18, 
показан фрагмент этой карты). 
Бурный прогресс географических 
знаний в целом и в картографии в 
частности был характерен для. 
Х\1--ХУП веков: изобретение ма- 
ятниковых часов (Х. Гюйгенс, 1675 г.), 
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Рис. 12. 


а затем и хронометра нозволило с 
большой точностью определять гео- 
графическую долготу пункта (ши- 
роту хорошо определяли еще древние 
грекн), ноявились — разнообразные, 
приспособленные к различным нуж- 
дам и исходящие из различных прин- 
цниов системы проекций. К тому вре- 
мени относится карта (рис. 11), 
изображающая всю поверхность Зем- 
ди в виде двух «полушарий» (де Вит, 
1700 г.). Ниже мы познакомимся с 
несколькими, относительно простыми 
по идее картографическими  проек- 
циями. Конечно, это только отдель- 
ные штрихи картографин — науки, 
связанной с такими славными име- 
нами, как Эйлер, Гаусс, Чебышев, 
Ламберт. 


Квадратная проекция 


Представим себе глобус, изготов- 
ленный в виде мяча правильной сфе- 
рнческой формы, оболочка которого 
сделана из ткани, легко растягиваю- 
щейся в одном направлении и совер- 
ненно нерастяжимой в перпендику- 
лярном ему. Можно, наиример, счи- 
тать, что горизонтальные нити — ре- 
знновые, а вертикальные — сталь- 
ные, причем резиновые нити замкну- 
„ты и стягивают наш мяч-глобус по 
параллелям, а перпендикулярные им 
тонкие гибкие стальные стержни плот- 
но облегают глобус по полумеридиа- 
нам, примыкая друг к другу концамн 


в полюсах. Поскольку концы мери 
днанов не прикреплены друг к другу, 
можно, слегка растянув близкие к 
полюсам резиновые параллели, про 
сунуть в образовавшиеся отверсгия 
тонкую твердую спицу. Впрочем, не 
обязательно тонкую. Кто нам мешает 
растянуть параллели посильнее? Да- 
вайте так и постулим и вдвинем в 
отверстня, растянутые до размеров 
экватора, «толстую спицу», иредстав- 
ляющую собой прямой круговой ци- 
линдр того же радиуса, что и наш 
сферический глобус (рис. 12). 

Вот мы и «преодолели» теорему 
Эйлера: ведь полученный цилиндр, 
будучи разрезанным вдоль любого 
нолумериднана (можио представить, 
что резиновые параллели, чтобы они 
после этой операцнн не стянулись 
вновь, подвергли перед разрезанием 
специальной термической обработке, 
лишившей нх снособности к даль- 
нейшему сжатию и расляжению), ве 
ликолепно развертывается на пло- 
скость! Разумеется, это не более чем 
шутка, — чуда «преодоления» не про- 
изошло: ведь все параллели (кроме 
экватора) растянулись, и очертания 
матернков и островов растянулись в 
поперечном направлении. Особенно 
это растяжение заметно, конечно, в 
приполярных областях. 

Мы получили изображение зем 
ного шара в виде прямоугольника. 
основание которого (равное экватору), 
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Рис. 13. 
вдвое больше высоты (полумериди- 


ана). Его называют квадратной про- 
екцией Земли. Эту проекцию, сох- 
раняющую, как легко видеть, мас- 
штаб вдоль меридианов, предложил 
в 1438 году португальский принц 
Энрике Мореплаватель. (Он был не 
единственным августейшим картогра- 
фом — в картографию внес значи- 
тельный вклад и сам «король мате- 
матиков» Гаусс.) 


'Локсодромии 

При плавании под постоянным 
румбом корабль перемещается по лн- 
нии, пересекающей мериднаны под 
постоянным углом. Такие линии на 
сфере (на глобусе или на самой 
Земле) называют локсодромиями. К 
локсодромиям, в частности, принад- 
лежат параллели (пересекающие ме- 
ридианы под углом 90°) и меридианы 
(угол 0°). А каково же будет изобра- 
жение в квадратной проекции про- 
извольной локсодромии, пересекаю- 
щей меридианы под любым углом & 
(0`<а-< 90°)? 

Рассмотрим маленький участок 
локсодромии (рис. 13), пройдя кото- 
рый корабль совершает  переме- 
щение А, в широтном направлении 
ин перемещение А, по меридиану: 


А» 
Л, = са. 


Но на широте ф все расстояния 
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нуты в раз. (Докажите 


с0$ ф 
это!) Значит, на карте перемещению 
по меридиану на расстояние А, соот- 
ветствует, при движении корабля по 
локсодромии, перемещение по парал- 
лели не на А, а на 
де са 

но 
и линия, изображающая интересую- 
щую нас локсодромию, будет пере- 
секать мериднаны не под постоянным 
углом ©, а под зависящим от широты ф 
углом В: 





2 


ав? = {54 - с0$ ф. 
А 

Ясно, что &==В лншь на экваторе. 

Локсодромия, пересекающая эква- 
тор под углом © -=30°, ‘изображена на 
рисунке 14. Вы, наверное, спроси- 
те: «Какая же из этих красных линий 
изображает локсодромию?» Но ведь 
здесь нзображена одна линия! — 
склейте мысленно левый и правый 
края карты (в тот самый цилиндр, 
разрезанием которого эта карта была 
получена), и вы сразу убедитесь в 
этом. Эта намотанная на цилиндр 
непрерывная кривая делает свои «вит- 
ки» вокруг цилиндра все чаще и чаще 
по мере приближения к полюсам, но 
через полюс так и не проходит: она 
состоит из бесконечного множества 
витков. (Представьте себе, как долж- 
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Рис. 14. 


на выглядеть по мере приближення к 
полюсу локсодромия на глобусе, и 
бесконечность ее «растянутой разверт- 
ки» уже, пожалуй, ие покажется вам 
удивительной. } 


Еще одно растяжение. Проекция 
Меркатора 

Давайте, теперь представим себя 
на минуту в роли Меркатора, с не- 
удовольствием разглядывающего не- 
суразно расплющенные очертания 
Скандинавии и Канады в квадратной 
проекции (Антарктиды тогда, слава 
богу, еще не знали,— вот бы на чье 
изображение ему полюбоваться!). Но 
неэстетичность карты можно было бы 
в конце концов пережить. Да-и рас- 
тяжение расстояний вдоль паралле- 
лей ннкого не введет в заблуждение, 
раз уж нам известно правило полу- 
чения истинного расстояния. Не кри- 
вое зеркало страшно, а уверенность в 
его правильности. 

Хуже другое: карта в квадратной 
проекции неудобна для моряков, за- 
ннтересованных не столько в точ- 
ности измерения расстояний, сколько 
в возможности легко «прокладывать» 
на карте постоянный курс, 
иными словами, в прямолнней- 
ности локсодромий. 
(Вспомним, что еще в старых «порту- 
ланах», несмотря на всю их кустар- 
ность, это требование вполне удов- 
летворялось с достаточной для пра- 


ктики точностью.) Так что огорчает 
на рисунке 14 не столько «силю- 
щениость» карты, сколько вид локсо- 
дромнн. 

Нельзя ли ее выпрямить? За счет 
чего она получилась кривой? Из-за 


растяжения карты в раз по 





щироте? — Прекрасно! Кто же нам 
может помешать растянуть меридианы 
квадратной координатной сетки, тоже 





!? Квал жней ко- 
ее Квадраты прежней ко 


ординатной сетки вытянулись теперь в 
прямоугольники, и карта уже не обла- 
дает постоянством масштаба вдоль ме- 
риднанов (см. рисунок 15, все кружки 
на котором изображают равные участ- 
ки; синия линия изображает локсо- 
дромню). Зато на меркаторской карте 
остается неизменным угол между дву- 
мя линиями, пересекающимися на 
глобусе. (Попробуйте доказать!) До- 
статочно малые части земной поверх- 
ностн передаются «почти» с сохра- 
нением подобия (окружность радиуса 
500 км, например, изображается на 
карте Меркатора замкнутым овалом, 
зрительно неотличимым от окружио- 
стн). И локсодромни, конечно, пря- 
молннейны. 

По мере приближення к полюсам 
растяжение вертикального масштаба 
в проекции Меркатора неограниченно 
возрастает, следовательно, полная 
карта Земли в этой проекции была бы 
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Рис. 15. 


разверткой иилиндра с бесконечной 
высотой н потребовала бы для своего 
изображения бесконечного листа бу- 
маги. Поэтому приполярные области 
на таких картах не изображают (верх- 
няя и нижняя границы карты, конеч- 
но, определяются при этом чисто 
пронзвольно, из соображений удоб- 
ства; например, рисунок 15 ограни- 
чен сверху 85-й ишротой, снизу — 
30-й). 

И еще два замечания. Во-первых, 
наша реконструкция хода мысли 
Меркатора может вовсе не совпадать 
с действительным ходом его рассуж- 
дений; просто нам показалось, что 
именно так об этом товорить проще 
всего. Далее надо заметить, что вывод 
о пани карты вдоль мериднанов 





- раз, пюлученный нами 
20$ $ й 


«на пальцах», для строгого (хотя и 
не сложного} обоснования потребовал 
бы владения элементами математя- 
цеского анализа, включая натураль- 
ные логарифмы и начала дифферен- 
циального и интегрального исчисяе- 
ния*). Кстати, сам Меркатор в дей- 
ствительности и не сделал этого — 
строгое решение задачи «выпрямления 
локсодромий» было получено лишь 
тридцатью годами позже Ричардом 





*) Сведения эти можно. например. найти 
в книгах Р. Курантан Г. Роббин- 
са «Что такое математрка?» (М.. 1967} или 
Я. ВиленкинанС. И. Шварц- 
бурла чМатематический анахиз» (М.. 1969). 
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Рис. 16. 
Райтом из Кембриджа (в чьей редак- 
ции и выходят современные издания 


того, что в наше время 
«проекцией Меркатора»). 


именуют 


Цилиндрическая проекция Ламберта 

Рассмотрим еще одну проекцию с 
прямоугольной сеткой; получается она 
очень просто. Опишем вокруг гло- 
буса прямой круговой цилиндр (ка- 
сающийся его по экватору и в полю- 
сах) и спроектнруем на его боко- 
вую поверхность поверхность гло- 
буса (без полюсов!} так, чтобы лу- 
чом проекции для каждой точки 
этой поверхности служил проходя- 
щий через нее  периендикуляр к 
земной оси (рис. 16}. 

С помощью обычных формул 
школьной стереометрии легко пока- 
зать (попробуйте!), что площади 
любых участков поверхности гло- 
буса и их проекций на боковую по- 
верхность цилиндра оказываются прн 
этом равными, в связи с чем 
развертку этого цилиндра (разрезан- 
ного по любому мериднану) и на- 
зывают равновеликой ци- 
линдрической проекцн- 
ей (или проекцией Ламберта). Пра- 
вильно передавая площади, проекция 
Ламберта снльно искажает форму да- 
же малых участков проектируемой 
поверхности (сравните  эллиисы 
на рисунке 17 с соответствующими 
кружками на рисунке 15): прилоляр- 
ные области сплющиваются здесь еще 





Рис. 17. 

снльнее, чем в квадратной проекции, 
из которой проекция Ламберта может 
быть, очевидно, получена сжатием 
по вертикальной осп. Прямолиней- 
ность изображений меридианов н па- 
раллелей совершенно очевидна. 


Ортодромни 

До сих пор мы счнтали почти само 
собой разумеющимся то, что для мо- 
ряков важна простота прокладывания 
курса по карте, расстояние же, ко- 
торое при этом приходнтся проходить 
кораблю, интересует их куда меныис. 
Что ж, во времена парусных судов, 
пожалуй, так дело и обстояло. Но 
в наши дни, при плаваниях на очень 
болыпие расстояния, вовсе не для- 
щихся месяцами, и годами, не говоря 
уже о дальних (в том числе транскон- 
тинентальных и  межконтиненталь- 
ных) авиационных полетах, первосте- 
пенную важность приобретает вопрос 
о минимальности траек- 
тории. 

Можно доказать (чего мы здесь 
не будем пытаться делать), что на 
поверхности шара кратчайшей лини- 
ей, соединяющей две произвольные 
ее точки (или, как принято говорить 
в математнке, геодезической), служит 
меньшая из дуг большого круга, 
проходящего через этн точки. (Для 
Анаметрально противоположных то- 
чек сферы обе дуги проходящего че- 
рез них большого круга равны, и 
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Рис. 18. 
какую из них взять в качестве геоде- 
зической, конечно, безразлично.) Этот 
факт можно проверить и ирн помощи 
простого экспернмента, натянув нить 
между двумя точками на глобусе, 
лежащими на одном меридиане или 
на экваторе (любой другой большой 
круг,. конечно, ничуть не хуже этих, 
но, в отличие от них, он просто не 
изображен на глобусе). 

Большие круги земной поверх- 
ности, являющиеся кратчайшими 
расстояннями между ее точками, в 
мореплавании и картографин при- 
нято называть ортодромия- 
м и. Локсодромия является ортодро- 
мией лишь тогда, когда она либо эква- 
тор, ` либо меридиан. Об этом, для 
нас столь интуитивно очевидном об- 
стоятельстве знал, возможно, уже 
Меркатор; однако строгое доказатель- 
ство этого утверждения было дано 
лишь его современником португаль- 
ским математиком Педро Ньюнесом. 
Таким образом, в проекции Меркато- 
ра, «спрямившей» локсодромин, орто- 
дромии изображены кривыми; ипри- 
мерами могут служить рисунки 18, 19, 


где вндно, Каким значительным мо- 
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Рис. 9. 


жет быть расхождение между локсо- 
дромней и ‘ортодромией. 
при больших перелетах разница мо- 
жет быть болыной и при нутешествии 
в умеренных широтах; например, путь 
по локсодромии от Москвы до Нью- 
Йорка равен 8500 км, а по ортодро- 
мни —7500 км. 


Гиомоническая проекция 

Проекция, в которой ортодромин 
изображаются ‘ирямыми, получается 
центральным проектированием из цен- 
тра земной сферы: прн этом все лучн, 
нанравленные в точки ортодромии 
(являющейся, как мы видели, боль- 
1инм кругом), лежат в одной плоско- 
сти, пересекающейся по прямой с 
любой илоскостью проекции. Проще 
всего сетка мериднанов и’ паралле- 
лей выглядит в этой так называемой 
гномонической проек- 
ции (рис. 19), если плоскость 
проекции касается проектируемого на 
нее глобуса в полюсе. (Гиомон — 
это стержень солнечных часов; если 
встать на плоскость проекции н счи- 
24 
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Рис. 20а. 





Рис. 206, 


тать гномоном земной радиус, то 
проекция проектирующего луча дей- 
ствительно представится нам тенью 
этого гномона.) { 

‚Легко доказать 
самостоятельно), что мериднаны 
изображаются В гномон ической 
проекцин этого вида прямыми, а 
параллели — колцентрическими ок- 
ружностями. На рисунке 19 (где но 
цонятным причинам нет изображения 
экватора: он «ушел в бесконечность») 
очень наглядна спиралеобразная фор- 
ма локсодромии в окрестности полю- 
са в гномонической проекции. 

Для морских и воздушных пу- 
тешествий на болышие расстояния 


(сделайте это 





Ркс. 21а. 


гномонические проекции очень удоб- 
ны. Всю земную поверхность на такой 
карте, конечно, не нзобразишь, так 
что приходится выбирать различные 
плоскости проекции, от положения ко- 
торых зависит и форма изображаемой 
на них координатной сетки. На рк- 
сунках 20, а и 20, б изображены гно- 
монические проекции, картинная 
плоскость которых касается глобуса 
не в полюсе. 

Задача. Пусть план местности изо. 
бражается проектированием данного участ- 
ка. имеющего форму «шапочки» раднусом 
среза 100 км, на плоскость, касающуюся 
«шапочки» в центре {А З-маа = 6000 км). 
Найти точность изображення, т. е. узнать 
на сколько процентов искажаются неболь- 
шие отрезки мериднанов и параллелей, про- 
веленных в любой точке «шапочки»: 

а) в гномоннческой проекцин (централь- 
ное проектирование из центра Земли}: 

6) в ортографической проекцин (Нарал- 
лельное проектирование в направлении, пер. 


неиднкулярном данной касательной иплос- 
кости. Смотри рисунки 21, а. 6. 


Вместо заключення 

Вот пока и весь рассказ об основ- 
ных иринцииах и конкретных сно- 
собах изображения земной поверх- 
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Рис. 210 


ности на карте. Тому, кто захотел бы 
познакомиться с наукой о «портретах 
Земли» — картографией — глубже, 
подробнее ин снстематичнее, мы по- 
советовали бы прежде всего ваима- 
тельнее просмотреть какой-нибудь 
больцюй атлас, обращая особое вни- 
манне на различие применяемых в 
нем проекций, и попытаться уяснить 
самостоятельно (с помощью, быть мо- 
жет, довольно кратких пояснений, 
приводимых обычно в атласах) прни- 
чины этого различия. Правда, при 
этом вы, Возможно, обогатитесь не 
столько ответами, сколько повыми 
вопросами. Но тем лучше! 
Систематическое (но весьма насы- 
щенное и потому значительно более 
трудное. чем в этой статье) освещение 
предмета вы найдете в статье «Кар- 
тографические проекини» последнего 
издания Большой Советской Энцик- 
лопедии. В очень богатой историче- 
ским материалом статье «Карты гео- 
графические», помещенной там же, вы 
найдете дальнейшие указания на ли- 
тературу. 
25 
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Металлы непрозрачны, блестящи 
н сравнительно тяжелы. Металлы про- 
чны, но их форму можно изменять с 
помощью ковки и прокатки. Их также 
можно плавить н сваривать. Металлы 
имеют хорошую электро- и  тепло- 
проводность. Всем этим они обязаны 
металлической связи. Природа этой 
связи состоит в том, что в металле 
каждый атом окружен большим 
числом точно таких же атомов, каждый 
из которых имеет лишь несколько 
электронов на внешней электронной 
оболочке, причем оболочки электро- 
нов так перекрываются, что слабо 
удерживаемые внешние электроны 
уже нельзя приписать какому-либо 
одному из атомов. В то время как ато- 
мы, а вернее ионы, остаются на месте, 
«электронный газ» свободно движется 
средн ионов, связывая нх друг с дру- 
гом, подобно клею. 

Благодаря тому, что электроны 
свободны и могут перемещаться в 
электрическом поле, металлы явля- 
ются проводниками. Благодаря тому, 
что свободные электроны поглощают, 
а затем излучают обратно большую 
часть падающего на ннх света, ме- 
таллы непрозрачны и блестящн. Бла- 
годаря тому, что свободные электро- 
ны могут переносить тепловую энер- 
гию, металлы имеют высокую тепло- 
проводность. 

В этой статье не рассматриваются 
тепловые, электрические и оптиче- 
ские свойства металлов. Главным об- 
разом я буду говорить сб их механи- 
ческих свойствах. 

Природа металлической — связи 
одннакова для разных металлов. Она 
способствует образованню плотной 
упаковкн атомов, характерной для 


+ 


На снимке (см.заставку), полученном с по- 
мощью ионного микроскопа, толщина гра- 
ниц зерен составляет всего несколько атомов. 
На фотографии — кончик вольфрамовой иг- 
лы, увеличенный примерно в 5 миллионов раз. 
Каждая яркая точка соответствует атому 
вольфрама. Расположение точек зависит от 
того, как поверхность иглы пересекает плос- 
кость кристалла. Видно нарушение структу- 
ры на граннце зерна, ндущей из левого ниж- 
него в правый верхний угол снимка. 
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некоторых правильных структур*.) 
Такие структуры, сопротивляясь сжа- 
тию, оказывают меньшее сопротивле- 
ние сдвигу, поэтому металлы пластич- 
ны. Плотная упаковка объясняет н 
большой удельный вес металлов. 
Механические свойства металлов, сле- 
довательно, определяются той кри- 
сталлической структурой, которая на- 
нболее подходит для металлической 
связи, осуществляемой свободными 
электронами. 

Еще в 1665 году Роберт Гук смо- 
делировал характерную форму крн- 
сталлов с помощью укладываемых 
рядами дробинок, но лишь через 250 
лет выяснилось, что он построил точ- 
ную модель кристаллической струк- 
туры известных металлов, в которой 
каждому атому соответствовала дро- 
бннка. 

Хотя уже несколько столетий было 
известно, что некоторые сложные ве- 
щества имеют кристаллическую струк- 
туру, тот факт, что обычные металлы 
являются кристалламн, оставался под 
сомнением вплоть до недавнего вре- 
мени. Такие свойства, как затверде- 
вание расплава при вполне определен- 
ной температуре и наличне блестящих 
зерен на поверхностях изломов, го- 


- Ворили о кристаллнческом строении, 


но другие факты, казалось, указывали 
на аморфность: расплавленные метал- 
лы после затвердевания приннмали 
форму сосуда, твердые металлы были 
пластичны и их форму можно было 
изменить ковкой, отполированная по- 
верхность металла выглядела совер- 
шенно однородной. 

Ключ к выяснению ‘структуры 
металлов был найден в 1864 году, 
когда англичанин Генри Сорби раз- 
работал способ исследовання метал- 
лов под микроскопом в отраженном, 
а не в проходящем свете. Кроме того, 
своим успехом он был обязан тому, 
что вместо полированной поверхно- 
сти рассматривал поверхность ме- 
талла, обработанную слабым хи- 


*) О плотной упаковке атомов см. статью 
Г. И. Косоурова «Кристаллы из шари- 
ков», «Крант» № 1. 
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мическим реагентом. Некоторые ре- 
активы протравливали глубокне бо- 
розды вдоль границ зерен, другие 


проявляли микроструктуру зерен, 
действуя на сами зерна. 

Это дало возможность обнаружить 
неправильную сетку границ, разби- 
вающих металл на маленькие мно- 
гогранники — зерна размером около 
0,25 мм (рис. \). 

При одном и том же освеще- 
нии одни зерна казались более яр- 
кими, другие — более темными. 
Распределение света и тени меня- 


лось при нзменении угла освещення, 


показывая, что протравленная по- 
верхность каждого из зерен состонт 
из маленьких плоских отражающих 
ступенек, неодинаково наклоненных 
к поверхностн металла. Стало ясно, 
что каждое зерно, несмотря на свою 
неправильную форму, является от- 
дельным кристалликом, а весь кусок 
металла состоит из множества таких 
маленьких кристалликов, ориенти- 
рованных в разных направлениях ни 
имеющих общие границы. 

Метод металлографии, изобретен- 
ный Сорби, оказался весьма плодот- 
ворным для определения формы и 
размеров зерен, что важно для иссле- 
дования технических свойств метал- 
лов, для обнаружения примесей и 
их скоплений вдоль границ зерен, для 
исследования сплавов. Однако опти- 
ческая металлография не могла дать 
28 
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Рис. 1 

Микрофотография перен алюминия в от 
риженном свое. Обраии протравливался. 
Как схематически показано справа, некоторые 
риа ариеитированы так. что кажутся яр- 


кими, другие уечиними. Увеличено в 00 раз 
сведений о строенни границ зерен. 
Постепенно исследователи приходили 
к мысли, что при охлажденни метал- 
ла ниже точки плавления соседние 
зерна захватывают как можно боль- 
шее число атомов, сокращая грани- 
цу между зернамн до слоя, толщиной 
лншь в несколько атомов, внутрн 
которого кристаллографическая орн- 
ентация резко изменяется от одного 
зерна к другому. 

Недавно эта точка зрения под- 
твердилась благодаря использованию 
ионного микроскопа, изобретенного 
американцем Эрвином Мюллером. В 
этом приборе кончик металлической 
иглы находится под высоким ноло- 
жительным потенциалом в вакууме, 
так что силовые линии электрического 
поля начинаются на игле и кончают- 
ся на флуоресцирующем экране. В 
камеру впускается небольшюе коли- 
чество гелия. Когда атом гелия стал- 
кивается с атомом иглы, он становит- 
ся положительным ионом и летит 
по направлению к экрану вдоль си- 
ловой линии. При ударе иона об эк- 
ран образуется вндимое изображение. 
Соотношение размеров таково, что пло- 
щади одного атома на кончнке иглы 
соответствует примерно один квадрат 
ный миллиметр на экране; именно в 
этом смысле мы «видим»атомнуюструк- 
туру иглы (см. фотографию в начале 
статьи). 

В 1900 году Джеймс Эвинг и 
Вальтер Розенхейн обнаружили, что 





если образец подвергнуть деформа- 
цин, например, сдвигая его грани 
в разные стороны, то его поверхность 
покрывается линиями. Они обычно 
идут строго параллельно друг дру- 
гу в пределах каждого из зерен, и 
направление нх в разных зернах раз- 
лично (рис. 2). Тщательные наблю- 
дення показали, что эти линии — 
следы ступенек, образующихся ири 
скольжении тонких слоев кристалла 
друг по другу. Дальнейшие исследо- 
вания (в особенности с большими нде- 
альными кристаллами металлов) по- 
казали, что это скольжение происхо- 
дит вдоль определенных плоскостей 
и в определенных кристаллографи 
ческих направлениях. Механизм пла- 
стической деформации металлов ока- 
зался, таким образом, сильно от- 
лнчающимея от текучести жидко- 
стей и газов. Пластическая деформа- 
ция характерна именно для кристал- 
лической структуры. Она происхо- 
дит так, что атомы с одной стороны 
плоскости скольжения отделяются от 
своих прежних соседей с другой 
стороны плоскости и перемещаются, 
перенося с собой определенную часть 
кристалла н занимая, наконец, по- 
ложение, при котором они вместе с 
нх новыми соседями образуют столь 
же правильную структуру, как и 
раньше. При этом восстанавливаются 
первоначальные свойства и внугрен- 
няя структура кристалла. 

Если пластический сдвиг — след- 
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Рис. 2. 


Пластическая деформация выявляет влос- 
кости скольжения в кристалле металла. Иа 
отографин показан деформнрованный обра- 
«к алюмниия (увелнчено в 60 раз). Парал- 
лелькые линии внутри каждого лерна — сту- 
ВСНЬЬК. образовяв ние я Ири сжатии металла 
Опа вы свала скольжение влоль определенных 
кристаллических плоскостей в ирсделах важ 
шга Из зерен ЗТот процесс схематянески по 
казле хираква 
ствие кристаллической структуры ме- 
талла, то почему он не наблюдается 
в кристаллах неметаллов — алмазе, 
сапфире, которые обычно ломаются 
при деформациях? Иначе говоря, 
почему металлы пластичны, а боль- 
шинство неметаллов хрупки? Для 
того чтобы понять это, познакомим- 
ся более подробно со строением 
металлов. 

В металлах встречаются три вида 
кристаллических решеток. В объем- 
ноцентрированной кубической ре- 
шетке один дополнительный атом 
помещен в центр простой кубической 
ячейки. Такую структуру имеют ще- 
лочные металлы, железо при комнат- 
ной температуре, вольфрам, хром ни 
молибден. В гранецентрированной ку- 
бической решетке (рис. 3, вверху) 
дополнительные атомы помещены в 
центр каждой грани куба. Такую 
структуру имеют железо при высокой 
температуре, медь, серебро, золото, 
алюминий, никель н свинец. В 
гексагональной — плотноупакованной 
структуре три дополнительных ато- 
ма (фиолетовые шарики на рисун- 
ке 3, внизу) номещены в пустоты про- 
стой гексагональной ячейки. Такова 
структура цинка, магния, кобальта, 
титана. Е 

И в гранецентрированной кубн- 
ческой и в гексагональной структу- 
рах атомы упакованы максимально 
плотно. М та, и другая структуры 
могут быть получены путем разме- 
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щения одной нлотиоупакованной нло- 
ской структуры над другой. Каждые 
три соседпих шарика в плоскости 
образуют ямку, в которую можно 
вложить шарик верхнего слоя. 

Выбрать такне ямки можно дву- 
мя способами. Если места располо- 
жения ларов первого слоя обозначить 
буквой Л, адва последующих слоя-— 
соответственно буквами В и С. то 
граненентрированная кубическая ре- 
шетка получается, если класть слон 
в последовательности АВСАВС, а 
гексагональная плотная упаковка — 
при АВАВАЛВ. 

В кристаллах металлов скольже- 
ние проясходнт вдоль тех направ- 
лений, где атомы уложены яаиболее 
плотно, так как сопротивление дви- 
жению слоев друг относитслыю друга 
в этом случае меньше. Кроме того. 
как мы увидим далее, атомы, движу- 
щнеся вдоль плотноупакованных ря- 
дов, чаще занимают устойчивые. по- 
ложепия. Благодаря Солышей сим- 
метрин кубические структуры. со- 
держат много таких направлений, в 
которых ряды атомов упакованы плот- 
но и плоскости атомов могут сколь- 
зить друг по другу во многих направ- 
лениях. Это сильно сказывается на 
пластичностн. Отдельные = кристал- 
аНКи могут принять такую форму, 
что соседние зерна подойдут вилот- 
ную друг к другу, не оставляя по- 
лостей и трещин, н, следовательно, 
весь кристалл тоже может принимать 
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Рис. 3. 

Плотная уЛлаковка характерна для боль- 
шниства металлов. Две плотиоупакованные 
кристаллические структуры представлены на 
рисунке в виде плотноунакованиых шаров. 
Плоскость шаров первого слоя обозначена 


буквой А. Второй слой (фиолетовые пары) от- 
мечеи буквой В. Для шаров третьего слоя есть 
две возможности: лнбо расположиться над ша- 
рами первого слоя, либо занять положение, 
обазначениосе буквой С. Соответственио, мо- 
гуг образоваться две кристаллические струк- 
туры: гранецентрированиая кубическая, ©с- 
ли слои чередуются в порядке АВСАВС (ввеу- 
ху) и гексагональная плотная. если порядок 
чередования слов АВАВАВ (виизу); в 
этом случае в третьем слое должно быть 
семь шаров, из которых нё рнсупке показан 
ЛИНИ, ОДИИ. 


любую форму, не ломаясь при этом. 
Кристаллы с гексагональной струк- 
турой более хрупкие и хуже поддают- 
ся механической обработке. 

Пластические свойства крисгал- 
лов металлов объясняются, 
мы видели, наличием илотноунако 
ванных направлений н плоскостей, 
вдоль которых происходит скольже- 
ние. Почему образуются такие кри- 
сталлические структуры? Чтобы отве- 
тить на этот вопрос, мы должны об- 
ратиться к электропному строению 
металлов. 

В 1900 году немецкий физик Па- 
уль Друде предположил, что в ме- 
талле нмеются свободные электроны, 
которые могут двигаться по всему 
объему металла под действием элект- 
рического поля, что и является при- 
чиной высокой  электропроводностн 
металлов. Эта теория была впослед- 
ствни улучиена приложением кван- 
товой механики, но основа осталась 
прежней: гёз подвижных электро- 
нов, подобно жидкому клею, скреп- 
ляет положительные ионы металла 
между собой за счет сна электриче- 
ского притяжения к этому газу. Элек- 
тронный газ и ионы притягиваются 
друг к другу, стремясь образовать 
компактную массу, структура и объем 
которой определяются ‘главным об- 
разом геометрией илотноупакован- 
ных шаров. Если шары одннаковы, 
как в чистом металле, то возникают 
простые кристаллические структуры, 





рассмотренные нами ранее. В неко- 


торых сплавах’ могут ‘образовы- 
ваться другие структуры, и даже 
более плотные, благодаря разнице в 
размерах шаров. 

Из-за того, что электронный газ 
ведет себя подобно клею, связываю- 
щему ионы, валентность металлов не 
сказывается на их кристаллической 
структуре, как в случае неметаллов. 
Кристаллики металлов могут быть 
так сильно связаны между собой га- 
зом свободных электронов, что гра- 
ницы между ними почти не ощущают- 
ся. Очень трудно разбить холодный 
мегалл вдоль границ зерен, если толь- 
ко границы не ослаблены примесями. 
Такая «неразборчивость» металличе- 
ской связи приводит к тому, что два 
куска металла можно прочно соеди- 
нить друг с другом, если просто при- 
жать нх чистые поверхности. Метал- 
лическая связь позволяет получать 
сплавы различных металлов в очень 
разнообразных сочетаниях и пропор- 
ЦИЯХ. 

Каким же образом наличие сво- 
бодных электронов сказывается на 
прочности и пластичности металлов? 
Один эффект мы уже рассмотрели: 
образование у металлов (и у некото- 
рых сплавов, в которых размеры ато- 
мов пе слишком отличаются друг от 
друга} простых кристаллических стру- 
ктур с плотнозаполненными плоско- 
стями н линиями, вдоль которых осу- 
ществляется скольжение. — Пластич- 
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Рис. 4. 

Пластический сдвиг возникает при сколь- 
жении одного слоя атомов ло другому. Сколь- 
жение плотноупакованиых слоев пройсходит 
легче (сравните рисунки а и 6). Кроме того, 
при плотной упаковке атомы легче перевес 
тн из устойчивого положения в такое, из 
которого оии затем снова могут легко пе 
рейти в другое устойчивое положение 


ность металлов объясняется также 
тем, что атомы не связаны непосред- 
ственно друг с другом, а притягива- 
ются один к другому благодаря газу 
свободных — электронов. — Поэтому 
скольжение одного слоя относи- 
тельно другого происходит легко. 

Если бы скольжение слоев про- 
нсходило при полном отсутствин соп- 
ротивления, то матернал вообще не 
обладал бы жесткостью. Твердое тело, 
тем не менее, имеет вполне оипреде- 
ленную жесткость, мерой которой яв- 
ляется модуль сдвига, определяющий 
усилие, необходимое для очень малой 
деформации. 

Рассмотрим два случая скольже- 
ния плоскостей (рис. 4). В одном 
случае (а) атомы в каждом ряду в 
горизонтальном направлении упако- 
ваны плотнее, и, следовательно, рас- 
стояния между плоскостями в верти- 
кальном направленни меныле, чем 
в случае 6. Ясно, что одна и та же 
деформация в случае а потребует 
меныних усилий, чем в случае б. 
Для наглядности можно сказать, что 
«взбираться» придется на меньшие 
холмы (в действительности это озна- 
чает, что потребуется менышее уси- 
лие для деформации электронных обо- 
лочек). Другими словами, вдоль плот- 
ноупакованных плоскостей модуль 
сдвига меньше. 

Прочность металла характеризу- 
ется также величиной деформации, 
которая вызывает его текучесть, — 
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Рис. 5 

Кристалл с правильной решеткой можно 
представить себе как пакет из параллельных 
атомных плоскостей (а}. Если одна или нес- 
колько плоскостей обрываются впутри крис- 
талла, то края «лишних» плоскостей обра- 
зуют в кристалле краевую дислокацию (6}. 
Другой простеиший вид дефекта — винтовая 
лнспоканция. Здесь ни одва из азомных плос 
необратимое скольжение атомов. В 
случае скольжения плоскостей пласти- 
ческая деформация начинается тог- 
да, когда атом верхнего слоя при- 
ближается к положению неусто йчиво- 
го равновесия, то есть когда разница 
между электрическимн силами, стре- 
мящимися вернуть атом иазад, и элект- 
рическими силами, толкающими его 
виеред к следующей «ямке», макси- 
мальна. Ясно, что в случае а эта 
деформация меньше. Из-за этих двух 
причин: меньшего сопротивления 
сдвигу и меньшей деформации, необ- 
ходимой лля достижения — предела 
текучестн, скольжение более вероят- 
но вдоль плотноупакованных плоско- 
стей. Эти соображения объясняют, 
почему металлы < кубической струк- 
турой, такие, как медь и алюминий, 
особенно пластичны, но вопрос о 
прочности остается открытым. Вы- 
числения, основанные па этих сооб- 
ражениях, показывают, что металлы 
должны деформироваться упруго на 
2—10% до того, как наступит теку- 
честь. Однако чистые металлы 
текут уже при деформации в 0,01%. 

Расхожденне в тысячу раз пред- 
ставляет как научный, так и техни- 
ческий интерес. Когда это расхож- 
дение было впервые обнаружено, сна- 
чала показалось, что вся теория не- 
верна. Но это не совсем так, ибо 
кристаллы металлов, выращенные в 
форме тонких «усов», обладают проч- 
ностью, близкой к расчетной. 
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костей не оканчивается виутри кристалла, 
ис сами плоскости вблизи линни дислокации 
уже не параллельны, а смыкаются друг © дру- 
гом так, что весь кристалл как бы состоит 
из единственной винтообразио изогнутой атом- 
ной плоскости (в). При обходе вокруг лннии 
дислокации эта плоскость поднимается (нли 
опускается) на один шаг виита, равный меж 
плоскостиому расстоянию. 


Меньшая прочпость болыних крни- 
сталлов объясняется надичием в кри- 
сталлах дислокаций — нарушений 
правильной структуры, которые дают 
атомным плоскостям — возможность 
скользить друг относительно друга 
легче, чем в идеальном кристалле. 

Пусть нам нужно сдвинуть боль- 
июй тяжелый ковер. Если попытать- 
ся сдвинуть весь ковер целиком, то 
сопротивление будет слишком боль- 
шим. Но можно сделать на ковре 
складку н передвигать се. Такое 
действие не требует большой затра- 
ты энергии, а в результате весь 
ковер окажется сдвинутым. 

Движение ковра в этом случае 
очень похоже на пластический сдвиг, 
вызванный дислокацией. Одна часть 
кристалла скользит по другой не 
целиком, а по частям. Во время такого 
скольження обязательно появится 
граничная линия (дислокация), раз- 
деляющая уже сдвинувшуюся часть 
от еще не сдвинувшейся. 

Различают «краевую» и «винто- 
вую» дислокации (рис. 5). В первом 
случае линия дислокации перпен- 
дикулярна направленню  скольже- 
ния, во втором — параллельна. Боль- 
шинство дислокаций является ком- 
бинацией этих двух типов и по форме 
напоминает пружину. 

Дислокации в кристалле почти 
неизбежны, хотя бы из-за неравно- 
мерности процесса роста кристалла 
н наличия зерен, границы которых 
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Рис. 7 

Точечные дефскты, как в дислокации; на- 
рушают структуру кристаяла. Имеющя три 
Газновимности точечных дефектов (слева на- 
право): вакансня (отсутствие атома), замеще- 
ние (включение атома постороннгго вешест- 
являются фактнчески совокупностью 
дислокаций. Сдвигающие усилия, прни- 
ложенные к кристаллу, заставляют 
дислокации перемещаться вдоль пло- 
скостей скольжения. Если в кристал- 
ле имеется лншь одна дислокация, 
то при сдвиге она выходит из кристал- 
ла (рис. 6). В действительности же 
в кристалле обычно имеется сложная 
сеть дислокаций, связаиных друг с 
другом, не считая других нарушений 
структуры и наличия примесей. Так 
как концы дислокаций закреплены 
либо на других дислокациях, либо 
на примесях, то при сдвиге кристалл 
не избавляется от нарушений в своей 
структуре. В действительности ири 
сдвиге число дислокаций увеличи- 
вается. 

Дислокации перемещаются вдоль 
плоскости скольжения благодаря 
«сдвиговым усилиям», возникающим 
при растяжении, сжатии или круче- 
ний образца. Какова велнчина усн- 
лия, необходимого для перемещения 
дислокации? В этом вопросе содер- 
жится два вопроса: 1) о естественном 
сопротивленин движению  дислока- 
цин в идеальном кристалле и 2) овлия- 
нни помех (примесей н других пре- 
пятствяя), имеющихся В реальном 
кристалле. 

Рассмотрим сопротивление дви- 
жению дислокации в идеальной ре- 
шетке. Атомы, расположенные не- 
посредственно перед дислокацией, от- 
талкивают ее, так как она стремится 
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ва}. межузельный атом (лииишй атом). Каж- 
дый из этих дефектов парущаеь кристалли- 
ческую решетку по-своему (Красиые линим). 
Гоченные дефекия засго взалмодействуют с 
дислокациями. 

вывести их из положения устойчивого 
равновесия. Атомы, расположенные 
за дислокацией, толкают ее вперед, 
так как они стремятся занять новое 
устойчивое положение. Ма дислока- 
цию действуют равные и противопо- 
ложно направленные снлы, поэтому 
сопротивление ее движению через 
кристалл равно пулю! Это странное 
свойство кристаллического состояния 
имеет место, если область дислокации 
достаточно велика. В этом случае 
по обе стороны от днелокацин так 
много атомов, толкающих ее в раз- 
ные стороны, что их действие полно- 
стыо уравновешивает друг друга. В 
противном случае для передвижения 
дислокации необходимо приложить 
силу. В пределе, когда толщина 
дислокации не превышаег размера 
атома, эта сила почти равна проч- 
ности матернала. 

Узкие дислокации могут возии- 
кать в кристаллах типа алмаза, поз- 
тому такие материалы даже с дислока- 
циямн весьма прочны. Широкие дис- 
локации объясияют мягкость таких 
металлов, как медь, золото, алюми- 
ний. Практические задачи по отно- 
ению к этим металлам состоят пе 
в том, чтобы сделать их мягче, а нао- 
борот — сделать тверже. Металлурги 
достигают этого, помещая на путин 
движения дислокаций различные пре- 
пятствия (рис. 9). 

Внесение атомов примесей при- 
водит к локальным нарушениям 
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Рис. ® 

Олиночиая двелокация в кристалле кал- 
мня. Снимок получен с помощью элекон- 
ного микроскопа ин специального метода фо- 
тографирования. 


структуры кристалла. Этн нарушения 
оказывают сопротивление движению 
дислокаций. Действие атомов при- 
месей усиливается, когда они груп- 
пируются. Этого можно добиться тер- 
мической обработкой. Так как дис- 
локацин концентрируются на гра- 
ницах зерен, металл можно упроч- 
нять, уменьшая размеры зерен. 

Если дислокаций много, то при 
своем движении вдоль плоскостей 
скольжения они мешают друг другу 
этот эффект может легко себе пред- 
ставить каждый, кому приходилось 
задерживаться на перекрестке улиц 
с оживленным движением. 

Рассмотрим последний вопрос. Что 
происходит, когда металл пытаются 
быстро разрубить? Обычно металлы 
содержат примеси разных хрупких 
веществ, и если частица такого ве- 
щества раскалывается, то трещина 
быстро выходит за пределы  вклю- 
чения. Опыт показывает, что метал- 
лы с гранецентрированной решеткой, 
например медь, лучше сопротивля- 
ются расколу. Он не распространя- 
ется по всему кубску металла, а «за- 
тухает» благодаря пластической де- 
формации. 


Рис. 9 

Примеси могут закосплять дислокацию, 
заставляя ес изтибаться я исресехать разлит- 
ные плоскости, что мешает лвижению дисляс- 
кации. На мнкрофотографии. полученной с по- 
мощью электронного микроскопа, видшы дис- 
локации. закреллеиные на прнимесях в крис- 
талле кадмня. Увеличено в 90 000 раз. 


Металлы с объемноцентрирован- 
ной решеткой, например, такие, как 
железо, ведут себя в пагретом сос- 
тоянии как медь, но легко раскалы- 
ваются, будучи холодными. 

Если клин движется медленно, 
то уже имеющиеся в металле дисло- 
кацин движутся под действием наи- 
ряжений, возникающих при переме- 
щенни клина, и энергия его тратится 
на пластическую деформацию. А что 
будет, если клин движется быстро? 

Келли, Тайсон и я недавно рас- 
смотрели этот вопрос. Мы вычислили, 
что непосредственно вблизи острого 
края клина силы, стремящиеся разор- 
вать атомные связи, в 5—6 раз боль- 
ше сил, стремящихся вызвать сдвиг, 
И те и другие силы растут с прибли- 
жением клина, но их отношение ос- 
тается тем же самым до тех пор, пока 
не достигается предел прочности атом- 
ных связей на разрыв или на сдвиг. 

Если отношение прочности на раз- 
рыв к прочности на сдвиг больше, 
чем отношение разрывающих сил к 
силам, вызывающим сдвиг атомов, 
то разрушение будет иметь вид де- 
формации скольжения. Если наоборот, 
то материал треснет. 
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Можно оценить прочность связей 
на разрыв и на сдвиг для различных 
материалов. Если это сделать, то 
оказывается, что материалы тина ал- 
маза должны быть хрупкими. Ме- 
таллы с объемноцентрированной ку- 
бической решеткой могут быть как 
хрупкими, так и вязкими. У метал- 
лов с гранецентрированной решеткой 
прочность связей на сдвиг настолько 
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мала по сравнению с прочностью на 
разрыв, что они должны быть всегда 
вязкими, как это и наблюдается в 
действительности. 


Сокращенный перевод Е. М. Дижура 
(А. Н. Сойге!, Тпе Майиге о! Меа\$. 
«Зсеп с Атегксап», Зер{етбег 1967, 
р. 90). 

А. Х. Коттрэлл 


Случай с методом 
математической 
индукции 


Однажды учитель задал учени- 
кам 10-го класса на дом следующую 
задачу: 

Доказать, пользуясь методом ма- 
тематнческой индукции, что при лю- 
бом натуральном п верно неравен- 
ство 


1.3.5... (2—1) | 
246 < ит ' 


Коля В. нашел дома следующее ре- 
шеыие; 

а) При п-=.1 неравенство верно, 
так как 





ры 


| 
<=’ 
6) Покажем, что из условия 


Р вытекает справедли- 


| | 
| 
вость неравенства Рим < — =. 
р п+1 ИЯ 
Для этого достаточно показать, 
что 





Рич Упт+! 
Рь < Ул? , 
ИЛИ 
21-1 ит+! 
21-2 <у п+2’ 
ИЛИ 


(2 + 1) (п 2) <4 (п 1, 

нли 

4пз | 12п? -Э9п+2< 

< 4пз-р 127? + 12п + 4, 
или 

0< 3-2, 

что, очевидно, верно. Таким обра- 
зом, справедливость доказываемого 


неравенства следует из принципа 
математической индукцин. 


куап.песте. го 


Е. Г. Николаев 


Однако, рассказывая в школе это 
решение, Коля забыл поставить в 
знаменателе единицу и стал доказы- 
вать более «грубое» неравенство: 


1 
Р‚ < -—. 
Ул 
Вот что у него получилось: 


а) При п:-=1 неравенство верно, 
так как 


1 1 
Ре: 


6) Покажем, что из условия Р.х 
} 











1 
< —— следует Р =. 
Ил у п+1 Ул Е ] 
Для этого достаточно показать, что 
Ри +1 < Ул_ 
Р" Ул+!; 
или 
2-1 < их п. 
2. --2 у п -{- 1’ 
или 


(21 -+ 1) (п+1) <4(п+ 0? л, 
или 
413 + 8п? -|- 55 + 1< 413+ 8п? + 4п, 
или 
п+1< 0. 


Получился абсурд. Более точное 
неравенство оказалось и более лег- 
ким для доказательства. Почему? 


Разобравшимся в этом вопросе 
предлагаем доказать два неравенства: 


Интересно, что в этом неравен- 
стве коэффициент 3,1 нельзя за- 
менить на 3,2. Самый большой ко- 
эффициент, при котором оно остает- 
ся верным, равен л (отношение дли- 
ны окружности к диаметру). 





Ра 


1 | | | 
2 тво. 


37 


Куапитесгпю.го 


Несколько слов 06 
авторе решения десятой 
проблемы Гильберта я 


человеком, обратившим виимание ма выдаю- 
щнеся математические способности мальчика 
и повлиявыим па зарождение у исто раи- 
цего интерсса к математике, была препода- 
вательница математики 255 школы г Ленин- 
града Софья Григорьевна Ге- 
церсон Начнная с © класса Юрий участ- 
вуег в городских магематических олимпна- 
дах, неизменно занимая в них первые 
места. з в 1961 — 1964 тг — и во всс- 
российских н московских — олимпиадах, 
ге был также в числе победителей 
(10 класс Юрий  Матиясевич закончил п 
18 школе-нитернате при МГУ} СТ по 
9 класс Юрий занимался в математическом 
кружке Ленинградского Дворца пнонероз 
пол руководством сотрудника ЛОМИ (Ле 
нинградского отделения Математического 
института им В А Стеклова Академни наук 
СССР) Н М Мигрофанова 

Участвуя в составе команды СССР в \1 
Между народной математической олимпиаде 
(Москва, 1964 г). Матвясевич был удостоен 
Диплома 1 степени 

В 1964—1969 гг Юрий Матнясевич —ст\ - 
дент математико-механического фак} льтета 
Ленинградского университета 

Еще на Й! курсе Матиясевич выполнил 
две работы по математической логике, напе- 
чатацные затем в «Докладах Ажадемии наук 
СССР» Основные результаты этих рабоз бы- 
ли доложены Ю Матиясевичем на Междуна- 
родном математическом конгрессе в Москве 
в 1966 г 

В настоящее время Матиясевич — аспи- 
раит Лецинградского отделсиня математичес 
кого института Математическое творчество 
Ю Матиясевича —- яркий пример преемствен- 
ности научной традиции Научным руковоля- 
гелем Матиясевича в университете и аспи- 
рантуре является молодон, но уже хорошо 
известный сиецкалист по математической ло- 
гнке Сергей Юрьевич Маслов 
по совету которого Матиясевич с декабря 
1965 г и обратился к десятой проблеме Гиль- 
берта Учитель С Ю Маслова проф Н н- 
колги Александрович Ш а- 
инки — ближайший ученик члена-корреспон- 
дента АН СССР Андрея Лидрее 
вича Маркова 

Таким образом, Юрий Матиясевич — 
представитель уже «четвертого поколения», 
возглавляемого выдающимся советским ма 
гематиком Марковым так называемого кон- 
структивного направления в логике и мате- 
чатике 
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В третьем номере «Кванта» сооб- 
щёлось о выдающемся успехе мо- 
лодого ленинградского математика 
Ю. В. Матиясевича, которому недав- 
но удалось сделать завершающий 
шаг в решении одной из знаменитых 
«проблем Гильберта», поставленных 
еще в 1900-м году. Работа Ю. В. Ма- 
тиясевича опубликована в Докладах 
Академми наук СССР *). И что быва- 
ет редко — вдумчивый школьник мо- 
жет самостоятельно разобраться в 
основном содержаним этой работы, 
имеющей важное значение для со- 
временной математической науки. 
Дело в том, что оригинальная часть 
работы Ю. В. Матиясевича посвя- 
щена доказательству теоремы, фор- 
мулировка которой вполне элемен- 
тарна и приведена в публикуемой 
нами статье. Методы доказательства 
тоже элементарны. Труднее, прав- 
да, объяснить на понятном школь- 
нику языке, почему эта теорема о 
числах Фибоначчи имеет столь зна- 
чительный интерес для серьезной 
математической науки. По своей 
формулировке и методам доказа- 
тельства она скорее напоминает хи- 
троумную олимпмадную задачу. 


Ф. П. Варпаховския, 
А. Н. Копмогоров 


1. Теорема о числах Фибоначчи 


Во всем дальнейшем мы будем 
иметь дело только с целыми числами. 
Рассмотрим такое свойство пары чи- 
сел (а, 6): 

«6 делится на 1». 
Это свойство пары чисел можно вы- 
разить и так: 

«существует число х такое, что 

ах—ф =(». 

Мы выразили наше свойство пары 
чисел (а, 6) через существование ре- 
шения уравнения 


ах— 6 =0 


(напомним еше раз, что мы имеем дело 
только с целыми числами и, значит, 
только с целыми решениями). Урав- 
нение это имест вид 

Ра, 6. х) 0, 
где Р — многочлен от трех перемен- 
ных а, 6, Хх. 

Введем теперь общее определение; 
свойство конечной последовательностн 
чисел (а,, а,, ..., @шт) называется ди. 
офантовым, если существует такой 
многочлен от 1 -- п переменных 


Р (а, ‚@›.. = 59 Чт, Ау .‚Ао». ..у Е 


что последовательность (аз, @.,....@т} 
обладает нашим свойством в том и 


*) Вот название и точный «адреса статьи: 
Ю В. Матиясевич. Диофантовость 
перечиелимых множеств, ДАН СССР, 1970. 
том 191. № 2. 


39 


только в том случае, когда существуют 
числа х,, Л., .... А для которых 


Ан) ==0- 


Основное достижение Матнясевича 
как раз и состонт в доказательстве 
днофантовости некоторого сиециаль- 
ного свойства пар- чисел (а, 6). 

Многие из вас знакомы с числами 
Фибоначчи 


Пао 


ф=0. =, 
$. = ф 1. 
фз = фи Г = 2, 
{= НФ = 3, 


$: Ч Е - 5, 


бесконечная последовательность кото- 
рых определяется рекуррентной фор- 
мулОй 


фо 21 ф.— 1- фл ; 


Свойство пары чисел (а, 5), которым 
занимается Матиясевич, таково: 
«б есть число Фибоначчи 


с номером 2а», т.е. В -- фа. 


Ясно, что этим свойством обладают 
пары 


(0,0), (1,1), (2,3), (3,8) 


н т. д. Утверждение, что свойство 
Матиясевича диофантово, означает, 
что существует многочлен 


А И 


такой, что 6 будет числом Фибоначчи 
с номером 2а тогда и только тогда, 
когда существуют такие числа ху, 
ся ЧТО 


Па бою 


Многочлен @ с целыми козффи- 
циентами можно было бы в принципе 
явно выписать. Матиясевич этого не 
делает и даже не указывает, каково 
число п дополнительных перемениых. 

Что касается доказательства сфор- 
мулированной теоремы, то, как уже 
было сказано, оно вполне элементарно. 
Матиясевич ссылается на одну лем- 
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му, доказанную в книжке Н. Н. Во- 
робъева «Числа Фибоначчи», пред- 
назначенной для школьников, н один 
результат, доказанный в более ученой 
книге АИ. Мальцева, но тоже эле- 
ментарный. В самой работе Матия- 
севича девятнадцать лемм приведены 
без доказательства, но доказательст- 
во каждой из них в отдельности не 
труднее обычных задач для школьни- 
ков. Трудность состояла лишь в том, 
чтобы найти ту именно комбинацию 
элементарных предложений, которая 
ведет к конечной цели. 


2. Почему все это так важно? 


Если бы многочлен @ Матиясевича” 
был в самом деле очень нужен мате- 
матикам для проведения каких-либо 
расчетов. то вероятно, Матиясевич 
не ноленился бы его явно выписать. 
Но в действительности само обраще- 
ние к числам Фибоначчи являлось 
для Матнясевича лишь вспомогатель- 
ным средством для установления весь- 
ма общих и важных закономерностей. 

В случае свойства Матиясевича 
существует очень простой регуляр- 
ный способ (алгоритм) для последо- 
вательного выписывания всех обла- 
дающих этим свойством пар 
(0.0), (1,1), (2,3), (3,8), (4,21, (5,55)... 
Так как множество этих пар беско- 
нечно, то процесс их выписывания 
никогда не кончится. Но мы распо- 
лагаем правилом, по которому наши 
пары можно выписывать одну за 
другой с уверенностью в том, что 

1) будут выписаны только пары, 
обладающие свойством Матиясевича, 

2) любая пара, обладающая 
свойством Матиясевича, рано или 
поздно будет выписана. 

Свойство (на более ученом языке 
«предикат») конечной последователь- 
ности чисел (а, а,,..., ат) называется 
перечислимым, если существует пра- 
вило, позволяющее при помощи меха- 
нического применения этого правила 
получать одну за другой последова- 
тельности, с непременностью обла- 
дающие заданным свойством, и при- 
том так, что любая последователь- 


ность, обладающая этим свойством, 
рано или поздно будет получена. 

С современной точки зрения самым 
значительным следствием теоремы Ма- 
тиясевича о числах Фибоначчи яв- 
ляется 

Теорема |1. Любое перечис- 
лимое свойство конечной последова- 
тельности чисел является диофанто- 
ВЫМ. 

До 1961 года эта теорема казалась 
бы крайне неожиданной. Но некотс- 
рый более слабый результат Девиса, 
Путнама и Робинсон, доказанный 
в 1961 году, сделал такую гипотезу 
уже не столь невероятной. На ее 
доказательство математиками былн 
затрачены немалые усилия. Матиясе- 
вич и воспользовался некоторыми, 
как говорят, «редукциямин» проблемы 
к более специальным задачам. Но 
идея свестн все к свойствам чисел 
Фибоначчи была и в обстановке, 
сложившейся -к 1970 году, неожи- 
данной. 

Таким образом крупный успех 
Матиясевича требовал соединения пс- 
нимания больших проблем современ- 
ной математики и эрудиции в своей 
области с искусством находить нео- 
жиданные вполне элементарные пути 
решения специальных задач. 


3. В каком смысле Матиясевич ре- 
шил десятую проблему Гильберта 


В десятой проблеме. Гильберта *) 
речь идет об уравнениях вида 


Р (ен Х2. в. Хи) | 0. 


где Р многочлен с целыми коэффици- 
ентами. Степенью такого уравнения 
называют степень многочлена Р. Ког- 
да вопрос ставится о нахождении их 
решений в целых числах, эти урав- 
нения называют «днофантовыми». На- 
пример, уравнение 
ху? 1 
нмеет четыре решения в целых числах 


Хх, и-- +1, 


*) Более подробно о проблемах Гильберта 
можно прочитать в книге Д. Гильберт, 
«Математические проблемы», «Наука». 1969. 
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а уравнение 
х*-+ у. 3 


в целых числах решений не имеет. 
Теперь предоставим слово самому 
Гильберту: 


«Пусть дано произвольное диофантово 
уравнение с произвольным числом неиз- 
вестных ...; требуется указать об- 
щий метод, следуя которому можно 
было бы в конечное число шагов узнать, 
имеет данное уравнение решение в 
целых... числах или нет». 


Гильберт, по-видимому, был убеж- 
ден, что нскомый общий метод суще- 
ствует, н дело заключалось лишь в 
том, чтобы найти его. Немало усилий 
было затрачено, чтобы отыскать этот 
метод, но сколь-нибудь обнадеживаю- 
щих результатов не получалось. 

Задача о целых решениях произ- 
вольного уравнения легко сводится 
к задаче о натуральных (целых неот- 
рицательных) решениях. Далее, сов- 
сем нетрудно показать, что достаточ- 
но ограничиться диофантовыми урав- 
нениями степени не выше четвертой. 
Для диофантовых уравнений степени 
не выше второй искомый общий метод 
был найден, но уже уравнения третьей 
степени не ноддавались никаким уси- 
лЛИЯМ. 

В связи с неудачами в этом нап- 
равлении возникло подозрение, что 
тот общий метод, об отыскании кото- 
рого говорится в формулировке Гиль- 
берта, попросту не существует! Сход- 
ная ситуация сложилась и в ряде 
другнх задач аналогичного характе- 
ра. Однако, одно’ дело найти требу- 
емый общий метод —тут достаточно 
было только предъявить этот метод 
и непосредственно убедиться в том, 
что он удовлетворяет условиям, вы- 
двинутым Гильбертом. 

А вот чтобы доказать несущество- 
вание некоего общего метода для ре- 
шения серии задач, требовалось дать 
точное определение тому, что такое 
этот общий метод, как и какими сред- 
ствами он может быть реализован. 

В начале тридцатых годов соот- 
ветствующие определения были выра- 
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ботаны в трудах американского уче- 
ного Чёрча и английского ученого 
Тьюринга. Эти определения положи- 
ли Начало теории алгоритмов. Огля- 
дываясь на пройденный путь, мате- 
матики должны быть благодарны 
десятой проблеме Гильберта уже за 
то, что она послужила одним из сти- 
мулов для создания этой теории. 

В рамках теорин алгоритмов было 
получено и точное определение по- 
нятия ‹«перечислимое свойство», ко- 
торым мы воспользовались в преды- 
дущем пункте. 

Оказалось, что из диофантовости 
любого перечислимого свойства ко- 
нечной числовой последовательности 
вытекает 

Теорема 2. Невозможен об- 
щий метод (алгоритм), позволяющий 
для любого заданного диофантова 
уравнения установить, имеет оно ре- 
шения в целых числах или нет. 

Матиясевич из своей теоремы © 
диофантовости специального свойства 
пары чисел (а, 6) 


6 — фа 
вывел доказательство теоремы 1, 
низ которой, как уже было известно, 
вытекает теорема 2, т. е. отрицатель- 
ное решение десятой проблемы Гиль- 
берта. 

Для окончательного понимания 
всего сказанного вам не хватает толь- 
ко отчетливого знания того, что такое 
«алгоритм» (общий метод решения 
бесконечного ряда задач} и что такое 
«перечнслимое свойство» (перечисли- 
мый предикат). Но это уже значи- 
тельно более трудная тема. 


4. Определения и факты теории 
алгоритмов 


|. Среди функций, определенных 
на множестве А натуральных чисел 
н принимающих натуральные зпаче- 
ния, следующим образом выделяется 


класс примитивно рекирсивных функ- 
ций. 

Рассматривнются функции 5(л) логи 
п) л- р. где рэп < (р: №)". Из функций 
Ит] и 461) разрешается образовывать фун- 
книи й,(7) Кн) Ия) (операния сложения), 
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#2(п)- Ка(п)) (операция подстановки), а из 
одной функции (п) — функцию, определяс- 
мую равснствамн #5(0)=0, Язм-1)=ИА(п)) 
{операция итерирования}. Класс примитивно 
рекурсивных функций состоит из функций 
5, уи всех тех функций, которые могут быть 
получены из них конечным числом сложе- 
инй, подстановок и итерированнйя. 
Пример. Покажем, что функции ф(п) =2л 
и (п) == 27 --|- примитивно рекурсивные. При- 
меним сначала операцию — итерировашия к 
функции 5${л)—п-!}. Тогда #(0)-=0, А(я-Е 1) 
2 5(1(п))=# (п) 1. Следовательно, А(п)==я 
и $(п} получается применением операции 
сложения к двум функциям, каждая из кото- 
рых равна #(п): Ф(л)— Я(п)-Е Ал) ==п--п-=2й. 
Наконец, фуккция $(п1) получается операци- 
ен подстановки, примененной к функциям 
$(п) -п Г иф(п)-=2п (п) = $(ф(п))- $(п)-= 


г. 
= - 


2. Множество М натуральных чи- 
сел называется перечислимым, если 
оно совпадает со множеством значе- 
НИЙ некоторой примитивно рекурсив- 
ной функцин. 

Так, иапример, множество цчетиых чисел 
перечнслимо, так как является множеством 
значений примитивно рекурсивной фуикцин 
%(")= 2п. Множество нечетных чисел, совпа- 
дающее со множеством значений примитивно 
рекурсивной функции 1}(п)--27- 3, также ле. 
речислнмо. 


3. Множество М называется раз- 
решимым, если оно перечислимо вмес- 
те со своим дополнением №МЫ—М (где 
№— множество всех натуральных чи- 
сел). 

В частности, разрешимо множество четных 
чисел, поскольку оно персчислимо вместе 


со своим дополненнем (множеством пнечетных 
чисел). 


4. Существуют перечнслимые, но 


неразрешимые множества. 

Можно привести конкретный пример та- 
кого множества, одиако соответствующая коц- 
струкция технически слишком сложна, для 
того чтобы ее можно было выполнить в рам- 
ках пастоящей заметки. 


Пусть теперь дано некоторое мно- 
жество /М натуральных чисел. Мож- 
но задаться вопросом, существует 
ли общий метод, который по каждому 
натуральшюму л определяет в конеч- 
ное число шагов, прннадлежнт это п 
множеству /М или нет. Основное по- 
ложение теории алгоритмов (тезис 
Чёрча) утверждает, что такой метод 
(илеоритм) существует тогда и толь- 
ко тогда, когда множество М разре- 
име. 


Для отрицательного решения де. 
сятой проблемы Гильберта достаточ- 
но было доказать днофантовость каж- 
дого перечислимого множества, т.е. 
по каждому  перечислимому  мно- 
жеству М уметь строить такое дно- 
фантово уравнение Р(у, ха, ...,х»)=0, 
которое имело бы натуральные 
решения х\, ..., ХА для всех у, прни- 
надлежащих М, и только для таких у. 


В самом деле, если бы это можно было 
саелать. то, взяв в качестве М неразренимюе 
множество (такие есть среди перечислимых, 
см. п. 4), мы получили бы, что уже для соот- 
ветствующего уравнения Р (у. Ха,..., ХА) 0 
нет общего метода (алгоритма), который по 
каждому натуральному у давал бы ответ на 
вопрос о существовании у этого уравиення 
патуральных решений. Ведь если бы этот 
метод имелся, то можно было бы за конечное 
число шагов узнать, имеет ли уравнение 
РО. х:...., Хи) 0 решение (т. е. принадлежит 
ли число 0 множеству М). имеет ли уравнецие 
РИ, ху, ..., Ха) 0 решение (т. е. принадле- 
жит ли число | миожеству Л) и т. д. Полу- 
чилось бы, что существует общий метод, ко- 
торый по каждому натуральному у опреде- 
ляет за конечное число шагов, принадлежит 
это у множеству М пли нет. Тогда в силу 
тезиса Чёрча М было бы разрешнмо, вопрс- 
ки выбору этого мпожества. 


5. Что было сделано и что сделал 
Матиясевич. 


В пятидесятые годы группа аме- 
риканских математиков (Р. Робинсон, 
Х. Путнам, М. Дэвис, Дж. Робинсон) 
получила ряд значительных и обна- 
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деживающих результатов в понсках 
доказательства днофантовости пере- 
числимых множеств. (Гилотезу о 
диофантовости перечнслимых — мно- 
жеств выдвинул Мартин Дэвис.) 
Американским ученым ценою зна- 
чительных усилий удалось свести зада- 
чу к доказательству диофантовости 
отношения у=2“. Джулия Робинсон 
пошла даже несколько дальше, ло- 
казав, что достаточно постронть кон- 
кретное уравнение А (и, и, ху,..., хь) = 
—=0, не допускающее решения с и>и", 
но для каждого п имекщее решение 
с и>и". Именно такого рода урав- 
нение и удалось построить Ю. В. Ма- 
тиясевичу, предложившему вполне 
элементарную, но чрезвычайно ост: 
роумную и оригинальную конструк- 
цию. При этом пришлось решать за- 
дачу, необычную для традиционной 
теории чисел. Ведь в теории чисел 
по заланному уравнению, как прави- 
ло, исследуются свойства его решений, 
здесь же, наоборот, задави!ись опре- 
деленными свойствами решений, нуж- 
но было искать требуемое уравнение. 
Обратившись к рассмотрению по- 
следовательности Фибоначчи, Ма- 
тиясевич заметил, что если за и 
взять половину номера четного чле- 
на последовательности, а за и — 
сам член, то неравенство и>>и" будет 
всегда неверно, а для любого л можно 
найти такой четный член последо- 
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вательности, что неравенство ии” 
будет верно. Это обстоятельство ил- 
люстрируется таблицей приведенной 
на стр. 43.(В ней выделены те клетки, 
в которых числа и” оказываются 
меньше соответствующих чисел 9). 

После того как указанное свойство 
было проверено, Матиясевич «под- 
правил» последовательность Фибо- 
наччи, выбросив из нее нечетные чле- 
ны. Именно, он рассмотрел последо- 
вательность, задаваемую соотношения- 
ми: Фо,=0, ф,= 1 Физ =3Фи— Фи 1. По- 
лучилось в точности псследователь- 
ность из четных членов первоначаль- 
ной последовательности: Фь=0, ф,= 
=, ф.=3, фз=8, фа=21, фь=55, 
фа =144, фз = 377 и т. д. Приняв 
теперь за и номер члена последова- 
тельности, а за и — член последова- 
тельности с номером и, т.е. Фа, 
мы получаем, что снова выполняется 
требуемое свойство для и ие. Те- 
перь оставалось построить уравне- 
ние Р (и, и, х,..., Хк) = 0, кото- 
рое имело бы натуральное решение 
тогда и только тогда, когда о = Фф,, — 
дальше можно было сослаться на 
результат Джулии Робинсон! Для 
этого достаточно было построить 
систему  днофантовых уравнений 
Р,=0, ..., Р, =0 в переменных и, и, 
х1,..., Хи, имеющую решение тогда 
н только тогда, когда и = ф, — ведь 
такая система имеет в точности те 
же решения, что и единствен - 
ное уравнение Р? +... + Р?=0. 
Вот в каком виде получил Матиясе- 
вич требуемую систему уравненнй: 


1) и- (а— | =0, 
2) +6 =Г, 

3) РА =Ь, 
4) ——№=1, 
5) Ре=а, 

6) Ш =:г— 9, 

7) (2+ де=г_3, 
8) х—гхи- у? =1, 
9) {р=х-и, 
10) (2+2) 4=х-— в. 


Для доказательства того, что су^ 
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ществование натурального решения 
этой системы равносильно соотноше- 
нию 9 = ф,, Матиясевич использо- 
вал следующее характеристическое 
свойство последовательности  !Фл!: 

пара условий х<у и х*—Зхи у? = 
-=1 равносильна существованию тако- 
го №, что х = фк и у = Физ. 

Интересующемуся читателю ре- 
комендуем попробовать свои силы 
на доказательстве этой равносиль- 
ности. 

Укажем в заключение, что най- 
денное решение десятой проблемы 
имеет ряд интересных следствий, из 
которых, быть может, наиболее эф- 
фектным является следующее: можно 
указать конкретный многочлен пятой 
степени, множество положительных 
значений которого совпадает со мно- 
жеством всех простых чисел! 

Математическая наука записала 
в свой актив серьезное и поучитель- 
ное достижение. 

Задачи 

1. Покажите, что для любого # чис- 
ла Фик и фк: взаимно просты. 

2. Докажите соотношение: Фи, = 
7 Фи фи ФиФ-т. 

3. Покажите, что диофантово урав- 
нение Р (и, х., ..., Жк) = 0 имеет 
рещение в целых положительных чнс- 
лах тогда и только тогда, когда такое 
решение имсет уравнение 


7 (Ре. хх и. 





По вине типографии. в «Кваите» №5 
(стр. 64, зад. 1226) неправильно пабрана 
формула деления чисел. Она должна вы- 
глядеть так: 





В наш век физики привыкли удивляться грандиозным вещам — ги- 
гантскому ускорителю, магниту, дающему поля в сотни тысяч зэрстед, 
приборам квантовой электроники. Только построив огромную камеру для 
наблюдения процессов, происходящих в микромире, физики могут на- 
деяться проникнуть дальше в суть явлений природы. А ведь не так давно, 
еще в начале нашего века, физик сам строил маленькие установки, цме- 
щавшиеся на его столе и делал великие открытия. Атомное ядро, радио- 
активность, рентгеновские лучи, радиоволны — все это было открыто 
в ХИХ веке с помощью несложных средств, которые находились в распо- 
ряжении естествоиспытателей. А если уйти еще дальше в прошлое? Груд- 
но сейчас поверить, что в ХУИ! веке даже королевские. врачи не могли 
договориться между собой о частоте пульса короля, так как часы у них 
ходили по разному. Давление крови и даже просто температуру тела 
вообще никто не измерял. Появление термометра вызвало тогда энту- 
зиазм не меньший, чем открытие лазера в наши дни. Вот с каким востор- 
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гом писал об этом изобретении Реомюрв 1730 году. 


Я. А. Смородинский 


«ОБ УСТРОЙСТВЕ ТЕРМОМЕТРОВ», 1730 г. 


Термометр, без сомнения, есть 
одно из чудесных изобретений со- 
временной физики, которое в свою 
очередь много содействовало ее 
успехам. Он нам доставил большое 
число интересных знаний, которые 
были бы недостижимы без его по- 
мощи. Как мы во многих случаях 
могли бы без термометра узнать, 
что жидкости (некоторые), смешан- 
ные между собою, нагреваются? Без 
термометра мы никогда не открыли 
бы, что при растворении известных 
солей происходит охлаждение, а 
также при каких солях это охлажде- 
ние обнаруживается намболее силь- 
но. Мы не могли бы также узнать, 
что один кусок льда может быть хо- 
лоднее другого. Мы также не могли 
бы открыть, что кипящая вода имеет 
температуру, выше которой вода 
вообще не может быть нагрета (при 
нормальном давлении). 


Реомюр 


Все физики знают, что с термо- 
метром в руках можно произвести 
бесчисленные опыты. Но в этом 
приборе нуждаются не одни физи- 
ки; применение его не ограничивает- 
ся лабораториями — мы обычно уз- 
наем по термометру, какова темпе- 
ратура воздуха... 

До сих пор (т.е. до 1730 г.) тер- 
мометры почти совсем не употреб- 
лялись для определения наиболь- 


шего холода и жара в различных 
климатах — вопросов большой поль- 
зы и интереса. А между тем таким 
образом легко узнать, сколько гра- 
дусов тепла или холода может вы- 
держать человек. Столь же важно 
бы знать, в каких температурах нуж- 
даются для произрастания те расте- 
ния и деревья, которые могли бы у 
нас акклиматизироваться. 
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Все задачи по математике в этом 
номере взяты из числа предласавиихся 
на последней Московской математи- 
ческой олимпиае, некоторые Ффор- 
мулировки слегка изменены. 





Ф36. Капля жидкости лежит на 
плоской стороне полусферической 
стеклянной пластинки. Покажите, как 
мсжно определить показатель пре- 
ломления жидкости из наблюдений 
полного внутреннего отражения. По- 
казатель преломления стекла тоже 
неизвестен и его надо определить. 
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Рис. 1. 


ФЗ7. В двух вертикально располо- 


женных цилиндрах, площади сече-° 


ння которых $, и $., находятся два 
невесомых поршня, соеднненных тон- 
кой невесомой нитью длины { (рис. |). 
Пространство между поршнями за- 
полнено водой. Найти натяжение ни- 
ти, если концы сосудов открыты в 
атмосферу. Плотность воды р. 


Фз8. Широкое колено Ч-образ- 
ного ртутного манометра нмеет втрое 
больший днаметр, чем узкое. К какому 
колену следует прикрепить шкалу 


для отсчета измерения давления, что- - 


бы точность измерения была выше? 


ФЗ9. Планегу раднуса К и мас- 
сы М окружает равноплотная атмос- 
фера, состоящая из газа с молеку- 
лярным весом и. Какова температу- 
ра атмосферы на поверхности плане- 
гы, если высота атмосферы равна Н? 


Физическая олимпиада МГУ, 1967 г. 


Ф46. При какой разности потен- 
циалов между электродами зажигает- 
ся неоновая лампочка, ссли энергия 
нонизации неона /=21,5 эв, а среднее 
расстояние между двумя последова- 
тельными столкновеннями электрона 
с атомами газа равно 0,4 ми? Электро- 
ды имеют вид ‘больших пластинок, 
расположенных на расстоянии 4= 
=.3 мм друг от друга. 
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Ф41. Во сколько раз освещенность 
в лунную ночь в полнолуние меньше, 
чем в солнечный день, при одинако- 
вой высоте Луны и Солнца над гори- 
зонтом? Считать, что освещенная по- 
лусфера Луны равномерно рассеивает 
свет в пространство. Раднус Луны 
принять равным 2000 км, а расстоя- 
ние от Луны до Земли — 400 000 км. 


МЗ1. Квадратный лист бумаги раз- 
резают по прямой на две части. Одну 
из полученных частей снова разре- 
зают на две частн, и так делают много 
раз. Какое нанменьшее число разре- 
зов нужно сделать, чтобы среди: по- 
лученных частей оказалось ровно сто 
20-угольников? 


И. Берниитейн 


№32. Во всех клетках таблицы 
100х 100 стоят плюсы. Разрешается 
одновременно изменить знаки во всех 
клетках одной строки или одного 
столбца. Можно ли, проделав такие 
операции несколько раз, получить 
таблицу, где ровно 1970 минусов? 


А. Зелевинский 


М33. Имеется натуральное число 
п>1000. Возьмем остатки от деления 
числа 2 на числа 11 23,..., п 
н найдем сумму всех этих остатков. 
Доказать, что эта сумма больше 2. 


А. Кушниренко 


МЗ4. Доказать, чго если 
натуральное число делится па 
10 101010 101, то в его десятичной 
записи по крайней мере шесть цифр 
отличны от нуля. 


А. Толпыго 


МЗ5. Около сферы радиуса 10 
описан некоторый 19-гранник. До- 
кажите, что на его поверхности най- 
дутся две точки, расстояние между 
которыми больше 21. 


А. Кушниренко 
87 
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С этого номера мы начинаем печатать решения «Задачника Кванта». 
Большинство из задач, помещенных в этом разделе журнала, довольно 
трудны и обсуждению некоторых из них следовало бы посвятить боль- 
шую статью. Многме из них дают повод для разговора о целом классе 
задач, о методах подхода к тем ипи иным явлениям, об использовании 
различных явлений в практике. Иногда мы будем вести этот разговор на 
страницах нашего журнала. Но часто читателям самим стоит подумать 
лад тем, как обобщить приведенное решение, или как его упростить, 
над тем, где применяется явление, о котором говорится в задаче м т. д. 

Седьмой номер был подготовлен к печати в конце марта, поэтому 
здесь, естественно, не учтены письма с решениями, которые мы полу- 
чили позже. В дальнейшем предполагается публиковать решения при- 
мерно через полгода после публикации задач. При этом мы успеем по- 
знакомиться с решениями, посланными «вопремя» —не позднее чем 
через полтора месяца после выхода соответствующего номера. Конеч- 
но: мы не сможем ответить всем читателям, приславшим нам письма. 
Лучшие решения будут опубликованы на страницах журнала. Тем же, 
кто придумал решение, сильно отличающееся от опубликованного, при- 
дется самим разобраться, верно оно или нет, и если нет, —в чем 
ошибка. 

И последнее. Придумать задачу обычно труднее, чем ее решить. 
Труднее, но зато м интереснее. Попробуйте придумать задачи и пришли- 
те мх нам. Лучшие задачи мы опубликуем в «Задачнике Кванта». 
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М1. В стране Анчурии, где правит нре- 
зндент Мирафлорес, приблизилось время но- 
вых презилентских выборов. В страяе ровно 
20 миллионов избирателей. из которых толь- 
ко один процент (регулярная армия Аичурии) 
подлержнваст Мирафлореса. Мирафлорсс, ©<- 
тественно, хочет быть избранным, но, с дру- 
той стороны, ои хочет, чтобы выборы каза- 
лись демократическими. «Демократическим 
голосованием» Мирафлорес называет вот что: 
все избиратели разбиваются иа несколько 
равных групп, затем каждая из этнх групп 
вновь разбивается на некоторое количество 
равных групп, затем эти последине груипы 
снова разбиваются на равные группы и т. д.; 
в самых мелких группах выбирают предста- 
внтеля группы—выборщика, затем выборщи- 
кн выбирают представителей для голосования 
в еще большей группе ит. д.; пакойем, пред- 
ставители самых больших групп выбираюг 
президента. Мирафлорсс делит избирателей 
на группы, как он хочет, и мцструктирует 
своих сторонников, как им голосовать. Смо- 
жет ли он так организовать «демократические 
выборы», чтобы сего избрали президентом? 
(При равенстве голосов побеждает оппо- 
ЗИЦИЯ. } 

Ответ. Да, сможет. 

Прежде всего, разберемся, как 
может на «многоступенчатых» выборах 
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победить кандидат, за которого голо- 
сует меньшинство. (Кстати, по та- 
кой системе голосуют во многих капи- 
талистических странах.) Самый прос- 
той пример такой ситуации изображен 
на рисунке 1: здесь девять избирате- 
лей — четыре «черных» и пять «голу- 
бых» — разбиты на три группы по 
три избирателя так, что в двух груп- 
нах побеждают черные, и поэтому в 
результате таких «двухступенчатых 
выборов» будет избран кандидат чер- 
ных, хотя число его сторонников сос- 


4 
тавляет только —— от общего числа 


избирателей. (Нетрудно сообразить, 
что при двухступенчатых выборах 
с большим числом избирателей про- 
цент голосов, достаточный для побе- 
ды, может быть еще меныхме, но все- 
таки заведомо больше 25%.) Ясно, 
что при трехступенчатой системе вы- 
боров этот процент можно сделать 
еще ниже. Например, если заменить 
на рисунке | каждого избирателя 
группой из ста человек, причем так, 
что в голубой группе все сто избира- 
телей голубые, а в черной — 51 чер- 
ный и 49 голубых, то мы получим 
пример снтуации, где черные состав- 

ЭЙ АР 
91006 
ла избирателей и тем не менее побеж- 
дают. 


Посде этих предварительных с00б- 
ражений приведем решение задачи. 

Разобьем всех избирателей на 
5 групн по 4 миллиона в каждой 
так, что две группы целиком состоят 
из противников Мирафлореса (на- 
зовем эти группы «голубыми», а три 
остальные — «черными»). Каждую из 


ляют только от общего чис- 





Ранг группы г | 2 
Общее число трупп ранга г 5 = 
Сколько из ннх черных З 32 
Сколько человек в одной груп- 4.108 8.163 
пе ранга г в 

На сколько групп ранга (г11} 5 5 
разбивается каждая груипа ран- 

гаг 

Сколько черных подгрупп ран- 3 3 
°га ("--П) у черной группы ран- 

гаг 


16-10 32-1603 64.10: 


4 5 © 75 9 
5 55 56 57 21.57 08.67 
3 2 у) ни 


1280 256 16 | 
5 5 5 16 16 — 
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этих групп «первого ранга» снова 
разобьем на 5 групп второго ранга, 
причем из пяти групп, составляющих 
черную группу первого ранга, три— 
черных и т. д., как указано в таб- 
лице. 

Ясно, что при таком разбиении 
для победы Мирафлореса достаточно, 
чтобы за него проголосовала 


зи 1771471 
28.5: — 20000 000 < 100 


часть всех избирателей. Тем самым, 


поскольку армия составляет --- часть 


100 
нзбирателей и поддерживает Мираф- 
лореса, он сможет победить. 

Некоторые читатели пытались ре- 
шить следующий, более общий воп- 
рос: какое наименьшее число сторон- 
ников должен иметь Мирафлорес, что- 
бы победить на «демократических вы- 
борах», если общее количество изби- 
рателей № Разумеется, ответ на 
этот вопрос зависит не столько от 
величины числа №, сколько от того, 
как оно раскладывается на множите- 
ли. Если, скажем, № — число про- 
стое, то избирателей вообще никак 
нельзя разбить на равные группы 
(кроме тривиального способа: № групп 
тю одному человеку) и для победы 
нужно иметь простое большинство. 
Покажем, как ответить на этот воп- 
росе для любого №. 

Рассмотрим такое разбиение № 
человек на группы (1-го, 2-го ит. д. 
ранга), при котором побеждает Мн- 
рафлорес и число его сторонника — 
наименьшее из возможных. Очевидно, 
можно считать, что в группах, голо- 
сующих против него, нет ни одного 
его сторонника и что все черные груп- 
пы одного ранга разбиты совершенно 
одинаково. Удобно использовать обоз- 
начение | | — «целая часть» (|х] — 
наибольшее целое число, не превосхо- 


1 
дящее х; например, [2] =2, [3% | = 
—=3). Ясно, что если некоторая черная 


группа состоит из # групп следующего 
ранга, то среди них должно быть не 


менее о |-+- 1 черных. Пусть каждая 
50 
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группа г-го ранга (г =1,2,..., 
т— 1} разбита на А; групп меньшего 
ранга, а группы последнего т-го 
ранга состоят из | человека. Тогда 
для победы черных необходимо иметь 
по крайней мере 


ЕН 


черных голосов. Наша задача све- 
лась к такой: разложить данное М 
в произведение таких сомножителей 


А, К. ..., т, Чтобы произведение 
В было минимально. 
Пусть 


№ — ШК... Ит (+) 
— такое разложение. Как показы- 
вает следующая лемма, можно пред- 
полагать, что в этом разложении нет 
сомножителей А вида А = ра, где 
ри 4 больше 2 (если такие есть, мож- 
но провести дальнейшее разложение, 
не увеличивая В). 

Лемма. 


ТОННЫ 


для всех целых ри 9, болыних 2. 

Доказательство. Если р 
и 9 оба четны, то неравенство можно 
переписать так: 


(. и. и, 
(р-|- 2) (9+ 2) = 29-Е 4, 
р9— 24 —2р + 4—4, (р—2)(9—2)-=4, 
что, очевидно, верно для р>2 ин 
92. 
В случае, когда одно из чисел 


р, 4, например р, четно, а другое 
ры т. 


+2 (9-1- 1) = 29а + 4. ° 
29 — 29 —р-+2—0, (р 2) (9-00 
‚ Случай, когда р и 4 нечетны, раз- 
бирается аналогично. Лемма дока- 
зана. Отсюда сразу следует, что 
нечетные № надо раскладывать на 
простые множители «до конца». Ос- 
талось разобраться с двойками. 
Можно считать, что в разложе- 


нии нет сомножителей вида 24, гле 4 
нечетно, поскольку 


—1[е] +9 ++ 
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Отсюда из леммы вытекает, что 
нз четных сомножителей можно огра- 
ничиться только двойками, четверка- 


ми и восьмерками. Далее ясно, 
что 2.2 хуже, чем 4, поскольку 


([8] в | —4> [5] 1-3. Выгодно 


2.4 заменить на 8, поскольку 9.3== 
==6>5; 4.4 лучше, чем 2.8, поскольку 
3.3 = 9: 2-5 = 10 в наконец, 4.4.4 
менее выгодно, чем 8-8, поскольку 
3-33 = 27; 6.5 = 95, так что’ боль 
ше двух четверок оставлять нельзя. 

Итак, окопчательный ответ такой: 
петь ЗА Эр, А, игде ЛО, 
4-0 — целые, р.,.... ри — нечет- 
ные простые числа. Обозначим про- 
изведение 


РЕ! Рм РТ церез р. 

2 2 
Тогда наименьшее число сторонников 
Мирафлореса, достаточное для побе- 
лы, равно 


В=2Р, если 4 -=1Т (т.е. М==2р,..-Ры); 
В =5"Р, если 4 = Зп (М = 8" р, ..- ри): 

В =: 3.57Р, если 4=31-2 (М -=4-8"р,- р); 
В = 9-57Р. если 4-=3З1-14 (№—4?.8' р. .-рш): 
здесь п— целое число, п2>0. 


Этот ответ нашли ученик 9-го 
класса из Томска А. Гршиков и (в 
другой форме) еще: несколько читате- 
лен. В частности, для № ==20 000 000= 


— 98. получаем В = 
3-52. 38. = 1647085. 


М2. Дана сфера раднуса 1. На ней располо- 
жены равные окружпости 7%. т -.. Тя 
радиуса” г (п>3). Окружность То касается 
всех окружностей фу, .. и; кроме того, 
касаются друг друга окружности у, п Т»: 
Тв И Ъ.. 

Ирин каких л это возможно? Вычислить 
соответствующий ралнус г. 

От вела Зы 


-у 


Каждой окружности на сфере мож- 
но сопоставить ее «центр на сфере» — 
конец радиуса: сферы, проходящего 
через центр окружности (никогда 
не лежащий на сфере). Эту точку 
мы будем называть «центром» окруж- 
ности в кавычках, подчеркивающих, 
что это не «обычный» центр (рис. 2, а). 

Заметим для точности, что такого 
определенного «иентра» ист у окруж- 
ностей болыних кругов сферы, у 
которых центр совпалает с центром 
сферы. Но окружности, о которых 
идет речь в условии задачи, заведомо 
не могут иметь раднус 1, потому что 
окружности двух больших кругов 
не могут друг друга касаться, — онн. 
всегда пересекают друг друга в двух 
днаметрально противоположных точ- 
ках сферы. 

Точка касания двух окружностей, 
расположенных на сфере (см. рис. 
2, 6), лежит в плоскости Р, проходя- 


$1 


94 ити: .. 





у 1 
й т — г. 
4$т2 — 
п 
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щей через центры окружностей и 
центр сферы. Действительно, обе ок- 
ружности симметричны относитель- 
но плоскости Р, и если бы они имели 
общую точку по одну сторону пло- 
скости Р, то должны были бы иметь 
и симметричную ей общую точку по 
другую сторону Р, ау них всего одна 
общая точка. Есян эти’ окружности 
имеют один и тот же радиус г, то рас- 
стояние между ‘их «центрами» равно 
2г, потому что на окружности боль- 
ого круга, получающейся в пересе- 
чении сферы и плоскости: Р (рис. 2, 8), 
днаметры наших окружностей (черные 
отрезки) н отрезок, соединяющий их 
«центры» (красный), стягивают рав- 
ные дуги. 


Пусть ДА. Аь А... Ам 
«центры» окружностей %%, Ут. - - -, № 
о которых идет речь в условии задачи. 
тогаа АА ы= Ао Аь =. РАЗА 
=, 4. =Л, А =... = Айк, 
другими словами, А.А. А5....А,— 


вписанная в данную сферу радиуса 1 
правильная л-угольная пирамида с 
вершиной А., у которой все боковые 
грани — равносторонние — треуголь- 
ники со сторонами равными 2. Итак, 
достаточно построить пирамиду, для 
которой выполнены эти условия, тогда 
точки А., А,..., А; будут опре- 
делять окружности радиуса г с 
«центрами» А., А,,..., Ал, Кото- 


рые, очевидно, удовлетворяют ус- 


ловию задачи. 
52 


Поскольку сумма плоскнх углов 
выпуклого п-гранного угла с верии- 
ной А. меньше 360°: 

2-60 =-А, А. А.+ ЗА, А, А... 
о оерюА, А Азова то 
п<6. Для п =3, 4 и 5 нетрудно 
построить нужные пирамиды. 

Пусть О — центр сферы. Высота 
пирамиды Я и длина ее ребер 2г на- 
ходятся из следующих соображений: 
раднус КА, основания пирамиды — 
катет АД,КА, и боковая сторона 
АА,КА,, где = А.КА, = 2л/п (рис. 
3, а, 6,), 

Иа — Ат Я не. 
п 
й 





Из А А,ОА,. имеем г-5;. 
№ 1 
Отсюда Н = 2%, г= у в Рея 
4 5" 


Таким образом, к | 
кри д ==3: и== У а); 


мм ИТ (5 пе #2). 
при д =4;: г у мы ”); 


А 


Е. 5—5 
при п =5: г= р то 
1 И ю—2у5 
(формулу чп = =. ЕВЕ можно 


вывести из рисунка 4, с помощью 
которого строятся правильный деся- 
тиугольник и правильный  пяти- 
угольник). 





Зная ги Я, мы можем построить 
правильные пирамиды, которые в 
силу приведенных соотношений будут 
удовлетворять всем нужным условиям: 
все грани — равносторонние треу- 
гольники со стороной 27, раднус они- 
санной сферы — 1. 

Построенные пирамиды тесно свя- 
заны с правильшыми многогранни- 
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ками, грани которых — треуголь- 
ники. Таких многогранников всего 
три: тетраэдр, октаэдр и икосаэдр 
(рис. 5), и если от каждого из этих 
многогранников отрезать «верхуш- 
ку» — все грани, примыкающие к 
одной вершине, — то получатся как 
раз такие три пирамиды, которыми 
мы занимались. Подробиее о правиль- 
ных многогранниках и о построении 
пятнугольника можно прочитать в 
прекрасной книге Г. С. Коксте- 
ра «Введение в геометрию». («Наука», 
1966, гл. 10 «Пять платоновых тел» 
н гл. И «Золотое сечение и филлотак- 
сис»). 

Несколько иначе (без использо- 
вания «центров на сфере») решил 
задачу ученик 10-го класса Сергей 
Макеев из г. Волоколамска. 

Заметим еще, что ограничение 
п—3 в условии задачи вполне можно 
было бы заменить на я-—-2. Соответ- 
ствующее расположение трех окруж- 
ностей \., \:, ^. существует (рис. 6: 
«центры» окружностей расположены в 
вершинах правильного треугольнн- 





Рис. 6. 


ка, вписанного в болыной круг), и 
для вычисления г, как это ни странно, 
годится та же формула, которую мы 
доказали для 3< и=5 


-У!- | ЕК 
а 2 я 





] 
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МЗ. а) На рисунке 7, а плоскость пок- 
рыта квадратами пятн иветов. Центром 
квадратов одного и того же цвета распо- 
ложены в вершинах квадратной сетки. При 
каком числе цветов возможно аналогичное 
заполнение плоскости? 

6) На рисунке 7. б плоскость покрыта 
шестпугольниками семи ‘иветов так, что 
центры шестиугольников одиого и того же 
ивста образуют веришины решетки на одина- 
ковых правильных треугольников. Прн ка- 
ком числе цветов возможно аналогичное пост- 
раение> 

Примечаите. В первой задаче чис- 
ло цветов может равняться единице {все квад- 
раты одного нвета) я двум (как на шахматной 
доске). Во второй задаче вы без труда найдете 
решения с одним иветом и с тремя пветами. 
ЭКелательно дать полное решение задач, т, с. 
синсать все раскраски, удовлетворяющие ука- 
заниам условиям. Присылайте, однако, и 
неполные решения, если они покажутся вам 
нитересными. Подумайте, например, сущест- 
вует ли во второй задаче решение с тривал- 
цатью цвегами? 


Полных решений этой задачи мы 
пока не получили. 

Ученик 6-го класса Сергей Ели- 
сеев (Москва) прислал нам раскраску 
шестиугольной сетки тринадцатью 
цветами, которую мы воспроизводим, 
насколько это позволяют нолигра- 
фнческие возможности, на рисунке 8; 
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он утверждает 1663 объясненнй), что 
ответ в общем случае такой: 

В задаче а) требуемая раскраска 
возможна, если количество цветов рав- 
но сумме двух квадратов целых чисел: 

РАБОТ, 2-51 4=03-22. 

5=1?-|-22; 827“-|-2°: 9=0°-557; 
10==12--32; 13=2?--3°; 16=02+4? 
ит. д. 

В задаче 6) решение возможно при 
количестве цветов, равном сумме двух 
чисел из последовеииельности 0, 1, 


ЗУ. Ее 
ИО |: ебало. бм0-Г 6: 
7=1--6;: 9=:3--6 ит. д. 
Попробуйте выясинть, правильны 
ли эти ответы? К этому вопросу мы 
вернемся позднее, а нока обратим 
внимание на одну тонкость в форму- 
лировке задачи (первым се заметил 
читатель В. Гутенмахер низ Москвы). 
Начнем с задачи а). В ней требует- 
ся найти раскраски, при которых 
«центры квадратов одного и того же 
ивета расположены в вернинах квад- 
ратной сетки». Но в условии не ска- 
зано, что для разных цветов эта «боль- 
тая» квадратная сетка должна быть 
одинаковой. Посмотрите па рисунок 9. 
Здесь тоже квадраты каждого из 
трех иветов образуют сетку, но для 
красного цвета «шаг» (сторона квадра- 
та) сетки равен И2, а для белого 
ни зеленого — 2, да еще сетки повер- 
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нуты друг относительно друга. Но 
если понимать условие задачи бук- 
вальцо — а на письменном экзамене 
или на олимпиаде именпо так и сле- 
дует поступать, — То раскраска ри- 
сункё 9 удовлетворяет условию за- 
дачи. Прн подобном пониманин` ответ 
в задаче а) будет такой: при любом 
числе цветов. Действительно, из лю- 
бой раскраски с мп цветами, один 
из которых белый, легко изготовить 
раскраску с (1-11) цветом: вужно 
белые квадраты в «шахматном по- 
рядке» раскрасить белой и новой 
(и П)-й краской (именно так из шах- 
матной красно-белой раскраски по- 
лучилась раскраска рисунка 9). 

При таком понимании и задача 6) 
становится совсем простой. 

- Ответ. При любом числе цветов, 
большем 2. Действительно, раскраска 
двумя иветами невозможна, посколь- 
ку, если из трех шестиугольников, 
каждые два из которых ‘имеют общую 
сторону, два покрашены в один цвет, 
то н всс щестиугольники должны 
быть раскрашены этим цветом. 
Раскраски с З и 4 цветами находятся 
легко, а далыне нетрудно, раскраши- 
вая белые шестиугольникн в три цве- 
та, увеличить число цветов на 2, 


затем еще па 2 ит. д. 

Разумеется, таким способом можио пояу- 
чить много разнообразных раскрасок. Имся 
любую раскраску А (№ цветов), выделив в 


Рис. 9. 


ней какой-то один ивет х н взяв еще одну 
раскраску Б ({ цветов). можно построить 
«расширецие раскраски ЛД с вомощью Б» сле- 
дующим образом. В раскраске А сохраняют- 
ся все цвета, кроме х, а квадратики или ию- 
СТнУГОЛЬНИКИ 5 паше замечание относится к 
обоим случаям] цвета х раскуамиваются 
новыми Г цветами: сетка, которую опн обра- 
зуют, раскрашивается по способу Б. Полу- 
чается новая раскраска В! —- 1 иветами. 
(На рис. % изображено. в этой термипологии, 
«расширение шахматной раскраски с помо- 
щью щахматной раскраски». } 

Итак, в такой «буквальной» фор- 
мулировке задача оказывается сов- 
сем простой. Однако, автор задачи, 
а также большинство читателей жур- 
нала, приславиих нам решения, по- 
нимали условие иначе; а именно, они 
хотели найти такие раскраски, прн 
которых решетки, соответствующие 
разным цвегам, одинаковы и полу- 
чаются друг из друга параллельным 
сдвигом (как на рисунках, сопровож- 
дающих условие задачи, ина рис. 8). 
Решение задачи МЗ с таким уточне- 
инем мы приведем в следующем но- 
мере. 
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Ф!. Три сообщающихся сосуда с водой, 
центры которых находятся на одинаковом 
расстоянии а друг от друга, прикрыты порш- 
пями одинаковой толщины, сделанными из 
одного и того же материала. К порщиям 
прикреплены вертикальные одицаковые ипо- 
ки, которые шарнирно соединены со стержнем 
АВ. В какой точке стержня можно прикре- 
пить к исму груз, чтобы в положении равно- 
весня стержень оставался горизонтальным, 
если массы стержня н штоков пренебрежимо 
малы по сравнению с массамн поршней и гру- 
за. Дваметры сосудов соответственно 4;, @2 
н 13. 

Стержень АВ и поршни находятся 
в равновесии под действием семи сил: 
силы О, действующей со стороны груза, 
сил тяжести, действующих на порш- 
ни—эти силы пропорциональны пло- 

ал м 

шадям поршней: Р,=А,; Р. = 
—2,4; Р. = &,44 и трех сил давле- 
ния жидкости на поршни: М№,, М№,, 
№. (рис. 10). Так как уровни жидкости 
в сосудах одинаковы, давления па 
все поршни равны, а силы давления 
относятся как пяошади порнней: 
ЕЛ МА ое Поэтому 
А —— К. 4, №. = т № — А2@. 
Равнодействующие сил, приложенных 
к каждому из поршней, равны: 
Е = М, —Р, = (&,—А,) ей да ка, 
Е. = №, Е. = №@. 

Обозначив через х расстояние от 
середины стержня до точки, в которой 
прикреплен груз, запишем условия 
равновесия стержня: 1) равенство 
нулю суммы всех сил, действующих 
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па стержень: Р, + Р, + Р.—09 = 0 
и 2} равеиство нулю суммы моментов 
всех сил, действующих на стержень, 
относительно середины стержня: 
РГ а—ЕР.о—Фх = 0. Подставляя в эти 
уравнения выражения для Р,, К, и 
Е., а затем решая эти уравнения сов- 
местно, найдем, что 
‚а 
62, 

Никто из читателей, приславщих 
решение этой залачи, не учитывал 
массе поршней. Но только двое — 
Г. Кальшин из Кировобада и А. Кар- 
пенко из г. Лисицанска Воронилов- 
градской области — объяснили, поче- 
му это можно сделать. Так как порш- 
ни сделаны из одного в того же ма: 
териала и имеют одинаковую толщину, 
то дополнительные давления на воду 
не зависят от диаметров поршней. 
Условие же равновесия поршней — 
это равенство давлений на воду во 
всех цилиндрах (так как уровни воды 
в цилиндрах одинаковы). Дополни- 
тельные давления из-за поршней 
этому условию удовлетворяют авто- 
матически. 


Ф?2. На горизонтальной плоскости лежат 
два ларика с массамн и, и #1., скрепленные 
между собой пружннкой с жесткостью с. Плос- 
кость ‘гладкая. Шарики сдвигают, сжнмая 
пружину, затем их одиовремеино отпускают. 
Определите нерноды возникших кодебаний 
шариков. 


Центр масс системы не должен 
двигаться (нли может двигаться рав- 
номерно и прямолинейно), поэтому ша- 
рики колеблются в противофазе с оди- 
наковой частотой, а их отклонения 
х; их, от положь ия равновесия удов- 
летворяют соотношению сах: = сох., 
где с: ис, — коэффициенты жесткости 
соответствующих кусков пружины 
длиной [1 и [, (1 н{, — расстояния 
от шариков до центра масс системы; 

ть И 
т 1 ть 4: ть’ ии т м ь 
Удлинение '/д-й части пружины всегда 
в 9 раз меньше удлинения всей пру- 
жины, т. е. 1/ 4-я часть пружины имеет 
жесткость в @ раз большую, чем 





Рис. 11. 

жесткость всей пружины. Поэтому 
т т 

с Е Отсюда следует, что 


Е 
период колебаний шариков 


ы 1/_ ты: _. 

ТУ ие 
Интересно проверить ответ, взяв 
какой-нибудь предельный случай. 
Так поступил ученик 10 класса шко- 
лы № 20 из г. Вологды Е. Тихонов. 
Предположим, что масса т, очень 
велика: т,»т.. Тогда шарик с 
массой т, должен колебаться так; 
как если бы второй шар был непод- 
вижно закреплен, и Т=2л у —ь. 


Проверим нашу формулу 


м» ыы 
т —2л ИУз-=) ут. 


ФЗ. Из двух одинаковых кусков стальной 
проволоки свили две пружины. Днаметр вит- 
ков одной из них равен (, другой 24. Пер- 
вая пружина под действием груза растянулась 
на одну десятую своей дльны. На какую часть 
своей длины растянется под действием того же 
груза вторая пружина? 


Удлинение пружины равно 


._ 
А! =п-24-5т->, где п — число вит- 
ков пружины, а я — угол, на кото- 
рый разворачиваются соседние витки 


пружины (рис. 11). Так как удлинение 
пружины мало, то этот угол мал н 


= 2 
ЗИ. Поэтому АЁ = лая. 


Угол & пропорционален моментам 
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сил Е, которые растягивают виток: 
© = Е.4. Сила Е равна весу груза, 
подвешенного к пружине, и одинакова 
в обоих случаях, поэтому АГ на?. 

Диаметр витков второй пружины 
вдвое больше, а число витков у нее 
вдвое меньше, следовательно, абсо- 
лютное удлинение второй пружины 
вдвое больше, чем у первой. Таким 
образом, вторая пружина растянег- 


ся на = своей длины. 


Многие,  приславшие решение 
этой задачи, правильно нашли, что 
удлинение второй пружины в два раза 


. больше, чем первой, но забыли, что 


вторая пружина вдвое короче, чем 
первая, поэтому относительное уд- 


ы 1 
линение второи пружины равно не, 


2 
как получалось у них, а-=. 


Ф4. В баллоне содержится очищенный газ, 
но неизвестно Какой. Чтобы поднять темлера- 
туру 1 кг этого газа на один градус при пос- 
тояппном давлении требуется 958,4 дж, а при 
постоянном объеме — 704,6 дж. Что это за газ? 


При нагревании газа при по- 
стоянном объеме затрачиваемая энер- 
гия идет только на изменение внут- 
ренней энергии газа, а при нагрева- 
нии при постоянном давлении — еще 
н на совершение работы. Запишем 
закон сохранение эяергии для обоих 
случаев: 


тсуАЕ = А, (1) 
тер —= АА. (2) 
Злесь с, — теплоемкость газа при 


постоянном давлении (т. е. количе- 
ство тепла, которое необходимо для 
нагревания | кг газа при постоянном 
давлении), с, — теплоемкость газа 
при постоянном объеме, АЁ — изме- 
нение температуры, А — изменение 
внутренней энергии газа, т — масса 
газа А=рАУ — совершенная при 
расширенин газа работа (АУ — изме- 
нение объема, р — давление). 

Так как при повышении темиера- 
туры газа на одинаковое число гра- 
дусов изменение его внутренней энер- 
гни одинаково как при нагревании 
при постоянном объеме, так и при 
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нагреванин при постоянном давле- 
нии, то можно записать: ст А 

=стАЁЕрАУ. С помощыо уравне- 
ния газового состояния (уравнения 
Клапейрона — Менделеева) совер- 
шенную газом работу можно выра- 
зить через молекулярную массу газа 
ц и газовую постоянную Ю: ВАХ 


7 - 
х ВМ Подставляя это  соотно- 


шение в уравнение (1), получим: 
‚8 
сы = с, а, откуда 
К 


| — 
бр —Су 


Неизвестный газ — кислород с 
очень небольнюй. примесью более тя- 
желого газа. 

Ф5. Иместся электрическая цепь, изобра- 
жеиная на рисунке. Что покажет вольтметр 
с очень большим внутренним сопротивленнем, 
еслн его присоединить к тачкам Си О? Идн 
= 516. , 

Вольтметр покажет падение на- 
пряжения между точками Е и р. 
Для того чтобы найти его, удобно сна- 
чала определить падение напряжения 
между точками Р и В. Для этого схе- 
му можно перерисовать так, как по- 
казано на рисунке 12. 


532 Тке’кмоль. 


3 ` 
и 4 ом, 


Ко 3 


{; :( пн ый кв И 
ЕВ А-В п Ав 


Теперь таким же способом найдем, 
что 
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Эа 


ко 


| ми | | 
Чаю Игр = Орр=Т дв” 4,66. 
Эту задачу правильно решили прак- 
читатели, иприславшие 
нам письма. 
Фб. Найдите, чему равеи заряд зазем- 
леиного металлического шара радиуса г, ©с- 


ли на расстоянии А от его центра находнтся 
точечиый заряд у. 


Потенциал шара должен быть ра- 
вен нулю. Потенциал поля. в цент- 
ре шара, равный, конечно, потенци- 
алу шара, складывается из потен- 
циала поля точечного заряда 9 и 
поля, создаваемого зарядом @ шара. 
Заряд @ распределен по шару не 
равномерно; но если шар разбить на 
маленькие участки с зарядами Ад, 
то потенциал поля, создаваемого за- 
рядом шара в центре, можно выразнть 
как суммарный потенциал полей то- 
чечных зарядов Ад. Таким образом, 
можно записать для центра шара: 


А9 | [9 #919 
Аф —= 2 — 249 == причем Тв 0. 


Отеюда 9=— а: 


Правильный ответ получили мно- 
гие читатели, но правильных реше- 
ний мы получили очень мало. Многие 
читатели использовали формулу для 


А 
ОМКОСТН конденсатора Се. пола- 


гая емкость шара равной г. Но это 
справедливо лень для изолирован- 
ного шара с равномерно распределен- 
ным зарядом. 
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В этом номере «Кванта» мы за 
канчиваем публикацию самых нитерес- 
ных задач из нового пробиого учеб- 
ника для 5 класса. 

1233. Из 8 монег одна фальшивая 
(более легкая). Как определить фаль- 
шивую монету двумя взвешиваниями 
на весах с двумя чашечками без гирь? 
1234. Срели 20 монет имеется одна 
фальшивая, отличающаяся по весу 
от настоящих. С помощью трех взве- 
шиваний на весах с чашечками без 
гирь определить фальшивую монету 
и установите — легче она или тяже- 
лее настоящих. 

1236. У меня есть только стенные 
часы, которые остановились. Я от- 
правляюсь к своему знакомому, ча- 
сы которого идут верно, нахожусь 
у него некоторое время и, возвратив- 
шнсь домой, ставлю свои часы верно. 
Каким образом мне это удалось сде- 
лать, если предварительно мне не 
было известно, сколько времени за- 
нимает дорога? 

1237. Для нумерации страниц сло- 
варя потребовалось 6869 цифр. 


Сколько страниц имел словарь? 
1238. Сколько делителей у числа 
38. 542 

1241. При делении числа № на 2 в 
остатке получается 1, а при делении 
на 3 в остатке получится 2. Какой 
остаток получится при деленин числа 
№ на 6? 

1245. Если от задуманного трехзнач- 
ного числа отнять 7, то оно разделит- 
ся на Т, если же от него отнять 8, то 
оно разделится на 8, и если отнять 9, 
то оно разделится на 9. Какое число 
было задумано? 

1246. Какой цифрой оканчивается 
число 66°%2 3333? 772 

1248. Докажите, что число 77-1 
не делится нацело на 5. 


1249. Докажите, что сумма двух лю- 
бых последовательных нечетных чи- 
сел делится нацело на 4. 
1250. Некоторое шестизначное число 
начинается цифрой 7. Откинув эту 
цифру слева и приписав ее справа, 
получим число, в 5 раз меньшее пер- 
воначального. Найти первоначальное 
число. 

5$ 


1251. Если между цифрами двузнач- 
ного числа вписать нуль, то получен- 
ное трехзначное число будет в 9 раз 
больше первоначального. Найти дву- 
значное число. 


1252. В шестизначном числе первая 
цифра совпадает с четвертой, вторая 
с пятой и третья — с шестой. Дока- 
зать, что это число делится на ТГ, 
И и 13. 


1254. К числу 43 справа и слева при- 
пишите ло одной цифре так, чтобы 
число делилось на 45. 

1259. Может ли сумма четырех после- 
довательных натуральных чисел быть 
простым числом? А сумма трех? 


1260. Ученики А, В и С состязались 
в беге на 100 м. Когда А добежал 
до конца, В отставал от него на 10 м. 
Когда В добежал до конца, С отста- 
вал от него на 10 м. На сколько мет- 
ров отставал С от А, когда Л закон- 
чил бег? 


1262. Покажите, что любую сумму 
денег можно уплатить, если продавец 
и покупатель имеют лишь трехкопееч- 
ные и пятнкопеечные монеты. 


1265. Отец поручил сыну измерить 
длину двора шагами. Это было зимой. 
Для проверки отец измерил ту же 
длину двора своими шагами. Отец 
шагал с того же места, что и сын, и 
шел в том же направлении, так что 
в некоторых случаях следы отца и 
сына совпадали. Всего следов на 
снегу получилось 61. Чему равна 
длина двора, если шаг сына 0,54 м, 
а шаг отца 0,72 м? 


1267. Докажите теоремы: 

1) Если произведение трёх целых 
чисел — число нечетное, то и их 
сумма — число нечетное; 

2) Если сумма двух целых чисел — 
число нечетное, то их произведение — 
число четное, 


1268. Ребра прямоугольного паралле- 
лепипеда выражаются натуральными 
числами, а его объем — простым чис- 
лом, большим 2. Докажите, что сум- 
ма длин двух неравных ребер — число 
четное. 
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1269. Может ли существовать прямо- 
угольный параллелепипед, длины ре- 
бер которого — натуральные числа, а 
площадь поверхности— простое число? 


1272. Разделите 7 яблок на 12 человек 
поровну, не разрезая нн одного ябло- 
ка на 12 и большее число равных 
частей. 


1273. Сократите дроби: 

37 373 737 . 609 609 609 

81 818 181 ° 205 205 205 ` 

1275. Найдите значение выражения: 


1 1 1 | 
пы ще РНИИ 
2.3 За 5619.5 
1276. Докажите, что 


1 1 1 1 | 


1277. Найдите наименьшее натураль- 


ное число, при делении которого на 


. 28 35 
каждую из дробей 297 Изв  ПОлУ- 


чаются целые числа. 


1278. Поезд проходит данное расстоя- 
ние за 10 час. Если бы он увеличил 
скорость на 10 км/час, он ехал бы 
8 час. Найдите скорость и расстояние. 


1279. Автомобиль половину пути ехал 
со скоростью 50 км/час, а вторую 
половину со скоростью 30 км/час. 
С какой средней скоростью проехал 
автомобиль весь путь? 


1280. От Горького до Астрахани 
теплоход идет 5 суток, а обратно 
7 суток. За сколько суток дойдут 
плоты от Горького до Астрахани? 


1281. Я отпил 1/3 чашечки черного 
кофе и долил его молоком. Затем я 
выпил !/, чашечки и снова долил 
ее молоком. Потом я выпил полча- 
шечки и опять долил ее молоком. 
Наконец, я выпил полную чашечку. 
Чего я больше выпил кофе или моло- 
ка? 


1282. Повар варил суп и положил в 
него мало соли. Пришлось досали- 


вать готовый суп. На следующий раз 
повар учел эту ошибку и в то же колн- 
чество супа положил в 2 раза больше 
соли, чем в первый раз. Этого тоже 
оказалось мало, но досаливать приш- 
лось уже вдвое меньшим количеством 
соли. Какую часть нужного коли- 
чества соли положил повар в суп 
в первый раз? 


Г 

1283. Сеня уплатил в кассу столовой 
за 3 блюда, а Саша за 2 (все блюда 
стоили одинаково). За столом к ним 
присоединился Костя, и они втроем 
съели эти 5 блюд. При расчете оказа- 
лось, что Костя должен уплатить 
товарищам 50 коп. Сколько денег 
из этой суммы должен получить Се- 
ня, а сколько Саша? 


1284. Передние покрышки колес ав- 
томобиля стираются через 25 000 км, 
а задние через 15 000 км. Когда це- 
лесообразно поменять местами пок- 
рышки, чтобы они одинаково стира- 
лись? (Предположите, что замена пе- 
редних и задних покрышек произотш- 
ла один раз, хотя на практике шоферы 
производят эту замену чаше.) 


1286. Несколько школьников завтра- 
кали вместе и должны были заплатить 
1 руб. 75 коп. Оказалось, что у двоих 
не было при себе денег, поэтому каж- 
дому из оставшихся пришлось упла- 
тить на 10 коп. больше, чем пришлось 
денег на долю каждого. Сколько 
школьников завтракало? 


1287. Сумма трех дробей равна 1. 
Разность между первой и второй 
дробями равна третьей. Сумма первых 
двух дробей в 5 раз больше третьей 
дроби. Найдите эти дроби. 


1289. Разность двух неотрицательных 
дробей равна */. Числитель одной 
дроби больше другой в 4 раза, а зна- 
менатель этой дроби больше другой 
в 3 раза. Найдите дроби. 


1290. Дано несколько натуральных 
чисел. Каждое из них разделили на 


КуапЕгоесгте. ги 


сумму всех данных чисел. Чему рав - 
на сумма всех частных? 


1291. Я задумал трехзначное число. 
Если из цифр этого числа составить 
всевозможные двузначные числа и 
затем их сложить, то треть суммы и 
будет равна задуманному чнслу. Най- 
дите задуманное число. 


1292. Мама купила яблоки для своих 
детей Вани, Нины и Миши. Дети 
должны были поделить яблоки между 
собой поровну. Ваня пришел домой 
первым, сосчитал яблоки, взял третью 
часть и ушел. Потом пришла Нина и, 
полагая, что пришла первой, сосчита- 
ла оставшиеся яблоки, взяла свою 
долю и также ушла. Наконец, пришел 
Миша и взял себе третью часть ос- 
тавшихся яблок. После всего этого 
осталось 8 яблок. Сколько яблок ку- 
пила мама для детей? 


1293. Двум братьям необходимо было 
быть на железнодорожной станции, 
которая Находится на расстоянии 4 км 
от их дома. Чтобы не опоздать к от- 
ходу поезда, оставалась. лишь одна 
возможность — ехать на велосипе- 

дах. Но у старшего брата велосипед 
оказался неисправным. Если идти 
пешком, то опоздаешь на 10 мин. 
Однако оба брата попали на станцию 


одновременно и за 10 мин до отхода 
поезда. Скажите, как они поступили, 
если ходьба пешком втрое медленнее 
езды на велосипеде и если ехать на 
велосипеде вдвоем нельзя? 


1294. Какое число обладает таким 
свойством, что если к нему прибавить 
произвольное число, умножить по- 
лученную сумму на это же произ- 
вольное число, затем из произведения 
вычесть то же самое произвольное 
число и на него же разделить полу- 
ченную разность, то в результате 
получится это же ‘самое произвольно 
взятое число? 


61 
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Что мы знаем 


И ЧЕго не знаем 


о гравитации 


Ти. кто читал роман 
И. А. Ефремова «Туманность 
Андромеды», помнит о желез- 
ной звезде — «ужасе астро- 
летчиков», которая своим 
громадным притяжением за- 
хватывает навечно пролета- 
ющие мимо тела. 

Еше болсе удивительны- 
ми небесными объектами 
должны быть звезды, пред- 
сказанные немецким астро- 
номом Карлом Шварцимль- 
дом. Силы тяготения вблизи 
таких звезд настолько чудо- 
вищны. что испущенный ими 
свет н>? может удалиться за 
пределы близких окрестно- 
стей звезды. А луч света, 
посланный издалека к такой 
звезде, никогда ие сумеет 
поствчь се поверхности. Ка- 
кая-то странная гравитаци- 
ониая мышеловка! Но, ие- 
смотря иа всю необычайность 
подобных небеслых тел, те- 
ория предсказывает их су- 
мествование с достаточной 
степенью строгости. 

Казалось бы, силы тя- 
готения настолько привычны 
и воздесущи, что человек 
давным-давно должен был 
бы знать о них все, что его 
интересует, Вель эго так 
просто: положнм камень на 
весы и измернм силу, с ко- 
горой он притягивается к 
Земле! Но, задумавшись над 
природой такого явления, 
мы сразу окажемся в плену 
у писренменных вопросов. 

В самом деле, почему лю- 
быс два тела всегда прнтяги- 
ваются друг к другу, а не 
оттазкиваются под влиявием 
гравитационных сил? Поче- 
му нельзя отгородиться от 
действия сил притяжения, по- 
добно тому. как занавеска 
отделяет нас от солиечных 
лучей? Какова прирола неви- 
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димых спружинок», которые 
пригягивают даже очень 
далекие друг от друга тела? 
Много ссть вопросов, свя- 
занных © гравитацией, на 
которые наука еще не сумела 
ответить. 

Но многое нам ‘уже нз- 
вестно. В 1687 году Исзак 
Ньютон открыл закон все- 
мирного тяготения. который 
позволил понять, как дви- 
жутся небесные тела. Сле- 
дующий важный шаг в #03- 
цании гпавитации принад- 
лежит Альберту Эйнштейну. 
В 1916 году он создал так 
иазываемую общую тсорию 
относительности, которую те- 
перь принято именовать тс- 
орией пространства, времени 
н тяготения. Эла теорня за- 
ставила ученых  пересмот- 
реть свои взгляды низ такие 
важные физические понятия, 
как пространство и время. 
Ныюотон считал, что свойства 
пространства и ход времени 
совершенио ме зависят от 
окружающих тел. Эйнштейн 
доказал, что чем тяжелее 
тело, тем снльнее искривле- 
но простраисгво вблизн него 
и тем медленнее течет время 
в ео окрестностях. Про- 
странство, время и тяготе- 
ние оказались ис независимы - 
ми друг от друга, а тесней- 
шим образом взаимосвязан- 
НЫМН. 

Теория Эйиштейна объ- 
ясннла нскоторые загадоч- 
ные факты, вапример, сме- 
зценне перигелия у иланеты 
Меркурнй. Но она поставила 
перед учеными ряд новых 
сложных проблем. Из нее. 
нанример, следует, что лю- 
бое тело, движущесся с уско- 
рением. должно излучать гра- 
витацнониые волны, Однако 
до сих пор никому не уда- 


лось их обнаружить и за- 
регистрировать. 

Теория предсказывает так- 
же необычайное космическое 
явление, получивиюе — паз- 
вание гравитационного код. 
лапса. У некоторых звезд 
масса может оказаться на- 
столько большой, что ги- 
гантские силы притяжения 
начнут безудержно сжимать 
звезду, так, что инкакое виут- 
рсннее давление не сумеет 
уравновесить действие сил 
притяжения. При этом звезда 
сожмется до ничтожных раз- 
меров, сравнимых с разме- 
рами Земли, освободив и 
излучив в окружающее про- 
странство огромное — коли- 
чество энергин. 

Общая теория относитель- 
ностн впервые позволила по- 
ставить вопрос о том, как 
устроена Вселенная и как 
она развивается < теченнем 
временн. Ова явилась фун- 
даментом современной на- 
учной космологии. 

Теорня тяготения Эйн- 
штейна облачепа в очень 
сложные математические 
«одежды». Многие из ее ‘вы- 
водов  неожиланны н не- 
обычны, н рассказать о них 
доступным образом нелегко. 
Но се значение в современ- 
ной физике исключительно 
велико. Поэточу каждая но- 
вая научио-популярная кнн- 
га, посвященная этой теме 
{а таких книг совсем немно- 
го). обычно вызывает боль- 
вой интерес. 

Мы расскажем здесь о и 
которых книгах, в которых 
освещены различные проб- 
лемы современной теорин гра- 
витацини. 

Наиболее простое и об- 
щедоступное изложение ос- 
нов теории гравитации со- 





держится в популярной книге 
М. Гарднера «Геория отно- 
сительности для миллиснов», 
изданной в 1966 году «Атом- 
излатом». В иятой главе 
рассказано об основном ис- 
холном постулате теории — 
равенстве гравитационной м 
ниертной масс любого тс- 
ла, — подтвержденном с ог- 
ромной степенью точности 
специально — поставлениыми 
экснериментами. В главе ше- 
стой описываются взгляды 
современной физики на силы 
тяготения, как на результат 
изменения геометрических 
свойств пространства н вре- 
мени под влнянием тяготе- 
ющих масс. Три главы (7, 9 
н 10) посвящены различным 
космическим проблемам, свя- 
занным с теорней гравита- 
ции. В ивх рассматриваются 
разные варнакты моделей Все- 
ленной и подробно обсужда- 
ется вопрос о так называ- 


емом «красном смещенин» -—— 


измененни цвета небесных 
объектов под_ влиянием их 
движения, происходящего с 
огромными скоростями. 
Наиболес современное опи- 
сание космологических проб- 
лем можно найти в небольнюй 
броиюре академика В.Л. 
Гинзбурга «Как устроена 
Вселенная и как ова развн- 
вается во времени», выпу- 
щенной издательством «Зна- 
ние» в 1968 году. (В основу 
этой брошюры положены 
три статьи автора в 
журнале «Наука и жизнь» 
№№ 1, 2, 3 за 1968 год.) 
Вначале автор  расска- 


зывает о первых космологи- 
ческих моделях Вселенной, 
которые были предложены 
еще до создания общей тсо- 
рим относительности. Затем, 
после краткой характеристи- 
ки основ специальной и об- 
щей теории относительности, 
он рассматривает новые мо- 
дели, связанные с этими тео- 
риями. Согласно модели Эйн- 
штейна Вселенная образует 
замкнутую трехмернуюсферу, 
не изменяющуюся со време- 
нем. В модели советского 
ученого А. А. Фридмана Все- 
ленная либо расширяется, 
либо сжимается. В модели 
Леметра Вселенная на не- 
котором этапе замедляет свое 
развитие, как бы застывая 
в неподвижностн, чтобы за- 
тем виовь начать стремитель- 
но расширяться. 

В. Л. Гиизбург приводит 
интереснейшие данные о ра- 
диогалактиках, которые на- 
ходятся на расстояниях по- 
рядка 5-8 миллиардов све- 
товых лет от Земли. Их из- 
лучение рассказывает нам 
о процессах, происходивших 
в тс времена, когда пе было 
еще не только Земли, но, ио- 
видимому. и Солнца. 

В 1969 году издатель- 
ство «Наука» выпустило на- 
учно-популярную книгу 
П. Бергмана «Загадка гра- 
витации». Автор книги в те- 
чение нескольких лет был 
сотрудником Эйнштейна. ‘ 


Бергман включил в свою 
книгу все основные воиросы, 
связанные с современной те- 
орней гравитации. В книге 
трн главы: 1. Ньютоновская 
физика н специальная те- 
ория относительности. 11. Об- 
щая теорня относительности. 


И. Последние достижения. _ 


Книга содержит увлекатель- 
ный рассказ об основах те- 
орин. предсказанных ею эф- 
фектах и нерешениых проб- 
лемах, над которыми физики 
работают в наши дин. 


Звезаы Шваришильда, гра- 
витационный коллапс, при- 
рода недавно открытых 3за- 
галочных небесных объектов 
«квазаров», космическое ра- 
дионзлучение, рассказыва- 
ющее нам, как выглядела Все- 
ленная миллиарды лет Тому 
назад, и многое другое, ие 
менее интересное, описано 
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ГРАВИТАЦИИ 


на страницах этой книги. 
Обо всем этом автор расска’ 
зываст, практически не поль- 
зуясь математнческим аппа- 
ратом, почти без формул, де- 
лая упор на физическую 
картину рассматриваемых им 
вонросов. ИМ все-таки эго 
очень нелегкое чтение. Кнн- 
га рассчитана на увлеченных 
физикой читателей, тех, кто 
обладает значительной фи- 
зичсской н математической 
подготовкой, и не пожалест 
временн на меторопливый 
н виимательный разбор ес 
страниц. . 
Автор стремится помочь 
читателю. Он выносит все 
основные расчеты в специ- 
альнюе математическое до- 
полнение, помещает в конце 
книги небольшой толковый 
словарь нанболее трудных 
терминов и понягий. И все 
же в отдельных частях книга 
остается сложной для пони- 
мания школьников старших 


_ классов, Правда. есть в. ней_ 


немало и таких параграфов, 
которые доступны значи гель- 
но менес подготовленным чи- 
тателям. Их особенно много 
в третьей. заключительной 
главе книги, 

В перечисленных нами 
книгах целый мир новых 
ндей и фактов, булуциих экс- 
периментов, открытых н нс- 
открытых явлений п зако- 
нов. И каждый, кто всерьез 
прикоснется к этому миру, 
безусловно получит болриюе 
удовольствие. 

В. А. Лаиковцев 
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ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 


К чилаче Голько ли 5 
4. «Авапт» № 6) 


Из равенства а--Ь = а6 найдем а: 


ь 
= т: 0 


Заметим, что 51. 

1. Пусть а — целое число. Так как числа 
фи ь — 1 взаимно просты (их разность дол- 
жна делиться на их НОД, но она равна 1), 
т —1-= или В — (= —]. 

Отсюда В, =2, а, = 2; 6. = 0, аз = 0. 

2. Если !В произвольное рациональное 
число, не равное |, то по формуле (*) опре- 


деляем а. 
2 
3. Если ав = р, то р = г 


$1 Откуда 


| р ‚РЕ 
$2 — р -+р=0, Ь = и, ав 
И _Р. + Ур {р—4) . (==) 
Зы = 2 
а) по формуле (**) для любого р >> 4 или 
р=0 находим соответствующее 6 и по фор- 
муле (“) а; 
6) надо найти, существует ли такое цс- 
лое число р, что 


2 
р@— 4) - г ее 


$ 
где —— — несократимая дробь. Решаем урав- 


нение (***) в целых числах (р, 4, 5 нт— 
целые числа}; 
97 == 5?р (р— 4), но из несократимости 
дроби следует, что $ == |. 
р — 4р — 91-20, р-=2 = 4 4, 
4-4: те, 
(т т =14:1=2.2. 


Единственное решение в цолых числах 
т == +2, 94=0, приводит к решениям (1). 
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Две сценки из жизни 


«Знающий»ю экскурсовод 

Экскурсовод: ..На пла- 
неть: действует закон Нью- 
тона, поэтому они враща- 
ются вокруг Солнца. Еще 
на них действует закон Ке- 
плера, но я не буду вам о 
нем рассказывать, так как 
он сложным, м вы ничего не 
поймете... Чтобы улететь от 
Землм, нужно иметь вто- 
рую космическую скорость. 
Как вы видите на плакате. 
она равна 11,2 км/сек, в 
прошлом году она равня- 
пась 114 км/сек... Космо- 
навтам приходится трудно. 
Когаз они пролетают черэз 
атмосферу, то она сильно 
давыт на корабль м космо- 
навты мспытывают — паре- 
грузку. но за атмосферой 
еще хуже — там начинается 
пространство невесомосты... 


В одном НИИ 

Аспирант: Я счытаю, что 
каток проседает в бнтуме 
мз-38 того, что от его дав- 
ления увеличнаается  ско- 
рость молекул, м они раз- 
бегаются из-под катка. 

Научный — руководитель: 
Над чем вы конкретно сей- 
час работаете? 

Аспирант: Вычисляю за- 
высимость скоростм моле- 
кул битума от давления на 
них катка. 

Научный — руководитель: 
Хорошо. Что вам нужно, 
чтобы закончить работу? 

Аспирант: Мне бы гид- 
равлический пресс! 

Научный руководитель: 
Пишите заявку. Думаю, до- 
станем. 


Куап. тссте.ги 


Три магических квадрата 








Магический квадрат — это квадрат, рас- ков 33, ноторые видны на рисунке. (Про- 
черченныя на клеткм, в каждую из кото. верьте!{. 
рых вписано число так, что суммы чисел по Задаиме состоит в том, чтобы заполнить 
любой строке, по любому столбцу и по клетки красного квадратика 3Х3 так, чтобы: 
обенм ‘диагоналям квадрата равны. а] красный квадратик был магическим; 
Такоя магический квадрат размером 6] весь большой квадрат 99 также был 


6х6 можно составить из зеленых квадратн- магическим. 


Ответ на кроссворд, 
помещенный в № 6. 


По горизонтали: 

5. Размах. 6. Радман. 8. Сфера. 9. Точка. 
11. Хвост. 13. Член. 14. Поле. 16. Звено. 
19. Штомх, 21, Прием. 22. Поляра. 23. Адамар. 
По вертыкали: 

1. Карно. 2. Масса. 3. Банах. 4. Гаусс. 7. Весы. 
10. Кулон. 12. Вольт. 15. Клин. 17. Виток. 
18. Опора. 19. Шмидт. 20. Идеал. 
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НЕВПИСЫВАЕМЫЕ 
МНОГОГРАННИКИ 


Е. М. Андреев 








Рис. 1. 


Рассмотрим куб, одна из вершин 
которого срезана плоскостью (рис. 1). 
Можно ли получениый миогограниик 
винсать в сферу? Зависит лн ответ 
на этот вопрос от того, какой именно 
плоскостью срезана вершина? С реше- 
нием этой, а также подобных задач 
мы и хотим познакомить читателя. 

Предположим, что нам дан вы- 
пуклый ограниченный многогранник, 
т. е. тело в пространстве, ограничен- 
ное со всех сторон плоскими миого- 
угольниками — гранями — и лежащее 
по одну сторону от плоскости каждой 
из своих граней. Требуется выяснить, 
можно ли данный многогранник впи- 
сать в сферу. 

Обозиачим весь миогогранник бук- 
вой М, запумерусм по отдельности 
его грани, ребра и вершины и будем 
обозначать {-ю грань через Г, г-е 
ребро через Р; н г-ю верзинну через В,. 
Принято говорить, что две граин смеж- 
ные, если у них имеется общее ребро, 
а две вершины соседние, если они 
суть концы одного и того же ребра. 

Чтобы решить поставленную задачу, 
надо прежде всего проверить, явля- 
ются лн все многоугольники Г; вии- 
санными. Затем для каждого ребра 
Р, рассмотрим пару граней Г, ни 
Г, граничащих по этому ребру, 
и обозначим через г, расстояние от 
точки цересечення церпендикуляров, 
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Рис. 2. 


восставленных из центров окружнос- 
тей, описанных около Г; н Г;. до од- 
ной из верлин многоутольника Г; или 
Г;; величина г», очевидно, не зависит 
от выбора вершины (рис. 2). 

Задача 1. Доказать, что мно- 
гогранник М вписанный тоеда и толь- 
ко тогда, когда ве многоугольники 
Г, вписанные, и Г=г.=..=ги, еде 
т — число ребер многогранника. 

Этот или аналогичный епособ про- 
верки внисанности А был известен 
очень давно, но вдруг В начале ХХ 
века обнаружилось, что в целом ряде 
случаев можно доказать, что М впи- 
санным не является, не производя поч- 
ти никаких вычислений. 

Первым это заметил немецкий ма- 
тематик Э. Штейниц. В 1927 году вы- 
игла в свет его статья, в которой была 
доказана следующая теорема. 

Теорема Штейница. 
Пусть все вершины многогранника М 
можно разбить на черные и белые 
так, чтобы 

1. Никакие две черные вершины 
не были соседнами. 

И. Число черных вершин было боль- 
ше, чем число белых. 

Тогда мнигогранник № нельзя впи- 
сать в сферу. 

Прежде чем перейти к доказатель- 
ству теоремы, сделаем некоторые за- 
мецания. Пусть у нас есть фиксиро- 

3 





Рис. 3 


ванная сфера и некоторый двугран- 
ный угол, ребро которого эту сферу пе- 
ресекаст. Возьмем точку пересечения 
ребра со сферой и проведем через нее 
касательную плоскость (рис. 3). Дву- 
гранный угол высекает в этой плос- 
кости линейный угол. Этот угол мы на- 
зовем линейным углом двуграниого 
угла относительно данной сферы или 
просто относительным уг 
лом дву гранного угла. 
Очевидно, что относительный угол 
не зависит от выбора одной из двух 
точек пересечения ребра со сферой. 
Если же ребро касается сферы, то 
удобно положить величину относи- 
тельного угла равной нулю. 

Рассмотрим теперь выпуклый мно- 
гогранный угол, все ребра которого 
нересекают данную сферу. Относн- 
тельные углы его двуграпных углов 
назовем относительными углами дан- 
ного многоераннаго угла. Пусть у мно- 
гограпиого угла п граней, а его вер- 
шина лежнт на сфере. Тогда сумма 
его относительных углов равна 
л (1—2). В самом деле, проведем через 
вершину многограниого угла каса- 
гельную плоскость, а затем проведем 
илоскость, ей параллелыьгую, секущую 
и сферу, н все ребра многогранного 
угла (это возможно, так как все ребра 
угла пересекают сферу). Многогран- 
ный угол высекает в этой последней 
плоскости многоугольник, углы кото- 
|. 
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Рис 


рого равны относительным углам, что 
следует из теоремы об углах с попарно 
параллельными сторонами (рис. 4). 
Аналогичное равенство для суммы уг- 
лов многоугольника хорошо известно. 

Перейдем к доказательству самой 
теоремы. Предположим, что много- 
граиник Л вписан в сферу. Обозначим 
отиосительный угол двуграниого угла 
с ребром Р, через \;. Пусть л, — 
число ребер, сходящихся в верши- 
не В,.. 

Из доказанного вышие следует, что 
сумма относительных углов при вер- 
шнне В, равна л (пл, —2). Положим 
В =л—, угол В, —внеш ний 
относительный угол, тогда 
\=л—В,. Если сумма внутренних 
относительных углов равна л (л,—2), 
то сумма внешних относительных уг- 
лов равна 2л. Итак, если в вершине 
В, сходятся ребра Р,, Р,,...., Рь то 


ВЕНЕВ, 


Выпишем аналогичные равенства для 
каждой вершины многогранника, по- 
том умножим равенства, соответству - 
ющие черным вершинам, на — | н сло- 
жим их все. Черчых вершии больше, 
следовательно, в нравой частн будет 
стоять отрицательное число. Рас- 
смотрим сумму, стоящую в левой час- 
тн. Если Г-е ребро идет из черной вер- 
шины в белую, то число В; входит 


В+: Эл. 








Рис. 5. а. Октаздр. 


в левую часть один раз со знаком «к-т» 
н один раз со знаком «—», в сумме 0; 
если — из белой в белую, то В; оба 
раза входит с «--». Ребер с двумя чер- 
ными концами не бывает, Итак, сумма 
чисел в правой части не меныше нуля 
и мы пришли к противоречию, пред 
положив, что 44 — вписанный. 

Прежде чем переходить к анализу 
полученного результата, т. е. прежде 
чем выяснять, чем замечательна и что 
означает теорема Штейница, вадо по- 
казать, что теорема содержательна, 
т. е. что существуют многогранники, 
удовлетворяющие ес условням. Возь- 
мем октаэдр (рне. 5. а) ин на каждой 
его грани, как па основании, построим 
правильную треугольную пнрамнду, 
причем высоту пирамиды возьмем та- 
кой маленькой. чтобы двугранные 
углы при основании были меньше 25’. 
Рассмотрим миогограиник М, скле- 
енный из исходного октаэдра и восьми 
виовь построенных пирамид (рис. 5, 0). 

Задача 2. Доказать, чию мно- 
епгранник М выпуклый. 

Объявим белыми те его вершины. 
которые были вершинами нсходного 
октаэдра, а черными — все остальные. 
Ясно, что условия теоремы Штейница 
выполняются. ИМтак, мы пос`роили 
пример многогранника, котозыя нель- 
зя вписать в сферу, в чем мол но убе- 
диться, не зная ни размеров, ни углов 
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Рис. 5, 6. Этот многогранинк выпуклый. 


многогранннка, но зная только его 
строенне. 


Уточним, что значит строение. Нач- 
нем с плоскости. Чтобы описать стро- 
енне выпуклого мпогоугольника, иа- 
до сказать, сколько у исго вериши, 
тогда у него столько же и сторон; 
каждая сторона смежна с двумя дру- 
сими, и в каждой верииие сходятся 
две стороны. 

Иное дело в пространстве: у до- 
декаэдра (рнс. 6, а) и у десятиуголь- 
ной призмы (рис. 6. 6) одинаковое чис- 
ло граней —12, одниаковое число рс- 
бер — 30, одинаковое число вершин— 
20. а строение совсем разное. В про- 
странстве, чтобы описать строение 
многогранника, надо сказать не толь- 
ко сколько у него ребер, граней и 
вершин, но и как грани склеены меж- 
ду собой, т.е. какие грани являются 
смежными, какие вершины являются 
соседними ин какие грани сходятся 
в каждой из вершин. Два многогран- 
ника имеют одинаковое строение, если 
уних одннаковое число вершин, ребер 
н граней и они одинаково из этих эле- 
ментов составлены. 


Назовем выпуклый многогранник 
М такой, что ни сам он, ни любой 
другой многогранник, имеющий т‹ 
же страение, вписанным не является 
абсолютно невпьсываемым. Из тео 
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Рис. 6. и. Развертка лодеказлра 


ремы Штейница следует, что любой 
многограниик, удовлетворяющий се 
условиям [и И, является не только 
невписываемым. по и абсолютно пе- 
внисываемым. Построенный выше мно- 
гогранник (рие. 5. 6) представляет со- 
бой пример абсолютно пвевписываемю- 
го мпогогравиика. Ничего подобного 
на плоскости ие бывает: Для всякого 
п-:3 найдется внисаниый  л-уголь- 
пик. Ноэтому до Шуейница все счи- 
тали, чо не существует абсолютно 
невинсываемых  миогогранииков. Су- 
ществовали даже очень правдонодоб- 
ные, по чуть-чуть, не законченные 
доказательства этого утверждения. 
Тенерь ноявилаеь новая проблема; 
найти весе абсолютно певписываемые 
мпогогранники, точнее, найти необхо- 
димые и достаточные условия того, 
чтобы многограниик был абсолютно 
невиисываемым. 

У нас есть условне Штейница — 
достаточное условие абсолютной не- 
виисываемостн. Может быть оно явля- 
ется необходимым? Нет. Это вытекает 
из следующих задач. 


Задача 3. Лусть ве вершины 
многогранника М можно разбить на 
черные и белые так, чтобы 

1. Число белых было не болыие 
числа черных. 

И. Никакие две черные верлиины не 
были бы соседними и, напротив, на- 
ились бы две соседние белые вершины. 
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Рис. 6. 6. Развертка лесятиугольной призмы. 


Доказать. что многогранник М 
нельзя внисить в сферу. 

Задача 4. Иитроить пример 
мноеперанника. удовлетворяюицесе усло- 
вию задачи 3 и не удовлетворякицего 
условиям теоремы Штейница. 

Важно отметить и другое: если 
в каждой веришне мпогогранника А 
сходится олно и то жечнело, скажем, 
К граней, то 1 ие удовлетзоряет ин 
условию теоремы Штейница, ии усло- 
вню задачи 3. Предноложим против- 
ное, п нусть др — число веех ребер 
мпогограниика. р — число его черных 
вершин и $ — белых, р-=4, а в теоре- 
ме НИейница это неравенство строгос. 
Тогда 2и-= (р 9), у каждого ребра 
два конца, в каждой вериише сходятся 
К ребер. Кроме того, на каждом ребре 
лежит белая вершина, т. ©. и-зА9д. 
ни в случае задачи 3 это неравенство 
строгое. С другой стороны, р-' 9:=24, 
и в условнях теоремы Штейница это 
неравенство строгое. Итак, получаем 
неравенства 


Кэт. 


Если М удовлетворяет условию 
теоремы Штейница нли условию зада- 
чи 3, то одно из этих иеравенств будет 
строгим, что невозможно. 

Остановимся телерь на  много- 
гранниках, в каждой вершине которых 
сходятся три грани: эти многогран- 
ники в некотором смысле самые ти- 





Рис, 7. а. Вершина угла лежит вне сферы, 
х- Воф<л 


ничные, но мы о них ничего не зна- 
ем с точки зрения их вписываемоети. 

Рассмотрим три попарно пересе- 
кающиеся плоскости; онн либо обра- 
зуют трехгранный угол, либо липии 
их пересечения параллельны: в этом 
случае скажем, что они образуют 
бесконечный трехгранный угол. Фик- 
сируем некоторую сферу. Пусть все 
ребра трехгранного угла се пересс- 
кают, а вершина этой сфере не при- 
надлежит, а может быть, вершины 
н вовсе нст. Оказывается, что если 
веринна угла лежит виутри шара, но 
не на сфере, то сумма относительных 
углов больше л, а если лежит вне 
шара илн угол бесконечный, то меньше 
л. Действительно, рассмотрим окруж- 
ности, высскаемые гранямн трехгран- 
ного угла на сфере, — углы между 
этими окружностямн и есть относи- 
тельные углы трехгранного угла. 
Возьмем точку на сфере, не принал- 
лежащую ни одной из этих окруж- 
ностей, и стереографически спроекти- 
руем окружности из этой точки на 
плоскость. Возможны три случая 
(рис. 7, а, 6, в): в первом — вершина 
лежит вне сферы, во втором — на сфе- 
ре, в третьем — внутри сферы. Углы 
сохраняются при стереографической 
проекции, значит, углы <, В. у равны 
исходным отнссительным углам. В 
первом случае & — В-- у меньше сум- 
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Рис. 7. 6. Вершина угла лежиг на сфере. 
сч Вт 


мы углов ААВС, а в третьем— боль- 
ше. Утверждение доказано. 

Пусть все вершины многогранни- 
ка 1 можно разделить па черные и бе- 
лые так, чтобы две веримны одного 
цвета пе были соседними. 

Задача 5. Пусть во всех верши- 
нах многигранника М сходится оди- 
наковог число граней и все верищны 
разбиты на черные и белые так, 
чтобы никакие ве вершины одного 
цвета соседними не оказались. Дока- 
зать, что число черных вершин равно 
числу белых. 





Рис. 7, в: Веримна угла аежит внутри сферы. 
©-- В з>л 
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Задача 6. Доказать, что 
вершины многогранника можно раз- 
бить на черные и белые так, чтобы 
никакие 0ве вершины одного цвета 
не были соседними тоеда и только 
тогда, коеда у каждой грани много- 
гранника четное число сторон. 

Указанне. Для доказательства 
достаточно взять любую вершину 
‘и объявить ее белой, соседние с ней — 
черными и т. д. Нужно доказать, что 
при этом не возникает противоречий, 
т. е. что во всякой замкнутой лома- 
ной, составленной из ребер много- 
гранника, четпое число звеньев. 

Вернемся к многограннику М с 
раскрашенными вершинами. Так как 
у М в каждой вершине сходятся три 
грани, То число белых вершин равио 
числу черных вершин. Выделим у не- 
го некоторые из черных вершин (од- 
ну, две или все) и отрежем их с по- 
мощью плоскостей. Каждую вершииу 
отрежем одной плоскостью, пересека- 
кицей лишь те ребра, которые из 
этой вершины исходят, и не содер- 
жащей никаких вершин М. Нолучив- 
нийся многогранник обозначим Л“. 
Он отличается от М тем, что у него 
вместо некоторых черных вершин — 
треугольные гранн. Докажем, что 
многограиник Л” абсолютно невнисы- 
ваемый. 

Предположим, что многогранник 
М” или другой многогранник, име- 
ющий то же строение, вписан в сферу. 
Выделим три грани, которые соответ- 
ствуют трем граням мпогогранника 
М. сходящимся в одной обрезанной 
вершине. Эти три грани попарно смеж- 
ные, вершина обрезанного трехгранно- 
го угла лежит заведомо вне сферы, так 
как многогранник вписанный, поэтому 
сумма относительных углов при них 
меньше л. Припишем каждому ребру 
многогранника /М относительный угол 
при соответствующем ребре много- 
гранника М‘. Тогда сумма этих при- 
писанных углов при всех белых и при 
всех не выделенных черных вершинах 
равна л, а прн выделенных черных вер- 
нигнах строго меньше л. Как и при 
доказательстве теоремы Штейнина, вы- 


инлем эти равенства и неравенства, 
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суммы, соответствующие белым вер- 
шинам, умножим на —] и сложим их. 
В результате должно получиться стро- 
гое неравенство. Однако в левой части 
мы получим нуль, ибо каждый из прн- 
писанных углов один раз входит 
в сумму при белой вершине, а один 
раз — при черной. В правой же части 
мы тоже получим пуль, так как 
число белых вершин равно числу чер- 
ных. Полученное противоречие (0—0) 
н доказывает наше утверждение. 

Точно такое же рассуждение мож- 
но провести, еслн отмеченные верши- 
ны срезать не одной, а ‘несколькими 
плоскостямн, лишь бы сходящиеся 
в них гранн оставались попарно смеж- 
ными н не сходились в одной вершине. 

Этим способом можно получать 
и другие достаточные условия. Сей- 
час стали известны и некоторые не- 
обходимые условия того, чтобы мно- 
гогранник был абсолютно невписыва- 
емым, но в целом проблема до сих пор 
не решена. 

Метод относительных углов позво- 
ляет ренать и другие интересные 
задачи. 

Задача 7. Листь в каждой вер- 
шине многоеранника М сходятся три 
грани, а укаждой его герани четное чис- 
ло сторон. Доказать, что если все, 
кроме одной, вершины многогранника 
М лежат на сфере, то многогранник 
М вписанный. 

У казание. Воспользоваться 
задачей 6. Не пропускать такой не- 
приятной возможности: ребра, исхо- 
дящие из вершины, не лежащей на 
сфере, касаются сферы. 

Аналогичная, но более сложная. 

Задача 8. Пусть все вершины 
многогранника М разбиты на черные 
и белые. как это опикано в задаче 5, 
и число черных вершин равно числу 
белых. Доказать, что если все, кроме 
одной, вершины многоеранника М ле- 
жат на сфере, то многогранник М 
вписанный. 

Таким образом, если вершины мож- 
но разбить на черные и белые, как 
это описано в задаче 5, то либо мно- 
гогранник абсолютно невписываемый, 
либо удовлетворяет задаче 8, т. е. 





Рис. 8. Этот многогранник пельзя описать 
около сферы 


из того, что на сфере лежат все его 
вершины, кроме одной, следует, что 
он вписанный. 

Простейшим примером абсолютно 
невписываемого многогранника явля- 
ется куб с одной срезанной вершиной 
(см. рис. 1). 

В заключение остается сознаться, 
что Штейнии доказал отнюдь не ту 
теорему, которая пазывается его нме- 
нем, но двойственное к ней утвержде- 
ние, которое мы сформулируем в виде 
задачи. 

Задача 9. Нусть все грани мно- 
гогранника М можно разбить на чер- 
ные и белые так, чтобы 

Г. Число черных граней было боль- 
ше, чем число белых. 

]|. Никакие две черные грани смеж- 
ными не являются. 

Доказать. что многоеранник М 
нельяя описать вокруе сферы. 

На рисунке 8 изображен один из 
самых простых примеров абсолютно 
неонисываемого многогранника — куб, 
у которого срезаны все вершины. 
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БЕСКОНЕЧНОЕ 

ПРОИЗВЕДЕНИЕ 
Известно. что х-ОЬ Ио 
пробуйте выяснить, чему рав- 
но бесконечное произведение 


(хи... мх 
ЖИ х® 10 | . 

99°) (12 х100 + 
——х200 +. х90п} | 


ОТКУДА ВЗЯЛИСЬ 
РАВЕНСТВА? 

Попробуйте выяснить, на 
чем основаны числовые ра- 
венсгва: 

41° 4- 253 414-25 

413.-- 163-41-16, 

13% -- 373  73--37 

813 -- 18° 81 - 18 

813 -+- 633 81. 63 - 

Не сможете ли вы сами 
составить такос равенство с 
аругими числами? 


ЕЩЕ РАЗ ОБ АЛЕНУШКЕ 
И ЕЕ БРАТЦЕ ИВАНУШКЕ 

Братец Иванушка и сес- 
трица Аленушка жнвут на 
нолуосгрове (см. рис.). Ива- 
нушка живет в домите А, 
Аленушка. -в домике 8. 
Нванушка собрался в гости 
к Аленушке и взял с собой 
два зедра. чтобы зачерпнуть 
одним киселя из кисельной 
рекн. дру1им — молока из 
молочной. Какой маршрут 
должен выбрать Нванушка. 
чтобы кратчайшим путем по- 
пасть к Аленушке? 
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Бесконечные 
епные 


дроби 


Н. м. Бескин 





1. Введение 


1. Постановка вопроса. 
В предыдущей статье («Квант», № 1) 
была намечена проблема представле- 
ння любого действительного чнсла 
цепной дробью. Однако она не была 
разрешена. Отправляясь в дальней- 
ший путь, отдадим себе отчет 
в том, что сделано и что осталось 
сделать. 

Проблема состоит из двух частей. 

Первая часть. Указать спо- 
соб, которым каждому действительно- 
му числу © ставится в соответствие 
цепная дробь. Такой способ был ука- 
зан в виде процесса, в котором чередо- 
вались два шага (см. «Квант» № 1, 
стр. 21). 

Если число © рациональное, то 
процесс обрывается и получается ко- 
нечная цепная дробь. Если же & — 
иррациональное, то процесс оказы- 
вается бесконечным н порождает бес- 
конечный символ 

ое [ав; ат, а.,...] (1.0) 

В нервой статье уже были такие 
примеры. Приведем еще некото- 
рые геометрические задачи такого 
типа. 

Пример 1. В равнобедрениом 
треугольнике с углом при вершинс 
108” выразить (в виде ценной дроби) 
отношение основания к боковой сто- 
роне. 

В треугольнике АВС (рис. 1} уг- 
лы 108`, 36', 36°. Откладываем ВВ, =6 
(ясно, что 6 уложится в а один раз, 
потому что а<26). 


Имеем 
а ВС ВВ ВС 
рп ВВ ВВ 
а ЧТ ! 
Е 
кВ АС 
т „ВС ьВ.С 


Но треугольник В,АС подобен 
исходному треугольнику АВС (под- 
считайте углы). В первой формуле мы 


а 
определялн отношение т основания 


к боковой стороне. Во второй — 
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°мы онять стонм перед той же задачей: 


х, есть отношение основания к боковой 
стороне в треугольникес теми же угла- 
ми. Если после первого шага мы 
возвращаемся в исходное положение, 
то процесс не будет иметь конца. 
Можно написать 


а 
НИ, 1,.. 1. (1.2) 


Легко доказать, что 


Ь * 
= == 10; 1,1,..1*). — (1.3) 


Пример 2. Выразить отноше- 
ние стороны правильного десятиуголь- 


ника, вписаниого в окружность, к ра- 
диусу. 


”) См. задачу 4 в конце статьи. 
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На рисунке 2 О — центр окруж- 
носги, АВ=а. АЁ — биссектриса 
угла А. Ясно, чо АВ=А[. =ОЁ: 

о АЕ 
8" (Я: 


Но треугольник [ОА имеет те же ` 


углы, что и треугольник на рисунке 1. 
Значит, 
= [0 М Ь (1.4) 
Пример 3. ВИН отноше- 
ние днагонали квадрата к стороне. 
Этот пример сложнее примера 1. 
Там мы после одного шага пронесса 
возвращаемея к исходному положе- 
нию. -. а здесь — после двух шагов 
(рис. 3). 
Исходная позиция: надо откла- 
дывать сторону но днагонали. Она 


отложится один раз ты 3). Имеем 
© а т 
+ Св СВ д! 
_ СВ АВ 
А: ВА - АВ, ` 


Строим В,В.-4АС. Тогда ВВ,= В.В, 
(докажите сами). Треугольник АВВ, 
дополним до квадрата (только для 
наглядиости, для доказательства это 
не нужно). Теперь откладываем АВ, 
по ВА. Отложим один раз — получим 
ВВ,. Остается В,А. Надо продол- 
жать откладывать АВ, о ВА. мо 
это и есть исходная позиция: откла- 
дывать сторону квадрата по днагона- 
ли. Значит, В бесконечех, о 


[14-256 
12 
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4 
Е Вий | (1.5) 


5 101,2. 2... (1.6) 


Но мы, кажется, увлеклись интс- 
реснымн примерамн. Вернемся к по- 
становке проблемы. 

Вторая часть. Указать 
способ, которым каждой цепной дроби 
ставится в соответствие действитель- 
ное число &. Если эта цепная дробь 
получена разложением числа ©, то 
нскомый способ должен приводить 
к этому самому числу “ 

Вторая часть проблемы пока реше- 
на только для конечных цепных дро- 
бей. Конечную цепную дробь можно 
«свернуть», т. е. представить ее в в1:- 
де обыкновенной («двухэтажной») дро- 
би. С бесконечной цепной дробью это- 
го сделать нельзя. Бесконечная цеп- 
ная дробь (1,1) пока только символ. 
Ее можно рассматривать как узор или 
украшение, но она не имеет смысла. 
Поэтому в формулах (1.1)—(1.6) мы 
пишем знак соответствня. а не знак 
равенства. Нанример, формула (1.6) 


[2 
выражает, что если к огношению — 


применить процесс разложения в цеп- 
ную дробь, то получится [0: 1, 2, 2.... |. 
Но нельзя утверждать, что левзя часть 
равна правой, потому что правая 
„ока не есть число. 

Прнинсать смысл символу 

В Ь Ян-ыы| 

это и есть цель настоящей статьи. 

Но к этой цели ведет длинный путь. 

2. Принцин вложенных 
отрезков. Предполагается, что 
читатель в какой-нибудь форме зна- 
ком с теорией действительных чисел, 
т. е. знает, как вводятся иррациональ- 
ные числа и что такое бесконечная 
десятичная дробь. 

Напомним важный для дальней- 
шего принцип вложенных отрезков *). 





*) Из дальнейшего краткого изложения 
вряд ли хюжио глубоко усвоить этот тонкий 
принции. Мы предполагаем, что чигагель 
был знаком с инм раньше. Если же иет, со- 
ветуем прочесть, например: Н. Я. Вилен- 
киннС И. Шварибурд, Математи- 


а 


Если на прямой дана бесконечная 
последовательность отрезков [а1, 6:1, 
[а.6.|,..., [а,, 6. |, .... обладающая 
двумя свойствами: 

1) каждый следующий отрезок вло- 
жен в предыдущий, 

а Ян \<36и+ би; 


2) длины отрезков стремятся к ну- 
лю при п — сю, 
то существует точка х и притом един- 
ственная, которая принадлежит всем 
этим отрезкам. 


Пояснение 1. Отрезок 
[а, 6] содержит все точки прямой, 
лежащие между а и 6, а также точки 
аиф. Интервал (а, 6) содержит 
только точки между а и Ь, но не со- 
держит концов. Значит, отрезок (а, 6] 
содержит две лишнне точки по срав- 
нению с интервалом (а, 6). 

Пояснение 2. Второе свойст- 
. во означает: если фиксировать любое 
число г строго большее нуля, то в дан- 
ной последовательности найдется от- 
резок меньшей длины, т. е. найдется 
такой номер `п, что будет а„б„<е 
{символ а„б, выражает длину отрезка 
[а,, 6,1). Разумеется, все отрезки 
с номерами, большими чем п, тоже бу- 
дут меньше 2. 

Принцип вложенных отрезков вы- 
ражает непрерывность прямой. Где 
бы ни стягивались этн отрезки, на 
прямой всюду -окажется точка. Если 
из прямой удалить хоть одну точку, 
то для оставшегося множества точек 
этот принцип уже неверен. Удалим, 
например, на числовой осн точку О 
и рассмотрим множество отрезков 


1, [--5-, =], [-3, =], 


ее О 


ческий анализ (учебное пособие для 1Х—Х 
классов средних школ с математической спе- 
циализацией), М., «Просвещение», 1969, гл. 1, 
стр. 31. 


*) Это не будут отрезки прямой: у них 
У всех прокол внутри. Этс— отрезки рассмат- 
риваемого множества из двух лучей. Отрезок 
{—1, 1] содержит концы —1и [и все проме- 
жуточные точки данного множества. 
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Не существует точки, принадлежащей 
им всем: они стягиваются к пустому 
месту. 

Точки числовой оси для краткости 
формулировок принято отождествлять 
с соответствующими числами: говорят 
«точка х» и «число х», не делая раз- 
ЛИЧиИЯ. 

Действительные числа заполняют 
всю числовую ось сплошь, т. е. су- 
ществует взанмно однозначное соот- 
ветствие между действительными чис- 
ламн и точками числовой осн. Поэ- 
тому принцип вложенных отрезков 
справедлив и для множества действи- 
тельных чисел. Для множества раци- 
ональных чисел он неверен. 


||. Свойства подходящих дробей 

Для решения проблемы, постав- 
ленной в первой части, нам необхо- 
димо изучить более подробно свойства 
подходящих дробей. 

3. Закон образования 
подходящих дробей. Об- 
рывая цепную дробь после каждого 


неполного частного, мы получим 
последовательность рациональных 
чисел 
Ро ас 
С = = — 
о 90 |’ 
Р: 1 
= -Ь =- [ао; а а + — -- 
1 91 [до а! ] о а, 
ВОЛЕ ет 
а, 


Примечание. Это в равной 
степени относится к конечным и к бес- 
конечным цепным дробям. Хотя смысл 
бесконечной цепной дроби нам пока 
неизвестен, смысл чисел @., @у.... 
вполне ясен. 

Договоримся отныне под нулевой 
и первой подходящими дробямн под- 
разумевать только те формы, которые 
записаны в правых частях последних 
формул. Это значит, что мы опреде- 
ленным образом фиксируем числители 
н знаменатели этих дробей, отдельно 
взятые; 

Ро = ао, ри = @1а%-- 1, } (3.1) 
Ч =1, д = @. } 


Например, для цепной дроби 
12; 3, 1, 6] а, можно записать 
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разными способами: 
м, ЗИ 
Е, 


но подходящей дробью считается толь- 
7 


В. 
3’ 6 
зывать подходящей дробью. 
Чтобы от Р- 

91 


ко а мы впредь не будем на- 


ъ Рз 
перенти к — 
р Ча ? 


1 
следует заменить а, на ат. 


После несложных преобразований по- 
лучим 


р: аз (аа, + И) -- Яо_ 


42 — аа, + 1 ° 
Если внимательно всматриваться В 
эту формулу, то проступает такое ее 
строение: 
р _ раз Е Ро 
92 — Ча 90° 
Введем опять соглашение: считать 


второй подходящей дробью только 
эту форму, т.е. считать отдельно 


Ра = Ра» + Ро, 
92 == 91@з + 4о- 
Теперь докажем рекуррентные фор- 
мулы *) 
Рп == Ря-1@л - Рп-2, | (3.2) 
Чл = Чл-1@л - Чн-з, 
которые надо понимать так: если опре- 


делить ро, 9, Ру и 9: по формулам 
(3.1), а затем вычислять по формулам 
(3.2) (р», 92), (р., 93)... то каждый 
раз мы будем получать пару чисел, 
которую можно принять за числитель 


|1 знаменатель л-й подходящей 
дроби, т. е. 

_Рв _ 

Чл #13 


а затем мы заключим соглашение прн- 
нимать за числитель и знаменатель 
именно эту пару. 


*) Рекуррентная формула — фор- 
мула, выражающая любой элемент после- 
довательности через один или несколько пре- 
дыдущих. Так, формула для л-го члена гео- 
метрической прогрессин и„=ил-9 рекур- 
рентная, ан„=и,9”"`! — нет. По рекуррентной 
формуле. нельзя сразу вычислить из. а надо 


последовательно вычислять цо, Из, ..., Чл-. 
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Доказательство проведем по ин- 
дукции. Предположим, что числители 
и знаменатели всех подходящих дро- 
бей при л=2, 3, ..., Ё получаются 
по формулам (3.2) 

Рь =- Рк-1@к + Ррь-о, 
дк — 9ь-1@в -Р 9к_2- 
Чтобы перейти к следующей подхо- 


дящей дроби, надо заменить а, на 
1 





а, + 








Яр +1 
1 
Ри -1 ( ии -- РА-2 
ыы Риз А+ ВА 
ыы Чи +1 | 





Ча- (с + 


_ Физ @ь -Е РА-2) ака Е Ра: _ 
(Чь-1 ак + 9-2) ака - 9-1 — 


_ Рь@к+: + Ра 
— Чьбкча - 9к- ^ 
Теперь условимся понимать рии 
и 94+. так: 
Ричи =: Рк ава -| | (*) 
Чь+1 = дк @л+ь Е 9и-1. 

Формулы (*) суть формулы (3.2) 
при п=А-+1. Формулы (3.2) верны 
при п=2. Тем самым они доказаны для 
любого п-—2. 

Следствие. Все буквы, вхо- 
дящие в формулы (3.2) (кроме, может 
быть, @&=ро), натуральные числа. От- 
сюда ясно, что знаменатели последо- 
вательных подходящих дробей, на- 
чиная с п=2, возрастают: 

до < 41 < 9: < 4з< ...*). (3.3) 

Формулы (3.2) освобождают нас от 
утомительного процесса свертывания 
прн вычислении подходящих дробей. 
Покажем более простой способ. 

Будем записывать значения а 
в первой строке; р, — во второй, 
9 — в третьей: 


+1 ] т 9ь-2 





*) См. задачу 5 в конце статьи. 


Сначала заполняется вся первая стро- 
ка и первые два столбца. Дальнейшее 
заполнение таблицы ведется по сле- 
дующей схеме: 





Ря-1 
Ч п-1 
2) к полученному столбцу приба- 
вить предыдущий. 
Эту же схему рекомендуется прн- 
менять, если требуется вычислить 
значение всей цепной дроби: послед- 


ний столбец, Н 
$ 


1) столбец | | умножить на ал, 


доставляет 


ответ. 

Поупражняйтесь самн в заполне- 
нии таблицы для цепной дроби [0; 3, 
14, 1, 2, 5] 





4. Разность 
подходящих дробей. Шаг 
от п-й подходящей дроби к следующей 
представляет приращение п-й 
дроби н обозначается А;: . 


соседних 


А. —Раже  Рл _ Рач1 Чи Ра 9а4: _ 
"9 98 — Чт Чл +1 =: 
ие. (=) 

9п Чт +1 


где О. обозначает числитель 

Ол = Ряза9л — Ра дача. (==) 
Понизим индексы у риа И 9 
согласно формулам (3.2): 

р, = (р та + Ри- 1) 9» — Ра (9 Ят1 
+ 91-1} = — 9л-1—Рь-19»)- 
Выражение в скобках того же типа, 
что и (++), но все индексы на единицу 


Кум. пес. 


меньше. Значит, оно представляет 
О, 5%: 
В: ТЕ 0, -1- 


Это рекуррентное соотношение позво- 
ляет понизить индекс до нуля: 
О; _ — Инь == Вы =— —Р,-3 =... 


пе 


Для полного успеха остается непосред- 
ственно вычислить О: 


о = р1до — Род = 
= (аа, + 1)- 1 — ава, -= 1. 
Следовательно, 
Ол = Ря+19н — Ради == И; (4. О 


н По формуле (+) 
__ 1” 
А ЕЕ 4) 


9.4 ш д». Чнди +1 


5. Сравнение подходя- 
щих дробей по величине. 

Свойство 1. Каждая подхо- 
дящая дробь с нечетчым номером боль- 
ше соседних дробей (предыдущей и по- 
следующей). Каждая подходящая дробь 
с четным номером меныше соседних 
дробей. 

Применяя эту формулировку к ну- 
левой и последней подходящим дро- 
бям, надо учесть, что у каждой из них 
только одна соседняя дробь. 

Справедливость этого свойства сра- 
зу видна из формулы (4.2). 

Свойство | означает, что последо- 
вательные подходящие дробн пооче- 
редно то больще, то меньше. 

Свойство 2. Разности между 
соседними подходящими дробями по 
абсолютной величине убывают (име- 
ется в виду: при возрастании номера). 

Сравним: 


1 
А 
| с] Чи Чич: * 


1 
Аи А Чи+и 9+2 ° 


Имеем 4„.2>4,. Значит, у второй 
дроби знаменатель больше, а она сама 


меньше: 
1Ал+и| < [Ан]. 


6. Несократимость под- 
ходящих дробей. Все подхо- 
Эящие дроби несократимы. 





#5 


Напомним, что числители и знаме- 
нателн подходящих дробей образуют- 
ся по формулам {3.1}. Допустим, что 

Ш 


р 
дробь —- 
р 9 


и 


сократима, т. е. ее 


числитель и знаменатель имеют об- 
щий множитель А, отличный от едн- 
НИЦЫ: 


Р» Ра . 4. 24 . 
Тогда формула {4.1) дает 
1 (Рл-ь 9 - РВ» Ча+) Ге ИА. 
Мы пришли к абсурдному равенству: 
левая часть делится на 2, а правая нет. 


я 


Значит, дробь в 


Ро 


несократима. 


11. Введение бесконечных  дробей 


7. Смысл бесконечной 
ценной дроби. Прииции вло- 
женных отрезков послужит нам клю- 
чом, который откроет смысл бесконеч- 
ной цепной дроби. Напомним анало- 
гичную ситуацию: как истолковать 
бесконечную десятичную дробь? 
Бесконечную десятичную дробь можно 
рассматривать как сокращенную за- 
пнсь последовательности вложенных 
отрезков: последовательные округле- 
ния © недостатком дают левые коицы 
этих отрезков, а с избытком — пра- 
вые. Каков смысл утверждения, что 
$ 2 выражается бесконечной деся- 
тичной дробью 


У 1,4142...? 
Это значит, что 


[= И? = 2, 
14 3989 = 15, 
1,41 [2х 1,42, 


Существует единственное число, ко- 
торое удовлетворяет сразу всем этим 
неравенствам. Это и есть [2. 

Имея символ бесконечной цепной 
дроби 

Юта, аь....|, (=) 

можно образовать бесконечную по- 
следовательность конечных ценных 
дробей 
16 
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Рис. 4. 


Я, [@о; @1 |, (Во; @1, @5]..... 


бе =) 
которые можно записать в внде под- 
ходящих дробей 

о: р" г 
Зо" Я“ Ч” РЕ и (+=) 


. [@; а, ао, ›. 


Эти подходящие дроби определяют пос- 
ледовательность. вложенных отрезков 


ео] [62] [26 №] 
90’ 919’ ИГ 432’ 


Ра | 
94а’ 94-7’ 


Каждый следующий отрезок вложен 
в предыдущий (рис. 4)*) и длины их 
стремятся к нулю (см. формулу (4.2)). 
Следовательно, существует  единст- 
венное число х, принадлежащее всем 
этим отрезкам. Оно и принимается за 
значение бесконечной цепной дроби**). 

Это определение можно высказать 
и по-другому. Вот два варианта. 

1} Значение бесконечной цепной дро- 
би заключено между любыми двумя 
соседними подходящими дробями. 

2) Значение бесконечной цепной 
дроби болыне каждой подходящей дро- 


*) Пометки 0, 1, 2, . на рнсунке 14 о3- 
начают номер подходящих дробей. 
**) Это оправдывает термин «подходящая 


дробь», она «подходит» все ближе и ближе 
К точке <. 





Рис. 5. 


би с четным номером и меныше каждой 
подходяцей дроби с нечетным номером 
(все это хорошо видно на рисунке 5). 

Важно понять, что любая из этих 
формулировок определяет единствен- 
ное число. 

Легко показать (сделайте это}, что 
если иррациональное число & разла- 
гать в цепную дробь, то последователь- 
ные подходящие дроби поочередно то 
меньше, то больше. Отсюда следует, 
что это число с и есть то значение, ко- 
торое теперь принисано бесконечной 
цепной дроби (единственность точки, 
принадлежащей всем отрезкам!). От- 
ныне разрешается писать 

Вс [Ча кы р 

Теперь ясно, что каждую подхо- 
дящую дробь можно считать прибли- 
женным значением цепной дроби. Чем 
больше номер, тем приближение 
точнее. 

Почти то же самое говорилось об 
аппроксимании конечной цепной дро- 
би подходящими дробями. Разница 
только в том, что в случае бесконечной 
ценной дроби не существует последней 
подходящей дроби, и значит, ни 
одна подходящая дробь не дает точно- 
го значения цепной дроби. 

Для бесконечных цепных дробей 
сохраняется признак равенства 
(«Квант», № 1, стр. 22). Сформули- 
руем его так: 

1) Две бесконечные цепные дроби 
| т И 
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Ь,, ..., бн,... | равны между собой в том 
и только в том случае, если у них сов- 
падают  соответственные элементы, 
т. е. аа=б, при н-=0, 1, 2, 

2) Бесконечная цепная дробь не 
может быть равна конечной. 

8 Аппрокенмация пол- 
ходящимин дробями. Помнит 
ли читатель, радн чего мы пустились 
в это длинное плавание? Мы ищем вы- 
годный способ аппроксимации дей- 
ствительных чисел (в том числе и ра- 
циональных) рациональными. 

Что такое! Не опечатка лн это? 
Разве можно аппроксимировать ра- 
циональные числа раннональными? 

Можно. Например, 


6187 __ 5 
7425 6 ` 


В этом примере мы громоздкое раци: 
ональное число заменяем более прос- 
тым. 

Когда мы ознакомились с ценными 
дробями, естественно возникает такой 
проект: разложить число & в цепную 
дробь и считать последовательные под- 
ходящие дроби за приближенные зна- 
чения этого числа. Другими словами, 
усекать цепную дробь, отбрасывая 
все элементы, начиная с некоторого, 
н принимать оставшуюся усеченную 
дробь за приближенное значение пол- 
ной цепной дроби. Именно так мы по- 
ступаем, усекая десятичную дробь 
и оставляя лишь желательное число 
цифр после запятой. , 

Для того чтобы принять или за- 
браковать этот проект, надо выяснить, 
какую погрешность мы допускаем, 
заменяя число © подходящей дробью, 
т. е. полагая 

о. 2 Ри, 
п 

Во всех дальнейших рассуждениях 

предполагается. что дробь г не нуле- 

Й 

вая и не последняя. Для п —=0 использо- 
вание цепных дробей не дает ничего 
нового по сравнению с нспользованием 
десятичных дробей, а случай п=5 
неинтересен, так как мы получаем 
@ == и погрешность равна нулю. 
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Вспомним, что о заключается 


Вы. и Ризу 


между - 
м Ча Чи + 


Слеловательно, 








В 
Фин Фи +1 $» 
или, согласно формуле (4.2), 
 —- Ри чей Е . 
Ян Яифи +1 





Эта оценка не очень удобна, нотому 
что, когда мы используем для аппрок- 
симации какую-нибудь подходящую 
дробь, то знаменатель следующей дро- 
бн можег быть неизвестен. Поэтому 
заметим, что 9, б.:, И Мы 
лишь уснлим предыдущее неравен- 
ство, заменив 9.:, На 4: 


4н 

Это неравенство показывает, что 
подходящие дроби дают очень выгод- 
ную аиппрокснмацию. 

9. Природа 
раженных цепными дро- 
бями. Всякая конечная цепиая 
дробь выражает рациональное число, 
и обратно, всякое рациональное чис- 
ло изображается конечной ценной 
дробью. 

Отсюда следует, что всякая беско- 
нечная дробь выражает иррациональ- 
ное число. 

Верно ли обратное? Ясно, что нр- 
рацнональное число не может изобра- 
жаться конечной непной дробью, но 
может быть ›го нельзя изобразить ни- 
какой цепной дробью? Или можно изо- 
бразить, но не единственным образом? 

К счастью, эти страхи напрасны. 
Всякое иррациональное число выра- 
жается бесконечной цепной дробью 
и притом единственным образом. Для 
доказательства следует показать, что 
в процессе разложения иррациональ- 
ного числа в цепную дробь каждый 
элемент определяется единственным 
образом. 

Пусть, например, требуется раз- 
ложить число л в цепную дробь. Пер- 
вый элемент а, есть наиболыше целое 
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а (8.1) 





п 


чисел, вы- 


куагй. те сгтвго 


чнсло, содержащееся В п. Значит, 


Отсюда Хх, - Ш = 7,07. Следую- 


инй элемент а, есть наибольшее 
целое число, содержащееся в ху, Т. е. 
Титд., НТ. д. 

Из множества всех бесконечных 
цепных дробей целесообразно — вы- 
делить подмножество периодических 
дробей. Оказывается, этн дроби соот- 
ветствуют квадратичным 
иррациональностям. Квад- 
ратичной нррациональностью называ- 


ется число вида г-бур’ М, гдеги 5— 
рацнональные числа, а № — нату- 
ральное число, но не полный квадрат. 
Иначе говоря, квадратичные нрраци- 
ональности — это  иррацинональные 
числа, которые получаются при ре- 
шении квадратных уравненнй с це- 
лыми коэффициентами. 

Всякая периодическая цепная дробь 
выражает квадратичную иррациональ- 
ность, и обратно, всякая квадратич- 
ная иррациональность изображается 
периодической цепной дробью. 

Примеры, иллюстрирующие это по- 
ложение, встречались в первой статье. 
В процессе их решения попытайтесь 
сами доказать, что так должно полу- 
читься всегда. 

10. Нанлучшие прибли - 
жения. Подходящие дроби очень 
выгодиы для аппроксимации дейст- 
вительных чисел. Поскольку слово 
«выгодность» не имеет в математике 
определенного смысла, то, употребляя 
его, надо каждый раз объяснять, что 
мы под ним разумеем. 

В предыдущей статье была прн- 
ведена одна теорема, характеризую- 
щая выгодность подходящих дробей *). 
Теперь мы располагаем нужными сред- 
ствами для се доказательства. 

Число © принадлежит отрезку А» 
между двумя подходящими дробями 


"инь (рис. 6). Длина этого от- 
Ян 9+1 


*) «Квант», № 1, стр. 23. 


А № 
< „= — „7 


А Ро Ря+1 в 
: Чп Чрьт 


Рис. 6. 


1 
Яе9н+ь ° 
« может быть внутренней точкой это- 
го отрезка или может совиадать с 
и 
2+1 (если © рационально и Ри 
Эн+1 9+1 
есть последняя подходящая дробь). 
Таким образом, 
Ри [Ад. (10.1) 


Зн 


резка есть |^А,|= Точка 





Пусть и — какая-нибудь дробь, 


знаменатель которой меньше 4, и 
тем самым меньше дз: 


= 9. < Яазь. (10.2) 
Так как подходящие дроби несократи- 


мы, то из неравенств {10.2} следует, 
что 


Ро аВн. 


р Вр Ри+ь 


9 Чи ' 9 ” Чичь° 
Ясно, что 


р Ри. Р9а Ру. .. } 
9 9 в 9@н —  Чдн 
р Рич [р4ия, — Ри +14]. ] т 
9 Чи +1 Я9и +1 — Ч9и+ь" 





Этн перавенства еше усилятся, если 
заменить 4 большей величиной 
нли 9: 


Физ 


р Рн —. 1 А } 
| 4 Чт |> Чь +19 м 


Куаптсесте.то 


1 
Чиа ча 





р Р 
и — №. 


9+1 





Смысл последних двух неравенств 


р 
таков: дробь г удалена от каж- 


дого из концов отрезка [ее Риз 
Ян Я +1 
на расстояние большее, чем длина 


этого отрезка |^А,„|. Откладывая от 
оне ИРИ 

Чл Чт+ь 
резок |А,„| (рис. 6), получим запрет- 
ную зону АВ, в которой не может 


} 
находиться дробь = (точки Аи В 


влево и вправо от- 


тоже запретны). Теперь ясно, что -Р 
Г] 


есть худшее приближение для числа 





а, чем р В самом деле, 
м 
© — Рн = |[А1|, 
@: 
РР, 
© — ° > [1А„|. 








Заметим, что обратная теорема 
неверна, т. е. встречаются дроби, ко- 
торые не служат подходящими и тем 
не менее дают лучшее приближение 
для числа ©, чем любая дробь с мень- 
шим знаменателем. Например, из 
таблицы на стр. 18 («Квант», № 1) 
видно, что этим свойством обладают 


. 19 
приближения числа л дробями т 
16 13 


5" 
теорема не означает, что подходящие 
дроби лучше всех других для 
аппроксимации действительных чисел. 
Но вот две гораздо более сильные 
теоремы, которые мы приведем без 
доказательства. 

Для подходящей дроби козффициент 


выгодности *) А -- 


Поэтому — доказанная 


—___ больше, 
29.9 — Рн| 


чем для любой другой дроби с мень- 
им знаменателем. 

Наконец, самое удивительное: вер- 
на и обратная теорема, т. е. иметь 
такой большой коэффициент выгод- 


*) «Квант», № 1, стр. 18. 
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ности — монополия подходящих дро- 
бей. Это очень тонкое свойство не 
может не вызвать волнения у всякого 
читателя, который любит числа. 


Если для числа & и дроби т коэф- 


1 
219% — р 
болыце, чем для любой дроби 


фициент выгодности ^- 


г меныцим знаменателем, то = есть 


подходящая дробь для &. 


Пример. Из той же таблицы 
для числа дл видно, что дробь = 
дает приближение л с большим коэф- 
фициентом выгодности, чем дроби 56 
знаменателями 1, 2, 3, 4, 5, 6. Сле- 
довательно, еще не зная разложения п 
в цепную дробь, на основании послед- 
ней теоремы мы можем заключить, 

в 
что а есть подходящая  лробь. 

Есть еше много теорем такого 
типа. Все сни с разных точек зрения 
подтверждают одно и то же: если 
нужнее  аппроксимироветь — деист- 
вегнельне число несложными раци- 
сналеными числами, то выгоднее всего 
использовать подходящие дроби. 

Это и есть драгоценный ключ к за- 
гадкам, о которых говорилось з первой 
статье. 


Задачи. 


1. Выразить (в виде цепной дроби) 
отношение основания к боковой стз- 
рояе в равнобедренном  треугольня- 
ке © углом 120’. 

2. Найти значение цепной дроби 
в феомуле (1.2). Найти соз 36. 

3. Найти значение цепной дроби 
в Формуле (1.4). Выразать а. через 
№. Найти зи! 18. 

4. Имея разложение в ценную 
дробь (конечную или бесконечную) 
числа @а, найти разложение числа 
$ 
еаЬ 

5. В статье сказано, что знамени- 
Тези подходящих дровей возраспиот 
{перавенства (3.2). Можно ли ска- 
лать То же самое а числителях? 
20 
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МАКС ПЛАНК 
ОБ ОБУЧЕНИИ 


Не так важно, чему учат 
в школе, а важно, как учат. 
Одно действительно поня- 
тое учеником  математиче- 
ское предложение имеэт 
большую ценность, чем де- 
сять формул, которые он 
заучил намзусть и даже 
знает, как применять. но не 
понял их действительного 
смыспа. Функция школы не 
в том, чтобы дать специ- 
ельный опыт, а в том, что- 
бы выработать последова- 
тельное методическое мыш- 
ление. Могут возразить, что 
в конечном итоге умение 
делать вещи важнез знания 
их. Конечно, знание без 
умения не имеет значения, 
так же как всякая теория 
получает свое значение в 
конце концоз лишь благо- 
даря ее применению. Но 
теория имкогда не должна 
заменяться простым умени- 
ем, которое будет беспо- 
мощным перед пицом не- 
обычиых фактов. Поэтому 
первым условием хорошей 
работы в будущем являет- 
ся основательиое  эпвмен- 
тарное обучение. При этом 
важно заботиться не столь- 
ко об изучении большого 
чиспа фактов, сколько о 
правильной их трактовке. 
Если это предварительное 
обучение не будет прово- 
диться в школе, то ето 
трудно будет — получить 
впоследствии, так как спе- 
циальные и высшие школы 
имеют другы@е задачи. По- 
спедней, самой высокой за- 
дачей воспитания является 
не знание и не умение, а 
практическая деятельность. 
Но так же как практической 
деятельности предшествует 
умение, нзобходимыми ус- 
повиями появления умения 


служат знание и понМмание. 


{Микс Планк. Из речи «Про- 
исхождение и влияние науч- 
ных идей». 1933 г.) 


О форме 
дождевой 
капли 


И. Ш. Слободецкий 


О форме дождевой капли часто го- 
ворят как об эталоне обтекаемости, 
однако, как показывают мгновенные 
фотографии падающей капли (рис. 1), 
она вовсс це имеет красивой сигаро- 
образной обгекаемой формы. Малень- 
кая дождевая капля с диаметром ме- 
нее одного миллиметра практически 
сферична, а болыная — напоминает 
кронечную сдобную булочку. 

Попытаемся выяснить, с чем сзя- 
зана «булочная» форма капли. Для 
этого нужно разобраться в роли сил, 
действующих на каплю. На каплю дей- 
ствуют: сила поверхностного натяже- 
ния, сила сопротивления воздуха и, 
конечно, сила тяжести. 

Какова роль силы поверхностного 
натяжения? Она стремится сделать 
площадь поверхности капли как мож- 
но меныне. Наименьшую поверхность 
прн одном и том же объеме имеет шар, 
поэтому, если бы падающая капля не 
нспытывала сопротивления воздуха 
и двигалась только под действием 
силы тяжести,  сообщающей всем 
участкам капли одинаковое  уско- 
рение свободного падения (в этом 


Рис. 1. Мгновенные фотографии падающих 
капель воды. Объем верхней капли ривем объ- 
ему сферы днаметром 6.5 мл. Скорость па- 
дения этой капли — 8,9 м/ек. Соответствую- 
цие цифры для остальных капель: вторая — 
6 мм, скорость —8,8 м/сек, третья -— 4,8 мм, 
скорость — 8.3 м/сек, четвертая — 2,8 мм, 
скорость — 6.8 м/сек. Этн фотографии взя- 
ты из статьи «ТНе $Варе о! гашагор$», Г. Мс. 
Ропа!4, ЗоейННс Атексаи, \. 190 (1954 г.). 
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случае капля находилась бы в состо- 
янии чневесомости»), то поверхность 
капли была бы сферической. 

Стремление поверхности капли 
уменынаться приводит к сжатию кап- 
лн, А это значит, что давление, под 
которым находится жидкость внутри 
канли, становится больше внешнего 
атмосферного давления. 

Нетрудно вычислить величину до- 
бавочного давлення, которое исиыгы- 
вает жидкость в капле со стороны 
своей сферической позерхиости. Раз- 
делим каплю воображаемой плоско- 
стью па две равные части (рис. 2). 
Оба полушария притягиваются друг 
к другу силамн поверхностного натя- 
жения. Эти силы показаны на рисун- 
ке стрелками. На каждую единицу 
длины гравицы, разделякицей оба по- 
лушария (этой границей служит 
окружность экватора}, действует сн- 
ла, равная козффициенту поверхиост- 
ного натяжения жидкости с. Так как 
длина границы равна 2лг, то вся сила 
Е взаимного притяжения между по- 
ловинками капли равна 2лго. Эта 
сила и создает в капле дополнительное 
давление. 

Вспомним, что давление числепио 
равно отношению снлы к площади. 
Поэтому давленне Ар, вызванное си- 
лой Р, равно 

Е 2лго 
Пг ^* дут. 





|5 
“18а 


Добавочное давление \Зр, создан- 
ное новерхностным натяжением, об- 
ратно пропорционально раднусу кап- 
ли. Велико лн это’ добавочное давле- 
ние в капле? Вычислим для примера 
добавочное давление в капле диамет- 
ром в два микрона. Из таких капель 
часто состоят облака. Коэффиниент 
поверхностного натяжения воды с= 


==0,078 м/и. Поэтому 
Ар | 2а 2-0.078 нм о 


— 10-8 м 
21,6. 10$ н/м? .- 1,6 атмосферы! 
2а 
Формула Ар. — верна толь 


ко для сферической поверхности. Если 
проделать аналогичный расчет для 
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Рис. 2 


случая. когда жидкость находится 
под цилиндрической поверхиостью, тс 


с - 
окажется, что \р и Следова- 
тельно, меняется лишь коэффи- 

| 
циент перед отношением —. И вооб- 


ие. давленне, которое оказывает лю- 
бая поверхиость на находящуюся под 
ней жидкость, пропорционально от- 


о 
НОПЮИНЮ ==; Де Гр — это не- 
Гер 


который средний радиусе кривизны 
этой поверхностн. 

Но вернемся к падающей дождевой 
капле. Для нее все осложняется тем, 
что на каплю действует еще сила со- 
противлення возлуха. Эта сила на- 
правлена против силы тяжести и воз- 
растает с увеличением скорости паде- 
ния капли. 

Раз сила тяжести постоянна, а на- 
правленная в протнвоположиую сто- 
рону сила сопротивления воздуха рас- 
тет, непременно наступиттакой момент, 
когда эти силы сравняются. Как 
только это произойдет, результирую- 
щая сила станет равной нулю. и ско- 
рость капли уже не будет меняться. 
Капля будет падать равномерно (по 
инерции). Такая капля ведет себя 
так же, как и в состоянии покоя. 
Это обстоятельство существенно ска- 
зывается на форме каили, делая се 
куда менее совершенной. 

Чтобы понять, как равномерное 
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Рис. 8 


движение капли приводнт к некаже- 
нню ее сферической формы. обратих- 
ся к рисунку 3. 

Для того чтобы столбик воды вы- 
сотой Я в центральном сечении капли 
двигался равномерно, сила |. дей- 
ствующая на него снизу, должна пре- 
вышать силу {., действующую на 
столбик сверху, ровно на величину 
снлы тяжести, действующей на стол- 
бик, то есть [| —{,= та, где пр — мас- 
са столбика. 

Масса столбика =рИ. Здесь о 
плотность воды, а У — объем стол: 
бика, равный Я5 {$ — площадь се- 
чения столбика). Значит, },— Г. 

овй5. А разность давлений, соот- 
ветствующая этой разности сил, равна 

т = ` РАЙ. 

Нтак, давление в точке А должно 
быть болыне давления в точке Б 
(рис. 3) на величину рёел. Эта разность 
давлений позволяет нижним слоям 
столбика удерживать верхние. 

Как же это сказывается на форме 
капли? 

Для того чтобы давление в точке 
А было болыше давления в точке Б, 
радиус кривизны поверхности Г в этой 
точке должен быть меньше (в соот- 


“ о 
ветствии с формулой Ар 2 ПР ам 
радиус кривизны в точке Б. 


Мы прнходим к любонытному вы- 
воду: если атмосферное давленис всю - 


Рис. 1. 


ду одинаково, то дно капли должно 


быть более выпуклым, то есть иметь 
болыную кривизну, чем верхушка. 
Такое отклонение от сферической фор- 
мы незаметно для мелких капелек, 
нарящих в восходящих потоках воз- 
духи. Радиус подобной капли равен 
приблизительно одному микропу. и 
гидростатическая разность давлений 
рой составляет величину порядка 
2.10-° н/м?лы2. 107! ат. Зта раз- 
ность давлений настолько мала по 
сравнению с 1,6 атмосферы избыточ- 
ного давлення \р в такой капле, что 
заметнть вызваиное ею отклонение 
ат сферичиости практически невоз- 
можно. Такая капля может во прав\ 
считаться эталоном сферической фор- 
мы. Иное дело -- круппая капля. 

Для калли диаметром 5—6 мм, 
падающей иа землю во время летней 
грозы, гндростатическая разность дав- 
лений равна примерно 


108 кг/мз. 0 мКек?.6. [073 м: 
00 н/м* 6. Юта. 


Эга велнинна вполие сравнима © дав- 
р 


Я 
лением \р а вызванным силами 


поверхностного натяжения. 
Действительно, в этом случае 


Э 2.0.078 н/м _. 5х 
ит 30 н/м 


- 3. )-чин. 


влияние гидростатической 
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Рис 2. Распределение давления вокруг шари- 
ка. обтскаемога потоком воздуха. Длины 
стрелок пропорциональны разности давло- 
ини на поверхность шарика в атмосферного 
ливления вдали от шарика. 


разности давлений на форму капли 
должно быть заметным, н нижняя по- 
верхность капли должна быть за- 
метио более выпуклой, чем верхняя. 
Но это находится в противоречии 
с фотографиямн падающей капли 
{рис. 1). В чем же тут дело? 

Все дело в том, что давление воз- 
духа в разных точках вокруг калли 
совсем не одинаково, как это мы вна- 
чале предполагали. Оказывается, при 
болыших скоростях, с которыми пада- 
ют крупные дождевые капли, позади 
нее возникает запутанное вихреобраз- 
ное движение воздуха (рис. 4). В об- 
ласти, как говорят, «турбулентного 
хвоста» давление воздуха ниже, чем 
давление вдали от капли. В то же вре- 
мя давление перед каплей, наоборот, 
оказывается выию, чем давление воз- 
духа вдали от капли. Разность давле- 
ний на дно и на верхушку капли созда- 
ст силу сопротивления при паденин 
капли в воздухе. Эту силу называют 
лобовым сопротивлением. 
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Рис. 6. Распределение давления вокруг пада` 
ющей капли. Длнны стрелок. как н на преды- 
дущем рисунке. пропорциональны разности 
давления на поверхности каили и атмосфер- 
ного данления вдали от капли. 


Можно оценить величину лобового 
сопротивления. Пусть $ — площадь 
поперечного сечения капли, а и— 
се скорость. За время ЛЁ падающая 
капля проходит расстояние о ЛЁ, увле- 
кая за собой объем воздуха $9 АЕ 
с массой т==-взи АЁ(рь — плотность 
воздуха). Этой, пришедшей в движе. 
ние массе воздуха, передается им- 
пульс тор? АР. В соответствии 
со вторым законом Ньютона на воздух 
со стороны капли действует сила 


й 5:7: 
Ве ба 


По третьему закону Ньютона точно 
такая же по величине сила, но толь- 
ко противоположно направленная, 
действует на каплю со стороны воз- 
духа. 

В реальных условнях воздух при- 
обретает не всю скорость, а только 
часть се, но соотношение Ё- Арз и? 


остается справедливым. А — безраз- 
мерный коэффициент, зависящий от 
формы тела. Для шара, например, 
А = 0,2, для диска А = 0,6. Этот 
коэффициент находят  эксперимен- 
тально. 

Из формулы для лобового сопро- 
тнвления можно найти давление, ока- 
зываемое потоком на переднюю поверх- 


Е 
ность тела. Оно равно -<- = Ароу®. 


Вокруг тела давление меняется от 
точки к точке. Для шара, например, 
разность давлення у поверхности и 
статнческого давлення далеко от по- 
верхности меняется так, как показано 
на рисунке 5. 

Изготовив модель кали, можно 
продуть ее в аэродинамической трубе 
ни измерить давление вокруг нес 
(рис. 6}. Опыты показывают, что для 
шестимнллиметровон капли давление 
на дно такое же, как иу диска (А = 
=0,6). При этом давление на дно на 
4,6.10-* ат болыше атмосферного, 
а давление на верхушку — на 
2,1.10-* ат меныше атмосферного, 
то есть разность давлений на дно 
н на верхушку равна 6,7-107* ат. 

Сила сопротивления воздуха берет 
на себя заботу не только о равнове- 
сии столбика АБ (рнс. 3). Так как 
разность давлений на дно н на верхун:- 
ку больше, чем перепад давлений, 
необходимый для равномерного двн- 
жения столбика АБ, то для восста- 
новления равновесия капли часть Жил- 
кости должна переместиться из об- 
ластн верхушки ко дну, и верхушка 
капли должна иметь большую кри- 
визну, чем дно. Дно же из-за болыно- 
го аэродинамического давления на 
него должно быть почти плоским. 
Такую форму ин имеют капли на фо- 
тографиях. 


Куапетсспиутги 


«СТОПРОЦЕНТНЫЙ 
ТЕОРЕТИК» 


Планк был теоретик нз- 
сквозь — до смешного. Вер- 
нувмзися из Германии Петр 
Николаевич Лебедев  рас- 
сказывал, напримэр, своим 
студентам о том, как Планк 
проштрафился на ксллок- 
виуме у Августа  Кундта. 
Докладывая о своей рабо- 
те по термодннамике насы- 
щенных растворов, он 
вдруг растерялся, замеш- 
кался. «Здесь существует... 
некоторая принципиальная 
трудность, так как полу- 
чить насыщенный раствор 
практически невозможно...» 
Кундт удывился: «Как так? 
Я не понимаю». Планк 
объяснил: «Ведь по мере 
насыщеныя скорость рас- 
творения становится все 
меньше, а потому процесс 
идет к насыщению только 
ассимптотически, через бес- 
конечно долгое зремя».— 
«Ну, этого ждать мне не- 
когда! — ответил Кундт.— 
Я нагрею раствор, а потом 
его остужу».— «Да. Дейст- 
вительно, — сконфуженно 
пробормотал Планк.— Так 
получить насыщенный рас- 
твор... можно». 

Но, будучи теоретиком, 
Планк очень хорошо всегда 
понимал, какова в физиче- 
ской теорми роль экспери- 
мента, факта. Он говорил: 
«Факть образуют ту архи- 
медову точку опоры, по- 
средством которой самая 
увесистая теория может 
быть поднята со свозго по- 
стамента». Эксперимент и 
теория тесно слиты. «Преж- 
де чем поставить опыт, его 
нужно продумать, это зна- 
чит. надъ сформулировать 
аопрос, обращенный к при- 
роде». 


Из послесловия Е. М. Каляцс- 
са к сборники статей 
М. Планка «Единство фили- 
неской киртины мира». 
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Алиса в 
Зазеркалье 


Климент Дьюрелл 


Может ли Природа ввести в заблуждение? Да, может. Истории из- 
вестны примеры, когда явления и факты, совершенно очевидные и, каза- 
лось бы, поличившие многократное подтверждение, оказывались неточ- 
ными или даже неверными. Такие факты можно найти в истории не 
только физики, но и, например, астрономии. Так, много лет считалась 
общепризнанной система строения мира с неподвижной Землей в центре. 

Природа умеет хитрить. Поэтому физик всегда должен критически 
относиться и к данным эксперимента. и к своим непосредственным 
наблюдениям, и, особенно, к фактам, которые кажутся очевидными по- 
тому, что подтверждаются нашими ощущениями. Об этом интересно и 
занимательно рассказал Климент Дьюрелл в своей книге «Азбука теорни 
относительностих. В ней популярно излагаются представления теории 
относительности. 

Рассказывать о теории относительности, не прибегая к сложному ма- 
тематическому аппарату, чрезвычайно трудно. «Азбука теории относи- 
тельности», пожалуй, одна из наиболее удачных попыток такого рода. 
Математический аппарат изложения соответствует уровню средчей шко- 
лы. Книга написана остроумно и непринужденно. 

Главу из этой книги мы предлагаем вашему вниманию. Поводом 
для разговора в чей служит замечательная сказка английского матема- 
тика Льюиса Кэрролла «Алиса в Зазеркалье». 


«Я не’ могу поверить этому», — 
сказала Алиса. 

«Не можешь?» — в словах Коро- 
левы звучала жалость. 

«А ты попробуй еще раз: вдохни 
поглубже и закрой глаза». 

Алиса усмехнулась. «Бесполезно 
пытаться, — сказала она, — я не могу 
поверить в невозможное». 

«Вероятно, ты мало упражня- 
лась, — ответила Королева. — Когда 
я была моложе, я ежедневно посвяща- 
ла этому полчаса. И мне иногда ида- 
валось еще 90 завтрака поверить в 
шесть невозможных вещей». 


«Льюис Кэрролл «Алиса в Зазеркалье» 


Может ли Природа ввести 
в заблуждение? 


Ведя с Природой честную игру, 
ученые в ее лице встречают против- 
ника, который не только выбирает 
подходящие для себя правила нгры, 
но и может, кроме всего прочего, 
подложить партнеру свинью или об- 
вести его вокруг пальца. Если оказы- 
вается, что свойства пространства не 
укладываются в наши представления, 
если они искажают масштабы и пута- 
ют ход наших часов, то существуют 
ли вообще какие-либо средства, по- 
зволяющие установить истину? Мож- 
но ли надеяться, что в конце концов 
многогранные усилия заставят Прн- 
роду сбросить маску? 

Профессор Гарнет, всспользовав- 
шись идеями Льюиса Кэрролла, поучи- 
тельно проиллюстрировал то, как При- 
рода может вводить нас в заблужде- 
ние, причем, по-видимому, без особо- 
го риска оказаться разоблаченной. 

В конечном счете мы можем пола- 
гаться лишь на те данные, которые 
получаем с помощью наших органов 
чувств, проверенные и уточненные 
искусственными приборами, повтор- 
ными экспериментами и исчерпываю- 
щими исследованиямн. Наблюдения 
часто могут быть истолкованы пре- 
вратно, как в одном анекдоте, рас- 
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сказанном сэром Джорджем Грин- 
хилом. 

В конце учебного года в одном ин- 
женерном колледже состоялся прием 
и осмотр научного отдела. Одна моло- 
дая посетительница, войдя в физи- 
ческую лабораторию и увидев в боль- 
шом Вогнутом зеркале свое перевер- 
нутое изображение, наивно заметила 
своему спутнику: «Они повесили это 
зеркало вверх ногами». Если бы эта 
девушка приблизилась к зеркалу, 
миновав его фокус, то она убедилась 
бы, что рабочие не были повинны в 
этом. Если Природа ввела ее в заблу- 
ждение, то это была всего-навсего 
хитрость, которую разоблачил бы по- 
следующий опыт. 

Выпуклое зеркало 

Теперь мы, следуя профессору Гар- 
нету, проследим приключения Алисы 
в стране за выпуклым зеркалом 
(в Зазеркалье). Прежде всего следу- 
ет перечислить некоторые свойства 
выпуклого зеркала. Читатели, же- 
лающне ознакомиться с построениямн 
и доказательствами, которые осно- 
ваны лишь на рассмотрении подобных 
треугольников и некоторых элемен- 
тарных алгебраических формулах, мо- 
гут обратиться к упражнению 9 на 
странице 31. 

Точка А (рис. 1) — это вершина 
выпуклого зеркала большого радиу- 
са; О— центр зеркала; отрезок ОА— 
центральный радиус, или ось; сред- 
няя точка РГ отрезка ОА является 
фокусом зеркала; Р@ — предмет вы- 
сотой а, расположенный перед зерка- 
лом перпендикулярно оси; Р”@’ — его 
изображение в зеркале. Введем сле- 
дующие обозначения длин; 


ОР-- РА -- |, РО’--х, О’А = р, 
АО --у, Р’О’- В. 





Рис. }. 
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Имеют место следующие соотно- 
шения; 


} 1 ах 
-- „> — ==, ХА 2. 
ты | 

Легко получить общие следствия, 
вытекающие из этих формул. По- 
скольку 1/2 -: Ну-- ИК, то 2 > Ну 
и, следовательно, у>>2. А так как 
1 < 2, то г«рили 2 < АР. По- 


этому изображение Р’(О’ всегда ока- 
зывается ближе к зеркалу, чем 


предмет РО, и никогда не удаляется 
от зеркала дальше точки Р. 
Кроме того, поскольку А -- ах/}, 
высота изображения будет пропорци- 
ональна х — расстоянию от изобра- 
ження до РЁ. Поэтому, чем ближе 
Р’О’кЕ, тем меньше становится от- 
резок Р’О’, т. е. высота изображения. 


Жизнь в Зазеркалье 

«Он спит сейчас, — сказал Твиалди. — 
А как ты думаешь, что ему снится?» 

«Кто это может угадать?» — ответила Алиса. 

«Да ты ему снишься!» — воскликнул Твидл- 
ди. — А если бы ты ему перестала синться, 
то, как ты думаешь, где бы ты очутилась?» 

«Там же, где сейчас, конечно», — отвстни- 
ла Алиса. 

«Ничего подобного, — высокомерно возра- 
зил Твидлди.— Тебя нигде бы не было: ведь 
Ты только часть сего сна!» 

*И если Короля разбудят, — добавил Твидл- 
дам, т0 Ты раз!.. мн исчезнемь, как свеч- 
ка, которую залули». 

«Но я же существую Реально», — сказала 
Алиса н принялась плакать. 

«От плача ты вовсе ис станешь более реаль- 
ной». — заметил Твиллаи *). ь 

Льюис Кэрролл « Алиса в Зазеркалье 

Теперь мы рассмотрим Алису не 
как сновидение, а как изображение 
в выпуклом зеркале некой псевдо- 
Алисы, живущей в нашем собственном 
мнре. Алиса будет настаивать столь 
же упорно, как в разговоре с Твнидл- 
ди, что она — свободная, независнмо 
существующая ЛИЧНОСТЬ. Однако МЫ 
увидим со стороны, что ее действия 
подчинены движениям и прихотям 
псевдо-Алисы, когорую мы станем 
называть Алисия. Мы сравним наши 
наблюдения (илн наблюдения Али- 


*) Твидлди и Твидлдам (по-английски двой- 
инки} —— персонажи сказки «Алиса и Зазер- 
пана -- Ирым. перев. 
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сии) с тем, каким представляется 
Алисе ее собственное существование. 


Алиса в Зазеркалье 


Рост Алисии равен 4 фут, а ши- 
рина ее талии |1 фут. (1 фут 
-- 0,3048 м, | дюйм-2,54 см. В од- 
ном футе 12 дюймов). Вначале Али- 
сия стоит в точке А спиной к зеркалу, 
так что она и Алиса в точности оди- 
наковы н стоят спиной друг к другу. 
У Алисии есть линейка длиной | фут, 
которую она держит у зеркала, так 
чтс линейка касается зеркала и сов- 
падает с соответствующей футовой 
линейкой, которую держит Алиса. 

Затем Алисия начинает удаляться 
от зеркала вдоль его оси с постоянной 
скоростью 1 фут/сек. Что произойдет 
при этом с Алисой? 

Предположим, что раднус зеркала 
равен 40 фут, так что АР=РО=| = 
=20 фут. Далее, рост Алисии 
а=Ро-—4 фут. 

Спустя, скажем, 5 сек, т. е. прн 
АО=у=5, окажется, что 


20 — 4 -- 16, 
о. х 4х6 32 
РО’ = 0 = 19 = 3.2 фут. 


Если в этот момент Алисия огля- 
нется, то она обнаружит, что Алнса 
продвинулась всего на 4 фут по 
сравнению с 5 фут, которые прошла 
она сама, а рост Алисы уменыпился до 
3,2 фут. 

Алиснна футовая линейка, кото- 
рую она держит вертикально, также 
сократилась; сс длина в действитель- 
ности составляет теперь 

ЕххД-- 1х 16/20 -- 0,8 фут. 


Алиса отвергнет мысль, что она 
стала меныше, и, чтобы убедить Аи- 
сию, она измерит своей футовой лн- 
нейкой собственный рост, доказав с 
торжеством, что она по-прежнему в 
точности в четыре раза выше своей 
линейки, т. е. 3,20.8=4. 

АДлисия скажет также, что Алиса 
похудела: ее талия составляет теперь 


в ширину 0,8 фут; действительно, 
се ширина совпадает с длиной футо- 
вой линейки, во ведь последняя В 


любем положении,  перпендикуляр- 
ном оси, составляет теперь лишь 
0,8 фут. 


Сжатие в направлении, 
перпендикулярном оси 


Мы видим, что по мере удаления 
от зеркала Алиса все больше сжи- 
мается. Коэффициент сжатия в любом 
направлении, перпендикулярном осн, 
равен А/а, т. е. х/р, и, следовательно, 
пропорционален х — расстоянию, на 
котором Алиса находится от фокуса Р. 

Ясно, что Алиса не сможет об- 
наружить это сжатие, так как ее 
линейка сокращается в той же про- 
порции, что и ее тело и платье. На 
самом деле все предметы в мире Алн- 
сы независимо от того, из чего они 
сделаны, ведут себя точно таким же 
образом. Поэтому мы считаем, ито 
это сжатие есть свойство не вещества, 
а самого пространства. Оно представ 
ляет собой влияние, оказываемое иро- 
странством в равной мере на все 
находящиеся в нем предметы. Поз 
тому мы говорнм, что одним из зако 
нов пространства в мире Алисы чв- 
ляется сокращение, происходящее само 
по себе и в любом направлении. пер- 
пендикулярном оси, пропорциональ- 
ное расстоянию х до фокуса. 


Сжатие в направлении вдоль оси 
Затем Алисия кладет свою Футо- 

вую линейку вдоль оси, а Алиса. 

конечно, делает то же самое. 


$5 ® А ©'5' 
Рис. 2, 


Пусть @ и $ — два последователь 
ных деления на линейке Алисни: 
тогда А9=5 фут, 09$ =0,1 фут, а 
А$ =5,| фут. Ма линейке Алисы 
соответствующие штрихи  обозначе- 
ны @’и 5’ (рис. 2). Мы уже доказа- 
ли, что если Ад=у-=5, то АО’=г=4. 


Куаптесте.го 


Далее, если Аб =у-5,, то А5’=а 
дается выражением 








А” == 2: 5 1 4,064. 


0`5’- А5’-— 44’ - 9.064 фут. 
Коэффициент сжатия в направле- 
нии вдоль осн в точке @’ равен 


9’5° 0,564 


Но было показано, что коэффицнент 
сжатия в направлении, периендику- 
лярне:: соси, в точке (@” равен 0,8. 

Поскольку (0,8): --0,64, то мы при 
ходим к выводу, что коэффициент сжа- 
гзя вдоле осн равен квадрату ко- 
эффииента сжатия перпендикулярно 
оси в той же точке. Доказательство 
этого утверждения содержится в ун- 
ражиении 1С на странице 31. Таким 
образом, согласно наблюдениям Али- 
вии, прн удалении от зеркала Алиса 
становится все тоньше, и скорость, с 
которон она худеет, превышает ско- 
рость уменьшения ее роста. 

Если Алиса, к примеру, нповер- 
нется боком и протянет левую рук\ 
к зеркалу. а правую от зеркала, то 
пальцы на ее левой руке окажутся 
длиннее и толще пальцев на правой 
руке. Однако обиий эффект состонт 
в том, что пальцы-‘правой рукн будуг 
казаться как бы отмороженными, ибо 
они по сравнению с другой рукеон 
укорачиваются — сильнее, нежели 
утоньшаются. 


Геометрия в мире Алисы 
По мере того как Алисия равно- 
мерно удаляется от зеркала, делая 
шаги одинаковой длины, Алиса также 





удаляется в противоположном на- 
правлении. При этом (по мнению 
Алисии) шаги Алисы ставовятся все 
короче и короче, так что она движется 
все более и более медленно. И дейст- 
вительно, ведь как бы далеко ни ушла 
Алисия, Алиса никогда не сможет 
продвинуться заточку Р (рис. 3). Ко- 
печно, Алисе кажется, что расстояние, 
на которое она может удаляться, неог- 
раниченно, и то, что Алисия называет 
точкой Ё, но словам Алисы, является 
точкой на бесконечности. Если Алиса 
лвнжется на уровне земли, то ей 
кажется, что ее макушка и подошвы 
перемещаются по параллельным ли- 
ниям. Эти линии, естественно, от- 
ражают представление Алисы о па- 
раллелизме. Алисия же видит, что 
эти линии в действительности сли- 
ваются в точке ГР. Если бы Алиса 
проложила вдоль ося железнодорож- 
ные рельсы, то они вели бы себя точно 
таким же образом. 

Представим себе, что Алисия едет 
на велосипеде вдоль оси в направле- 
нии от зеркала. Что будет при этом 
происходить с колесами велосипеда 
Алисы (рис. 4)? 

Сжатие вдоль оси оказывается 
больие, чем в перпендикулярном на- 
правлении. Следовательно, колеса вс- 
лосипеда Алисы будут не только 
меньше, чем у машины Алисии, но, 
кроме того, переднее колесо окажет- 
ся меньше заднего. И, более того, 
каждое колесо примет приблизитель- 
но эллиптическую форму, причем вер- 
тикальный диаметр будет больше го- 
ризонтального. Хотя колеса вращают- 





Рис. 4. 
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ся, вертикальные спицы всегда будут 
казаться самыми длинными, а гори- 
зонтальные — самыми короткими. 
Спицы как бы удлиняются при по- 
вороте из горизонтального в верти- 
кальное положение, а затем при пово- 
роте из вертикального в горизонталь- 
ное сокращаются. 

Сама Алиса, проведя тщательные 
измерення, убедится, что ее машина 
вполне нормальная, однако Алисия 
будет думать совсем иначе. 


Детские забавы 


Мы не собираемся утверждать, что 
живем в мире за зеркалом, а хотели 
бы лишь указать, что, ио-видиклюму, 
не существует метода, который ио- 
зволил бы нам обнаружить это обсто- 
ятельство, если бы в действительности 
гак оно и было. Устанавливая ‹вои 
законы пространства, Природа при 
желании может сковать своими чара- 
ми его обитателей. Но тем не менее 
остается фактом, что Природе ирн- 
ходится отвечать иа некоторые пра- 
ктические вопросы, задаваемые ей 
учеными. А это вселяет в них надеж - 
ду, что законы пространства и време- 
ни в конце концов будут раскрыты. 
Еслн из всего сказанного читатель 
поймет, что поиски истины отиюдь 
не просты, а результаты этих ноис- 
ков могут оказаться неожиданными, 
то это и будет означать, что данная 
глава отвечает своей цели. 


Упражнения *]) 


Г. Показать. что, когда Алисия отойлет от 
зеркала на !Ю фут, Алиса продвннется лишь 
на бфут 8 дюйм, причем ее рост будет 2 фут 
8 дюйм, а ширина 8 дюйм. Какнм окажется 
рост Алисы, когда она измерит себя собствсн- 
ной футовой линейкой? 


2. Показать, что, когда Алисия отойдет 
от зеркала на 20 фут, Алиса продвинется 
лишь на 10 фуле. Какими будут рюст к ширина 
талин Алисы в этом положенни? 


3. Где будет находиться Алисия в тот 
момент, когда рост Алисы уменьшится до 
\ фут? Какова будет при этом ширина талин 


*; Предполагается, что рост Адисии равен 4 фут. 
а се талия достигает {1 фут в ширину в 6 дюйм 
в толщину: кроме того, {=20 фут. (Напомним, 
что Е фип-з 12 дюйм. — Прим. перев. } . 


Алисы? Чему будет равна длина ее футовой 
линейки В вертикальном положении? Сколько 
таких линеек уложится в: росте Алисы? 


4. Какой будет толщина талки Алисы в уп- 
ражнении 1? Какую величину получит в ре- 
зультате своего измерения Алиса? 


5. Каким будет коэффициент сжатия Али. 
сы в упражиениян 2? Как связаны коэффициен - 
ты сжатия вдоль н поперек оси? 


6. Алисия, находясь в 20 фут от зеркала, 
держит в руках дюймовый кубик, ребра ко- 
торого параллельны и перпендикулярны оси. 
Какой предмет будет в руках у Алисы? 


7. Чему будут равны поперечные размеры 
Алисы, когда ее рост уменьшится ло | фут? 


8. Меняется лн по мере удаления от зерка- 
ла, подобно размерам, и внешний вид Алисы? 
Когда се рост уменынился до | фут, была 
изготовлена скульитура Алисы в масштабе 
4:1. Будет ли эта скульптура похожа на жн- 
вую Алису? 


9. ВАС — выпуклое зеркало, радиус ко- 
торого АО значительно больше высоты пред- 
мета РО. Световой луч, идущий из точки Р 
параллельно оси, падает па зеркало в точке 
№ и затем отражается в наиравлении, соеди- 


няющем эту точку с фокусом Г. Зеркало не 
меняет направления луча, илущего из точки 


Р к иситру зеркала О. Таким образом. изоб- 
ражение точки Р будет расположено в точке 
Р” на пересечении №ЁЕ и РО. Проведем ли- 
нию Р”@’ пернендикулярно ОА. Тогла Р’О’ 
окажется изображением РО. Фокус Ё явля- 
ется средней точкой отрезка ОА. Поскольку 
радиус зеркала велик; то его кривизна мала 
н МА можно рассматривать как перпендику- 
ляр к ОА (рис. 5). 
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а) Доказать, что 


бар: ЕО: 
РМ "Р'М = О’А. 


6) Используя обозначения, приведенные 
ва странице 27, доказать, что 1/г=(Ну)+ 


+(/Р. 
8} Доказать, что Р'О’/МА=о’Е/АР, а за- 


тем доказать, что В==ах/]. 
г) Показать, что х-=[}-—г== [у и ау==х/. 


10. Пусть отрезок РО на рисунке 5 пе- 
ремещается в положение Ю$. а В’5” есть 
изображение АЮ5, и пусть А5=у;. А5’= 2. 
Используя формулу 2==(НУ) НЫЙ в тот 
факт, что расстояние межлу Ю5$ и РФ мало, 
доказать, что 

Е 

95 ии 


Г \2 
= [-5 


221 2 х? 


м = — — 


гор 





Какова величина продольного коэффициента 
сжатия? Читатель с досгаточной подготовкой 
должен показать, что 82/2?=- бу/у?, и дать 
интерпретацию результата. 


И. Каким представляется Алисии движс- 
ние стрелок часов Алисы, если: а) часы по- 
вернуты к зеркалу, 6} часы лежат горизон- 
галью на полу? 


12. Алиса вращает волчок, причем ось 
волчка вертнкальна. Что необычного пронсхо- 
лит при этом < точки зрения Алисии? 


13. Ось зеркала в направлении от Ако 
орнентирована на восток. Алиса, рост которой 
уменьшился вдвое по сравненню с ростом 
Алисии, поворачивается и идет на северо- 
восток, Каким будет направление ее ланжения 
с точки зрения Алисии? 


14. Алиса счнтгет. что она доказала ио- 
добие двух треугольников с помощью нало- 
жения. Согласится ли с иней Алисия? 





Рис. 5. 
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«Квант» — научно-популярный физико-математический 
журнал Академии наук СССР и Академии педагогических на- 
ук СССР. Он рассчитан в первую очередь на школьников 
8—10 классов. Среди его читателей немало учителей, осо- 
бенно тех, которые ведут кружки или факультативные заня- 
тия по физике и математике, а также студентов педагогиче- 
ских институтов. С интересом читают его и любители физи- 
ки и математики более старшего возраста. 

«Квант» публикует статьм и заметки, посвященные совре- 
менным проблемам науки, а также много различных мате- 
риалов, расширяющих и углубляющих школьные курсы физи- 
ки и математики. 

В нем содержится богатая информация для тех, кто го- 
товится к поступлению в институты. 

Постоянные разделы журнала — «Задачник Кванта», «Ла- 
боратория Кванта», «Практикум абитуриента» — содержат 
много интересных задач и домашних экспериментов. 

«Квант» представляет своим читателям регулярную ин- 
формацию о новых книгах, о работе физико-математических 
школ и кружков. 

Среди наших авторов — известные советские и иностран- 
ные ученые, молодые научные работники, педагоги. С сооб- 
щениями о своих первых открытиях, лабораторных работах 
или самостоятельно сконструированных приборах на страни- 
цах нашего журнала могут выступать и школьники. 

Подписка начинается с 1 сентября. Цена номера 30 копеек. 
Стоимость годовой подписки 3 рубля 60 копеек. Подписной 
индекс 70465. 
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доказательства неравенств 


С. Т. Берколайко, 
С. Б. Каток 
ее о =. ОЕ Еа с ИИАЬ — — 1 --. 27 ВНИИ — АЕ оиьнченеешЕт ЗВАНИИ. < ШВ] 


Теорема о среднем арифметическом и среднем геометрическом, утверждаю- 
щая, что при любых положительных ха, Х.,... ох, справедливо неравенство 


| / 
еж х, +... Е хи) нь 


относится к числу тех математических фактов, доказательства которых су- 
щественно менее известны, чем их формулировки. (Другие примеры такого 
рода: в арифметике — единственность разложения числа на простые мно- 
жители, в геометрии —. теорема о том, что высоты треугольника пересекают- 
ся в одной точке.) Между тем существует очень много различных способов 
доказательства этого замечательного неравенства, в том числе и элементар- 
ных (например, в [1] (решение задачи 268) приведено 3 элементарных до- 
казательства, а в начале [5 | предлагается 12 разных доказательств). В этой 
заметке приводится еще одно короткое доказательство по индукции, кото- 
росе проходит и для других похожих неравенств. 
° Мы должны доказать, что 
1 
х +... + хи 2 п (х...х,)" (1) 
для всех целых п>2 и положительных Ху, - -.,Хл. 
Для п=3 это неравенство выглядит так: 
| 
ж-+х. 22 (хих,)* (2) 
и сразу следует из очевидного неравенства 
и у 
2 р 
 — №) = 0. 
Предположим, что для п-=А неравенство (1) верно, и докажем его для 
п=А-1. 
Для этого рассмотрим такое выражение: 
# 
жа +... хь  жьца + (#— Оба -мьы) "т" 
Разобьем эту сумму на две, по Ё слагаемых, и оценим каждую из них, при- 
меняя неравенство (1) для п-=А: 





+ 
й, 
&—1 
Е! Е 1 
2 А (хьчах! т М1) 
1 


РА 
ж+х.-+... + хк > тЫ 


ж! 


Е Па" 


А! 


Мы рассматриваем (А—1)(х.х. -. ХА) как сумму (Ё—1) ‘одинаковых 
} 


слагаемых (хХаХо.. Хил) те. 
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Применяя неравенство (2) к правым частям двух полученных выше нера- 


венств, юлучаем 
ПО ЕТ #1 


\ вы 

: А ВЕ Е 

Е (х+.. к) А (Хам а АЕ Ч) 2Е (Хи... -Хь+1) |. 

сткуда 
[ 
+1 Я 
Ж + хЬ + -.. + Хы (А+ (хо. Хр 
Чтобы «прочувствовать» это АЕ ЕВАИЧНО преобразование, посмотрим, 

как оно выглядит для й=3: 


1 й ГЕ: 
ЖА а али) 22 2 (жах,) + 2 (ихз3) > 
Е: 1 
22.2 №), СУТ = 4 (хх), 


откуда х,--х. а>Зллько* . Здесь трижды использовалось  иеравен- 
ство (2). 


Примерно таким же способом можио доказать следующие иеравен- 


ства: 
а Чо -..- аи \? 
а)еат-Е ас. Рай г вы 


где п и р—-натуральные числа, а, >0 (= 1,2, .... п); 
(| Не -... = 
п } 


6) что, + зто, +... Е зто, < а “а 
где 0<%<-- (Е = 1, 4..5; 


В) $1 0%, $ ©%›...5 ШП ©, < $” г. 


и а -|-... —— 
; 


где < а, < (=1,2,..., п); 





1 п 
ти НЕТ 
, п 
где рип — натуральные числа, а2>0 (=1,2,..., п}; 
д) (а +6) (а, + 6,) ... (а, +6.) >(Гааь ан БВ о 
лее, 0/0 (=... „м. 


Приведенный выше способ доказательства удобен тем, что он позволяет 
доказать все эти (и многие подобные им) неравенства сразу, т. е. доказать 
теорему, из которой все эти неравенства следуют как частные случаи. 
К формулировке этой общей теоремы мы и перейдем. 

Назовем функцию р, заданную на отрезке [а, 6] числовой оси, выпуклой 
вверх (рис. 1), если для любых ху, х» из этого отрезка 


Ро) + 1(х) х, -- ха 
ны 9+). (3) 


Геометрически это означает, что если соединить любые две точки графика 
хордой, то середина этой хорды будет лежать ни же графика. 

Точно так же определяется свойство функции быть выпуклой вниз (рис. 2), 
с той разницей, что неравенство (3) заменяется: на противоположное: 


дев <) =[ {х + Хх?) ь (4) 


Например, известная вам функция /(х)=х? выпукла вниз на всей оси; 
неравенство (4) для нее выглядит так: 





хх =(=+= \2. 
| 
Проверьте, что оно выполняется при любых ху, хо. 


Теорема. Если финкция Кх), заданная на отрезке [а, 6], выпикла 
вверх, то 


х) |... х {х ..-Ех 
Роз) ый (5) 
для любых точек ха, ..., ха, лежащих на отрезке [а, 6]. 

Доказательство будем проводить по индукции. Заметим, что утвержде- 
ние теоремы для п-=2 просто повторяет наше определение выпуклой функцин. 
Значит, остается доказать неравенство (5) для л=А-Р1, предположив, что 
для п-= оно уже доказано. Тогда 


Ро) + Рокд--Р ба) (В — О Ринь) Иж). 


ЕР оны) + ОР (ыы вр) 
#—} 1 Е... 
(+ + в. т < 2%: [> (== —— + 


сы +... жд — 0 Е ы 
те ЕЕ = 28 [АУ ЕЕ! = 


откуда получаем требуемое неравенство для п=А--1. Здесь мы применили 
два раза неравенство (5} для п==А и один раз неравенство (5) для н=2, т. е. 
использовали определение выпуклости. 

Вы, конечно, заметили, что это доказательство очень похоже на приве- 
денное выше те теоремы о среднем арифметическом и среднем 
геометрическом. 

Чтобы доказать неравенства а) — д} с помощью этой теоремы, надо для 
каждого из них придумать такую функцию, чтобы неравенство (5) в приме- 
нений к этой функции совпадало с доказываемым неравенством илн полу- 
чалось из него простым преобразованием. После этого остается только про- 
верить выполнение условий теоремы, т. е. доказать выпуклость найденной 
функции на соответствующем отрезке (конечном или бесконечном), другими 
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словами, доказать нужное — неравенство только для п=2. 

А еслн доказать выпуклость вверх функции ]5х (что сводится к доказа- 
тельству неравенства (2)), то из нашей теоремы, как один из частных случаев, 
получится теорема о среднем арифметическом и среднем геометрическом *): 


12 в Е -, + "< 


т. е. 
М ж +... Н хп 


1 
=® | гу 
: ) = бо. неа. в". 


9х, +... Ш хп 


я , 


1 


В заключение мы приведем список книг, в которых можно прочитать 
другие доказательства теоремы о среднем арифметическом и среднем гео- 


метрнческом. 


[П]Д. О. Шклярский, Н. ИН. Чен- 
цов. И. М. Яглом, Избранные задачи 
и теоремы элементариой математики, ч. |, 
М., «Наука», 1965. 


Обратите внимание на первое из трех при. 
веденных в этой книге доказательств («Обрат- 
ной индукцией»). 


[2] Кречмар, Задачник по алгебре. М., 
«Наука», |968 . 

13] Э. Беккенбах инР. Беллман, 
Введение в неравенства, М., «Мир», 1965. 
[4] Г. Г. Харди, Д.Е. Литтль - 
вуд, Г. Полна, Неравенства, ИЛ, 1948. 
[5] Э. Беккенбахи Р. Беллман, 
Неравенства, М., «Мир», 1965. 


Упражнення 


1. Какое неравенство получится, если при- 
менуть теорему к функции у=х?? Нопробуй- 
те доказать это иеравенство непосредственно. 

2. Выведите из общей теоре лы керавенст- 
ва а)—д). Выпуклость каких функций надо 
для этого доказывать? 


3. Придумайте еще несколько примеров вы- 
пуклых функций и запишите неравенство, 
которое получится из теоремы 1 в примене- 
нин к этим фупкциям. 


4. Функция { определена на отрезке [а, 
ф[ и имеет обратную**) фуцкцию й. Докажи- 
те, что если выпукла вверх, то & выпукла 
вниз, и наоборот. 


5. Функция Кх), заданная на отрезке 
{а, 6], выпукла вверх. Докажите, что для 
любых точек х!, ..., хл, лежащих на от- 
резке [а, 6], и любых положительных ау.... 

.., ал выполняется неравенство 


а) +... ах) ; (@ж +... 4авхл)\ 
а +...-ал = +... 


(Заметим, что эта задача является обобще- 
нием доказанной ранее теоремы, которая по- 
лучается прн а,-=а.=...-=а,=1.) 

Указание. Для решения этой задачи 
можно использовать тот же прием, который 
применялся нами при доказательстве теоремы. 


*) Можно взять логарифм по любому основанию, большему единицы. 


**) См. «Квант», № |, ср. 22. 
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ГЕНЕРАТОР 


С. А. Хорошавин 


Если внутрь полой металлической 
сферы внести заряженный шарик на 
ручке, сделанной из изолирующего 
материала, и прикоснуться шариком 
к внутренней поверхности сферы, то 
он отдаст сфере свой заряд. Повторяя 
эту операцию много раз, можно со- 
общить сфере достаточно большой 
заряд. 

Конечно, потребовалось бы много 
времени и труда, чтобы подобным об- 
разом зарядить сферу до высокого 
потенциала. Но можно поступить ина- 
че — устроить транспортер электрн- 
ческих зарядов, например в виде лен- 
ты, склеенной в кольцо. Лента дви- 
жется. В одном ‘месте она получает 
электрические заряды, а в другом — 
отдает их сфере. 

Такой  электростатический гене- 
ратор был построен в 1931 году Ван- 
де-Граафом. Он устроен следующим 
образом (рис. 1). Между двумя роли- 
ками / и 2 натянута склеенная в коль- 
но лента 3. Она движется и от трения 
о щетку 4 заряжается. Электрические 
заряды вместе с лентой перемещаются 
вверх и попадают внутрь болыного 
металлического шара 2. Здесь лента 
касается щетки 6. Электрические за- 
ряды всегда размещаются на поверх- 
ности проводника. Поэтому зарялы с 
ленты по щетке переходят на поверх- 
ность шара. Лента движется непрерыв- 
но, и поэтому количество зарядов на 
поверхностн шарового электрода воз- 
растает. 


Е 
№ 

з| 
а 
Е: 
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В 1936 году в Физико-техническом 
институте АН УССР в Харькове был 
построен такой  электростатический 
генератор. На опорной колонне вы- 
сотой 10 м был установлен шаровой 
электрод днаметром 10 м. Десять 
ленточных транспортеров заряжали 
паровой электрод до потенциала в 
4 миллиона вольт. Электрическое по- 
ле, создаваемое этим генератором, 
использовалось для ускорения заря- 
женных частиц, которыми „бомбарди- 
ровались атомные ядра. 

Действующую модель электроста- 
тического генератора высокого на- 
пряжения вы можете построить сами. 
Например, такую, какую построили 
мы в нашем школьном физическом 
кружке (см. фото на стр. 37). Эта мо- 
дель позволяет получать напряжение 
до 80 тысяч вольт, а устроена она 
следующим образом. 

На основании / укрепляется обой- 
ма 2 (рис. 2). Обойма предназначена 
для крепления опорной колонны 3 
и нижнего ролика 4. Опорная колон- 
на свертывается из листового. орга- 
нического стекла. У нас она имеет 
наружный диаметр 50 мм и высоту 
370 мм. В обойме 2 на оси вращается 





Рис. 1. Прииципнальная схема электроста- 
тического генератора. 
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ролик 4 диаметром 17 мм и шириной 
26 мм. Чтобы лента не сползала с ро- 
лика, он имеет невысокие бортикн. 
Так же устроен и верхний ролик 5. 
Расстояние между роликами 320 мм. 
На ролики надето кольцо из капроно- 
вой ленты 6 шириной 23 мм. Чтобы 
соединить концы капроновой ленты, 
их надо сложить вместе и сварнть 
разогретым паяльником. 

Ось верхнего ролика можно укре- 
пить прямо на опорной колонне. Но 
лучше предусмотреть устройство 7, 
которое позволило бы перемещать ось 
верхнего ролика вдоль колонны, до- 
биваясь тем самым нужного натяже- 
ния ленты. _ 

В нашей модели заряды на ленте 
появляются вследствие трения капро- 
новой ленты о нолистироловую пла- 
стинку 8. Она прижимается к ленте 
плоской пружиной. В верхней части 
колонны укреплена латунная щетка 9, 
которая касается ленты и соединена с 
шаровым кондуктором 10. Он имеет 
Диаметр 100 мм. Шаровой кондуктор 
мы взяли из школьного набора по 
электростатике. Если надеть шар на 
колонну (он имеет отверстие диамет- 
ром 50 мм), то верхний ролик и щет- 


Гр 


Рис. 2. 


ка 9 окажутся внутри шара. Щар- 
электрод болтом соединяется со щет- 
кой и закрепляется шариком 1/, кото- 
рый нмеет отверстие с резьбой. 

Нижний ролик, а значит и ленту, 
можно вращать рукой. Но мы исполь- 
зовали асинхронный однофазный элек- 
тродвигатель от электропроигрыва- 
теля /2 и соединили его с нижним ро- 
ликом муфтой 13. 

Включен электродвигатель, лента 
побежала по роликам. По пути от 
трения о щетку 8 опа наэлектризе 
валась и понесла электрические за- 
ряды на шаровой кондуктор. Чем 
дольше будет вращаться лента, тем 
выше будет потенциал шара. Но здесь 
есть предел. Дело в том, что при высо- 
кой напряженности электрического 
поля вблизи шара воздух становится 
электропроводным, и заряды с шара 
начннают стекать. Потенциал шара 
перестает расти. 

Можно подсчитать, до какого по- 
тенцнала мы можем зарядить шар. На- 
пряженность поля на поверхности 
шара высчитывается по формуле 


у 
Е= -5› Ге У — потенциал шара, а 
О 


Ю — его радиус. Если Ю =5 см, а 
Е для воздуха при атмосферном дав- 
ленин равно 30 кв/см, то, значит, шар 
можно зарядить до 150 тысяч вольт. 

Этот расчет верен только для иде- 
ального гладкого шара, удаленного 
очень далеко от всех других проводя- 
щих предметов. Поэтому напряжение, 
создаваемое нашим генератором, бу- 
дет ниже расчетного. 

Если вам удастся изготовить шар 
больших размеров, то н зарядить вы 
его сможете до боле высокого потен- 
цнала. Надо только иметь в виду, что 
шар лолжен быть очень гладким и 
ровным. 

А теперь проделайте несколько 
опытов с моделью. 

Прежде всего, определите знак за- 
ряда шара. Как это сделать, понятно. 
Надо только помнить, что эбонито- 
вая палочка, потертая о мех, элект- 
ризуется отрицательно, а стеклян- 
вая палочка, потертая о шелк,— 
положительно. 
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Определите, сколько полных обо- 
ротов должна сделать лента, чтобы 
высоковольтный электрод полностью 
зарядился. Для этого нанесите на 
ленту хорошо видимую метку и со- 
считайте, сколько полных оборотов 
сделает лента, пока потенциал элект- 
рода не возрастет до максимального 
значения. Учтите, что «производитель- 
ность генератора» существенно зави- 
сит от положения верхней щетки. 


Если щетку расположить так, что 
она будет находиться близко к тому 
месту, где лента входит в шар, то за- 
ряды с ленты будут ониматься не 
полностью, и надо будет долго ждать, 
пока высоковольтный электрод заря- 
дится. Меняя положение верхней щет- 
кн, найдите такое, при котором вы- 
соковольтный электрод будет заря- 
жагься полностью при мннимальном 
числе оборотов ленты. 


В нашей модели использована кап- 
роновая лента. А Ван-де-Грааф при- 
менял шелковую. В эдектростатиче- 
ском генераторе Харьковского ин- 
ститута зарядная лента была изготов- 
лена из прорезиненной ткани. Го- 
пробуйте и вы изготовить зарядную 
ленту из другого матернала. 


У нас зарядная щетка изготовле- 
на из пластинки полистирола, но 
можно сделать ее и из органического 
стекла и из меди. Если вы будете 
пользоваться металлической щеткой, 
то заземлите ее. Генератор станет 
работать лучше. Почему? 


Не отчанвайтесь, если на первых 
порах вас постигнет неудача. Помни- 
те, что даже самые лучшие существу- 
ющие электростатические генераторы 
позволяют получать напряжение, со- 
ставляющее лишь треть от расчетно- 
го.’ Все причины этого еще не выяс- 
нены. Так что здесь есть над чем по- 
думать и что изобретать. 


Тем, кто захочет больше узнать об 
электростатических генераторах, мы 
рекомендуем прочитать книгу 
«Электростатические ускорители за- 


ряженных частиц», ° Госатомиздат, 
1963 г. 
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Рис. 1. 


$42. Канат перекинут через блок, 
причем часть каната лежит на столе, 
а часть — на полу. После того как 
канат отпустили, он начал двигать- 
ся. Найтн скорость установившегося 
равномерного движения каната. Вы- 
сота стола равна ПВ. 
$43. Найти давление в центре 
жидкой планеты радиуса Ю, если жид- 
кость несжимаема и имеет  плот- 
ность р. 
Всесоюзная физическая слимгнада, 
1969 г. 


Ф44. Два дельфина плывут на- 
встречу друг другу. Один из них 
издает звук частоты ®. Какой часто- 
ты звук слышит другой дельфин, ссли 
скорости дельфинов относительно во- 
ды одинаковы н равны и? Скорость 
звука в воде и. 

Всесоюзная физическая олимпиада, 
1968 г. 
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$45. Сферический конденсатор, за- 
полненный диэлектриком и заряжен- 
ный до некоторой разности потенциа- 
лов, разряжается через свой диэлект- 
рик. Каким будет магнитное поле то- 
ков разряда в пространстве между 
сферами? 


$46. На мячик с высоты | м па- 
дает кубик, подскакивающий затем 
почти на 1 м. На какую’ высоту под- 
скакивает мячик? На какую высоту 
подскочит мячик, если на него с вы- 
соты 1 м упадет точно такой же мячик? 


Г. л. Комкия 


Ф47. Если над идеальным газом 
совершается процесс АВС (рис. 1), 
то ему сообщается количество тепла ©. 
Какое количество тепла сообщается 
газу при процессе АРС? 
Московская городская физическая олим- 

пиада, 1970 г. 


МЗ6. Докажите, что на илоскости 
нельзя расположить семь прямых и 
семь точек так, чтобы через каждую 
из точек проходили три прямые и 
на каждой прямой лежали три точки. 

М37. В каждую клетку бесконеч- 
ного листа клетчатой бумаги вписано 
некоторое число так, что сумма чисел 
в любом квадрате (стороны которого 
идут но линиям сетки) по модулю не 
превосходит единицы. Докажите, что 
тогда существует такое число с, что 
сумма чисел в любом прямоугольнн- 
ке (стороны которого идут по линиям 


Сетки) не больше с; другими словами, 
что суммы чисел во всех прямоуголь - 
никах ограничены. Докажите, что 
можно взять с=4. Может быть, вам 
удастся улучшить эту оценку (на- 
пример, доказать, что наше утвержде- 
ние верно для с=3 илн даже для с=2)? 

Ю. И. Ионин 


МЗ8. Окружность, построенная на 
высоте АВ. прямоугольного треуголь- 
ника АВС как на диаметре, пересе- 
кает катет АВ в точке К, а катет 
АС — в точке М. Отрезок КМ пере- 
секает высоту АО в точке [. Извест- 
но, что отрезки АК, Ар и АМ со- 
ставляют геометрическую прогрессию 
(т.е. АК/АГ =АЁ/АМ). Найдите ост- 
рые углы треугольника АВС (рис. 2). 

Л. М. Лоповок 





Рис. 2. 


МЗ9. Докажите, что целые неот- 
рицательные числа х, у удовлетворяют 
уравнению 

х* — тху + у? = 
(где т -- данное целое число, боль- 
иее еднницы) тогда и только тогда, 
когда х и у — соседние члены после- 
довательностн 
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Фо = 0, м =И, ф. = т, 
Фз—= И — 1, фа та — 2т, 
фь = п — Зт? + 1, 


в которой Фик =тФ, —Фь_, для всех 
|. 


Например, все решения уравнения 
х*—Зхуу?=1 в целых числах 
0<=х<3и — это пары (0, 1); (1, 3}; 
(3, 8); (8, 21) соседних членов после- 
довательности 0, 1, 3, 8, 21, 55, 
определяемой условиями Ф=0, 
Ф1=1, Фа =ЗФ, —Фь-: Для всех 
^—1. (Этот красивый факт был ис- 
пользован в работе Ю. Матиясевича, 
посвященной 10-й проблеме Гильбер- 
та, о которой рассказывалось в пре- 
дыдущем номере «Кванта».) 


№40. Найдите сумму 
1-п+2. (п 1)+3-(п—2) +... 
+ (п 1.2 +л-1. 


Попробуйте решить следующую, более 
общую задачу: найти сумму 


$. =[1:2 ... ЕЁ Х 
Ж пп 1... П-Е+И+ 
+ {2.3 ... Ш 
х (8-И@-2)...п- + 
+ [3.4 ... (+2) Х 
х {пт 2) (п-1)...п-Е- И... 
... + (п) (пб... ПХ 
ХЦЕ+ЬА ... Я 
+ МАО м-АЕт?2)... п] Х 
ХЕ#-|... |. 


В. Н. Березин 
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Продолжаем публикацию решений «Задачника Кванта». 


МЗ. (а) На рисунке 1, а плоскость по- 
крыта квадратами пяти цветов. Центры 
квадратов одного и того же цвета располо- 
жены в вершинах квадратной сетки. При 
каком числе цветов возможно аналогичное 
заполнение плоскости? 

{6) На, рисунке 1, б плоскость покрыта 
шестиугольниками сем н цветов так, что 
центры шестиугольников одного и того же 
цвета образуют вершины решетки из одн- 
наковых правильных треугольников. При 
каком числе цветов возможно аналогич- 
ное построение? 

Примечание. В первой задаче чи- 
сло цветов может, равняться единице (все ква- 
драты одного цвета) и двум (как на шахмат- 
ной доске). Во второй задаче вы без труда 
найдете решения © одним цветом и с тремя 
цветами. Желательно дать полное решение 
задач, т. е. описать все раскраски, удовле- 
творяющие указанным условиям. Присылай- 
те, однако, и неполные решения, если соци 
покажутся вам интересными. Подумайте, на- 
нример, существует ли во второй задаче ре- 
Рис. |, а, 6. нение с тринадцатью цветами? 





Решение*) 


Теперь будем считать правильным только такое заполнение плоскости 
квадратами (нли шестиугольниками), при котором сетка, соответствующая 
какому-то одному цвету, нмеет такне же размеры и направления сторон квад- 
ратов (или треугольников), как и сетка, соответствующая любому другому 
цвету. Иначе говоря, все сетки должны получаться друг из друга параллель- 
ным сдвигом. Разумеется, разные сетки не могут быть закрашены одним 
цветом. Решение задачи для обоих случаев (квадраты и шестнуголь- 
ники) аналогично, и мы рассмотрим оба случая сразу. 

|. Докажем сначала, что если плоскость заполнена указанным образом, 
то число цветов равно А? -!-/? в случае квадратов и #? -{- 1 -|-12 в случае шести- 
угольников, где А, { — целые неотрицательные числа (но не равные нулю 
одновременно)**). 


*) Начало решения этой задачи смотри в «Кванте» № 7, сгр. 54. 
**) Существуют и другие формулы, представляющие те жс самые множества чисел, 
например, #—#-Ё для шестиугольников, 


42 


— —— < ———— 


ореичиичиченеиу 





Куапетссте.ги 


Рис. 2. | Рис. 3. 


Примем за единицу длины расстояние между центрами двух соседних. 
квадратов пли шестиугольников. 

Начертим жирными черными линиями сетку, проходящую через цеитры 
квадратов или пестнугольников одного цвета, скажем, красного (рис. 2, 3). 
В случае шестиугольников мы проведем линии только двух направлений, 
так что сетка будет состоять не из правильных треугольников, а из ромбов. 

Пусть АВС — одии квадрат илн один ромб сетки. Выведем формулу 
для его площади. 

В случае квадрата проведем через точки А и В прямые, параллельные 
сторонам. окрашенных квадратиков и точку их пересечения обозначим М. 
Длины АМ=А ин ВМ-={ — ислые числа (одио из них может быть равно ну- 
лю). На рисунке |} ^=3, [=2. Тогда АВ у №--Ё, а плошадь АВСР 
равна К?- [”. 

В случае ромба проведем через точки А и В прямые, параллельные апс- 
фемам шестиугольников, н точку их пересечения обозначим М. Угол ЛМВ 
может оказаться равным 120” или 60”. Проведем прямые так, чтобы он 
был равен 120°. Длнны АМ=#н ВМ=/ — целые числа (одно из них может 
быть равно нулю). На рисунке 2 А=1, [=2. Тогда АВ - р № -ЕАЬ, 


а площадь ромба равна у (Е 1). 


Мы докажем, что число иветов, участвующих в раскраске, равно отно- 
шению площадн АВСВЬ к илощадн одного окрашенного квалратика (случай 
(а)} нли 1лестнугольника (случай (6)) и, тем самым, равио: 

в случае квадратов &2-[?, 

в случае шестиугольников А? А -+ {2 


(так как площадь одного шестнугольника равна та 


Это сразу следует из следующей леммы. 

Осповная лемма. Часть АВСР, закрашенная каждым цветом, 
участвующим з раскраске, либо представляет собой один квадратик (в слу- 
чае (а)), соответственно шестиугольник (в случае (6)), либо состоит из ку- 
сочков (для красного цвета — четырех, для других цветов — двух}, из ко- 
торых можно сложить такой же квадратик или соответственно шестнуголь- 
НИК. у 

Доказательство леммы несложно, и мы предлагаем читателю провести 
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Рис. 4. Плоскость заполнена одинаковыми 
фигурами площади 13 каждая. Попробуйте 
найти «элементарный» кусок заполненной 
таким образом плоскости и склеить из него 
тор, как мы это сделали с квадратом. 

Указание. Надо выбрать 13 фигур, из них 
сложить многоугольник, который ие будет 
квадратом, но тем не менее легко склеится 
в тор. Делать это надо с листом клетчатой 
бумаги. 
















его самостоятельно. Заметим только, что раскраска всех квадратов (ромбов) 
жирной сетки одинакова, то есть еслн вырезать квадрат (ромб) АВСР из 
плоскости и наложить его, скажем, на соседний квадрат (ромб), то часть 
АВСО, закрашенная любым цветом, точно совместится с частью соседнего 
квадрата (ромба), закрашенной тем же цветом. 


Существует другой способ изложить это доказательство, более красивый, но требующий 
некоторой работы воображения. Ограничимся сначала случаем квадратной сстки. Вырежем 
из плоскости квадрат АВСО и скленм из него трубку — цилиндр, раскрашенной стороной 
снаружи, совместнв стороны АВ и ОС. Эта трубка ограничена двумя окружнос- 
тями, получившимися из сторон АВи ОС. Склеим этн окружности друг с дру- 
гом (совместив точку А==В с точкой В:-=С). Бумажную трубку придется для этого силющить, 
но мы все равно будем считать всю ее окрашенную поверхность за единое целое, не разде- 
леиное ма части сгибами. Площадь поверхности полученной фигуры равиа #? +-Ё, а часть 
ее, закрашенная любым из цветов раскраски, — квадратик размером 1х1. Мы вам сове- 
туем все это практически проделать с квадратным листком бумаги, раскрасив его пятью 
мли большим числом цветов. 

В случае шестиугольников мы придем к аналогичному результату. если таким же обра- 
зом склеим прямоугольник, имеющий одну сторону, общую с ромбом АВСО, а другую, рав- 
ную высоте ромба. 

Можно заполнить плоскость и другими равными фигурами, в которых площади, закра- 
шенные разнымн цветами, равны. Например, в решении задачи (3), присланном из Киева 
(пер. Белинского 8, кв. 32, фамилия автора не указана), предлагается заполнить плоскость 
фигурами, составлеиными из двух квадратов со сторонами Ё и Г. Скажем, для Е==2 и 1==3 
(13 цветов) фигура будет такой, как на рисунке 4. 


|. Теперь пусть нам дано число 71= #2 --Ё? или п= #2 @-Н2. Покажем, 
что плоскость можно заполнить в соответствии с условием квадратами т 
цретов или шестиугольниками п цветов. 

Заполним плоскость равными квадратами или правильными шестиуголь- 
никами и начнем их раскрашивать следующим образом. 

Закрасим один из них красным. Отсчитаем от него А квадратиков (шести- 
угольников) в одну сторону, потом повернем на 90° для квадратов и на 60° 
для шестиугольников и отсчитаем [| квадратиков (шестиугольников) в но- 
вом направлении, и тот квадратик (шестиугольник), в который мы придем, 
тоже закрасим красным. На отрезке, соединяющем центры двух красных 
квадратиков (шестиугольников), как на стороне, построим квадрат (а) илн 
правильный треугольник (6). Пристраивая к нему равные квадраты (пра- 
вильные треугольники), мы получим центры всех квадратов (шестиуголь- 
ников), которые надо закрасить красным; сдвигая параллельно всю сово- 
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Табл. 1. Табл. 2. 


купность красных квадратов (шестиугольников), мы будем лолучать каж- 
дый раз новую совокупность незакрашенных квадратов (шестиугольников) 
и закрашивать ее новым цветом, пока не закрасим всю плоскость. По до- 
казанному выше число цветов будет-равно Е? -|{? в случае (а) и А -Е-Н 
в случае (6). 

ИТ. Какие же натуральные числа представимы в виде А3--1? или А? 
1-12? Чтобы выписать первые несколько таких чнсел, удобно составить 
две таблицы: таблицу ! — для А?-{[2, таблицу 2 — для 2-1. 

Числа ниже днагонали повторяют уже написанные, и их писать не пужно. 
Некоторые числа входят в таблицу дважды; соответствующие клетки вы- 
делены. Это значит, что при таком числе цветов имеются два существенно 
различных способа заполнения плоскости. Теперь уже легко начать выпн- 
сывать эти числа в порядке возрастания. 

Первая таблица: 1, 2, 4, 5, 8, 9, 10, 13, 16, 17, 18, 20, 25, 26, ... 
Вторая таблица: 1, 3, 4, 7, 9, 12, 13, 16, 19, 21, 25, 27, 28, ... 

Пусть мы уже выписали эти числа до какого-то места и ищем следующее по величине число. 

Красные линин, проведениые на первой таблице, помогают это сделать. Чтобы объяс- 
нить, как онн проведены, заметим, что в первой таблице каждое число равно квадрату рас- 
стояния от центра той клеткн, в которой оно стоит до точки 0 в левом верхнем углу (за едкни- 
цу длины принимаем сторону клетки). Поэтому, если провести несколько окружностей 
с центром 0, то они разобьют наши числа (то есть центры клеток, в которых они стоят) на 
труппы в порядке возрастания. Если попытаться провести от руки аналогичные линкн во 
второй таблице, то может ноказаться, что они прямые. Но это, конечно, не так. На самом 
деле это графикн соотношений вида 

е-+Ы РС соп5, 
в системе коордннат с началом 0 и осями, идущими: ось Ё — вправо, ось Г — вниз. Перейдя 
к другой паре перемениых: х=#--1, у-#—{ можно увидеть, Что это эллипсы, вытянутые 
в направлении осн и*). 

В определенном смысле мы получили ответ, но, быть может, его можно 
упростить. Например, если в какой-то другой задаче мы получим ответ: 
все числа вида Е? (24-1? п?, где ®, {, т, п целые, то его можно будет пере- 
писать так: любое целое неотрицательное число, поскольку все натуральные 
числа представимы в таком виде. Может быть, н в нашу последователь- 





*) Те, кто читал каижку Н.Б. Расильеваи В. Я. Гутенмахера 
«Прямые н кривые», конечно, заметили, что красные линии — это линии уровня фуякций 
А+ и Е2-+Ы- на плоскости (А, [). 1 
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Рис. 5, а. Рис. 5, 6. Е 


ность входят все натуральные числа, начиная с некоторого места? Чтобы 
доказать, что это ме так, можно воспользоваться снстемой пунктирных 
линий. 

Проведем в первой таблице красную окружность с центром 0 радиуса 
п. Центры всех клеток, в которых стоят числа, меньшие или равные 72, 
лежат внутри или на границе сектора этой окружности с центральным углом 
45°. Поэтому все такие клетки лежат внутри фигуры, получающейся из 
этого сектора, если к нему добавить окаймляющую его полосу ширины 1. 


з ди? 
Площадь этой фигуры меньше меч Зп -. 4. 


; дл? 
Отсюда среди первых л? натуральных чисел меньше там -- 4, 


представнмых в виде А? {?. При больших пл второе число меньше первого 


д “ 
и состазляет от него примерно т В действительности, так как некоторые 


числа в таблице равны, чиссл вида #2--{? еще меныше. Дегко убедиться в 
том, что доля чисел, представимых в внде Е? -|-Е{--{2, еще меньше. 


М4. Дан отрезок АВ. Найти на плоскости миожество точек С таких, что в греугольнике 
АВС меднана. проведенная из веримны АД, равна высоте, проведенной из вершины В. 


Решение 


Редакция получила много писем с решениями этой задачи, но почти все 
они неполные. Миогис читатели забыли, что при отыскании геометрическо- 
го места точек (ГМТ) надо обязательно убедиться в двух вещах: 1) все 
точки найденного множества удовлетворяют условию; 2) все точки, удовлет- 
воряющие условию, принадлежат найденному множеству. Требование 1) мнс- 
гне как раз и не учли. Мы приведем два решения задачи: одно — чисто гео- 
метрическое, второе — с помощью метода координат. 

Первое решенне. Начнем с 2). Пусть нам дан отрезок АВ ни 
пусть С — точка, удовлетворяющая условию, АБ — медиана треугольни- 
ка АВС. `Достройм треугольник до параллелограмма, продолжив медиану 
АР до точки Е так, что Ар =ОЕ. Здесь возможны два случая: угол АЕВ 
острый илн тупой. 

(а) Пусть угол АЁВ острый (рнс. 5, 2). Проведем ВЕГАС, АК] ВР, 
тогда в прямоугольном треугольнике АЁК катет АК равен половине гнпоте- 
нузы АЕ, поэтому -АЕВ=30°. 





Рис. 6, а. 


Рис. 7. 6. 


(6) Пусть утол АЕВ тупой (рис. 5, 6). Проведя ВРТАС, АК || ВЕ, 
получим аналогично случаю (а), что = АЕК= 30°, ноэтому —ЛЕВ== 1507 
(отличие от случая (а) в том, что теперь точки К н В лежат но разные стороны 
от 2). 

Итак, если С — искомая точка, то отрезок АВ виден из точки Е под углом 
в 30° или в 150”. Как известно, все такие точки Е находятся на двух 
окружностях О, и Оь,, которые делятся хордой АВ на дуги в 309” и 60” 
(рис. 6, а), и, следовательно, все точки С — на таких же окружностях 
О’ и0,, полученпых из О; и О, параллельным переносом на отрезок {=АВ 
в направлении от В к А (рис. 6, 6). 

Тенерь докажем, что любая точка /{ окружностей О\ и О, принадлежит 
искомому множеству точек. Пусть М — произвольная точка одной из этих 
окружностей; тогда проведя МК=АВ, МК || АВ, мы получим точку К 
на одной из окружностей О, или О, (рис. 7, а, 6). На рисунке 7, а ВЕТ МА, 


АВЕ, АГ=ВЕ, тогда (из ААКР) АЕ= 5-АК. т. е. точка М удовлетворяет 
условню. Аналогично на рисунке 7, 6 ВЕЕМА, АГ=ВЕ, АЦВЕ, С АКВ= 
= 150°, ДАКЬ=180? — ДАКВ=З0, т. с. ЛЕ= АК, и точка М также 


удовлетворяет условию. Итак, все точки О’ и 05, кроме точек Ми А, 
удовлетворяют условию. 

Отметим, что многие читатели, решавшие задачу геометрически, полу- 
чали в ответе части окружностей О, и О. . (Рисунок 8, а получился, напри- 
мер, у В. Машанова из г. Гродно, рисунок 8, 6 — УС. Иваненко 
изг. Феодосии и рисунок 8, ву А. А ляеваиз Пензенской обл.) Правиль- 


ное решенне (хотя и немного отличное от приведенного здесь) прислала 
Л. Столярова из г. Пензы. 


Второе решение. (Небольшое упрощение решения, присланного 
А. Гришковым из г. Томска.) Введем прямоугольную систему 
координат с началом в точке А, пусть точка В имеет координаты (2; 0), 
а нскомая точка С — координаты (х; у). Пусть АР — медиана в треуголь- 


нике АВС, ВКТ АС (рис. 9). Легко показать, что точка Р имеет координаты 
| - + : Е =) . Тогда АР? = > — - } и? =. По условию ВК?=АР?, поэтому 
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Рис. 8, а. Рис. 8, 6. Рис. 8, в. 
2 2 
из подобия треугольников АКВ и АСР следует, что ВЕРЕ Нли 
/ ы 2 
о р 
т “4 у 
я () 





р 4 о 12 и х2 ы 
"= [( р) } + | 
Преобразовывая (1), получим 
У (2х2-|- 4х — 12) уз-++ (2х + х?)?* = 0. (2) 
Это и есть уравнение, связывающее координаты искомых точек. Некото- 
рые читатели иИсали дальше, что опо определяет кривую четвертого поряд- 
ка, нарисовать которую довольно трудно. 


На самом деле оказывается, что левая часть уравнения (2) раскладывает- 
ся на множители: 


[(х-- 0+ (у УЗ 4+ (У ИЗ) 4] =0. (3) 





Рис. 9. Рис. 10. 


Куапьтеств.ги 


Догадаться об этом можно, например, так. 

Введем обозначение: у?- г. Тогда (2} — квадратное уравнение относи- 
тельно г. Разложим сго левую часть на множители. Для этого найдем 
корни (2). ° 


19 — 2—4 = УИ? — 2? — 45)? — 4(2х В хЁ)? 





2.2 = => э 
А ЧЕ НОЯ. а бе 
=1{) О 3 
Уравнение (2) можно представить теперь в таком внде: 
[2 -— ИЗ: и31"| [2 -- иИЗ— 2х ‚31| 
или 
[Иа И? 32| фа 0" УЗИ = 0. (4) 
Подумайте, какие множества задает каждое из уравнений 
у [4 хе ИЗ о и у [4-1 МЗР.=0 


(см рисунок т где одно из этих множеств — красное, а другое зеленое). 
Преобразуем (4) дальше: 


|у— Их УЗ у рифы 0 УЗ... 1... -1=0: 


стеюда получается (3)*). 

Девятиклассник П: Криксунов из г. Киева и некоторые другне читатели, 
приславшие нам решения Этой задачи, заметили, что аналогично можно ре- 
шить и такую более общую задачу: найии множество точек С таких, что 
в треугольнике АВС отношение меднаны АД к высоте ВЕ равно данному 
числу Ё (годится любой из двух описанных выше способов решения). 


м5. В множестве Ё, состоящем из п элементов, выделены л1 различных подмножеств {ог- 
лнчных от самого А) так. что для каждых двух элементов из Ё найдется ровно одно из данных 
позмножеств, в которое входят оба эти элемента. 


Доказать, что топ. В каких случаях возможно равенство? 


Решение 


По письмам читателей можно судить о том, что эта.задача чрезвычайно 
трудная, по интересная. Собственно говоря, здесь мы имеем дело с двумя 
задачами: 1) доказать, что ти, 2) в каких случаях возможно равенство? 

Что касается первой задачи, то ее решнл полностью только А. Суслин 
из г. Ленинграда. Его доказательство опирается на одну из основных тео- 
рем линейной алгебры, утверждающую, что если число я-векторов больше 
чем л, то они линейно зависимы. 

Для тех, кто знаком с этими понятиями, будет интересно придумать та- 
кое доказательство. Что касается второй задачи, то ее пока полностью 
никто не решил, да это н не удивительно, так как ниже будет показано, что 
опа сводится к одной известной, но нерешенной математической проблеме. 

Для удобства изложения некоторые читатели предложили другие фор- 
мулировки задачи. Вот две из них. . 


*) Уравненве (х—а)? +(у--5)?--сй определяет окружность с цеитром в точке (а; 
радиуса с {см., например, И. М. Гельфанд, Е. Г. Глаголева, А. А. к. 
риллов, Метод координат, «Наука», 1968). 
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Рис. 11. Рис. 12. 


а) Учащиеся одной школы часто собираются груниами и ходят есть мороженое. После 
такого посещения онй ссорятся настолько, что инкакне двое из них после этого вместе моро- 
женсе не едят. К концу года выяснилось. что в лальнейшем они могут ходить в кафе-мороже- 
мое только поодиночке. Доказать, что если число посещений было к этому времени болыше 1, 
то оно не меньше числа учащихся в школе. 

6) Пусть дано я точек. Через каждые две точки проведена ровно одна прямая, причем 
на каждой прямой лежит не более чем (п—\) точек. Нужно доказать, что число прямых 
не меньше л. 

Являются Лв эти задачи эквивалентными первоначальной? 

Во всяком случае. удобно. размышляя над этой задачей, представлять себе элементы 
«точками», а подмножества — влипиями», проходящими через эти точки и делать для себя 
рисупки тнпа наших рисунков Ши 12. (Но добиться. чтобы все лиини были прямыми, 
вообще говоря, пельзя; как показываст задача М3З6, рисунок 12 пельзя исправить так, чтобы 
н красивая дмиуя была прямой, так МТО задача б) ис эквивалентна исходной.) 


Далее мы излагаем решение задачи, следуя указаниям самого автора 
задачи Н. Бурбаки*), и также для удобства нерепнсываем условие задачи. 

Дано п различных элементов н-имеется система п мпожеств, составленных 
из этих элементов, причем: 

}) никакое множество нашей системы не содержитесразу всех элементов; 

2) каждые два из данных п элементов встречаются в одном из множеств 
системы; 

3) если два элемента встретились в одном‘из множеств, то они не встре- 
чеются вместе ни в одном из остальных множеств системы. 

Докажем, что шп. 

Приведем какой-нибудь пример такого размещения элементов. Пусть 
п=5 и имеются элементы: а, 6, с, а, е. Составим такую систему: множеств из 
этих элементов; 

(а, 6). (а, с. е,), (6, е), (6, с), (6,4), (а, а), (а, в), (с, а). 
Очевидно, она удовлетворяет условиям 1), 2), 3). Здесь т=8, и кстатн 8—5. 

Для того чтобы доказательство было более наглядным, мы будем иног- 
да ссылаться на этот пример. 

Доказательство. Захетим, что п>2 и что достаточно доказать 
неравенство 121 для системы множеств, содержащих не менее двух эле- 
ментов. 


1. Система состоит не менее чем из двух множеств. Если бы система 
ссстояла из одного множества. то в снлу условия 2) это множество содержа- 
ло бы сразу все элементы, что противоречит условию /). 


*) См. Н. Бурбаки. Теория множеств, «Мир», М., 1965. стр. 220. 


2. Каждый элемент входит не менее чем в два множества системы. 
Если бы элемент входил только в одно множество, то в снлу 2) оно должно 
было бы содержать все п элементов, что противоречит 1). 


3. Один и тот же элемени не может входить сразу во вее множества 
системы. Пусть какой-то элемент, назовем его х, входит во все множества 
системы. Тогда в силу условия 3) никакие два множества не содержат оди- 
паковых элементов, за исключением элемента х. Следовательно, никакие 


два элемента, отличные от х, не встречаются ии в одном из множеств, ио 
это противоречит 2). 


4. Сопоставнм каждому элементу число множеств системы, в которые 
он входит, т. е. считаем, сколько раз он повторяется в этой системе. В при- 
мере элементу а сопоставляется чнело 3, элементу В —4 ит. д. 

Каждому множеству системы сопоставим число элементов, которые оно 
содержит. В примере первому множеству сопоставляется число 2, второ- 
му — З ит. Д. 

Сумма кех чисел, соответствующих элементам, равна сумме всех чи- 
сел, соответствующих множествам. В примере 3-4 4-3 14 --3=2--3.:.2. 
;2-12.:-2-1.2--2 т. 

В самом деле, если считать два элемента разными, когда они входят в 


разные множества, то обе суммы равны числу элементов всех множеств сис- 
темы. 


5. Обозначения. Возьмем один низ тех элементов, которым соот- 
ветствует нанменьшее число, т. е. который входит в нанменьшее число мно- 
жеств системы. В примере мы можем взять либо а, либо с, либо е; возьмем 
а. Обозначим этот элемент через а„, а чнело множеств, в которые он входит, 
через А,. В примере а,--а, А,=3. В силу пп. 2 и 3 имеем 2, < т. 

Множества, в которые входит а,, обозначим в некотором порядке че- 
рез А, 4.,..., Ак, , а остальные через Аки +л,-.-, Ат. В примере А ‚= (а, 6), 
Д.- (а, с, г), Аза, а}, А .—=(6, ег),... А (с, а) 

Рассмотрим первые А, множеств А, АД, ..., А», - Рассуждая так же, как 
вп. 3, мы вндим, что никакие два из них не содержат одинаковых элементов, 
за исключением а„. Следовательно, мы можем взять по одному элементу 
каждого из этнх множеств и обозначить их соответственно через а, а. ... 
... а» „- Остальные элементы обозначим в некотором порядке через Ян +1 
Чи, 4 ---> Ча. В "ИрИмЕЙе полагаем а", а.т с, 4334. аз®"е; тогда 
А, (ав, 4), А, — (а, а, `а.), Аз — (аз, 4.), А, - (а, ал), А-а, а»), 
Ав (а. аз), А; (23, аз), А; —=(а., аз). . 
Теперь обозначим числа, соответствующие элементам ат, а,, ..., ак 
.., @я_1 В ТОМ же порядке через №,, А. ..., А,_1. Напомним, что элементу 


а, соответствует число А„, причем оно нанменьшее из всех чисел Ау, К. ... 
ие Юн 

Наконец, обозначим числа, соответствующие множествам А, А,, .... 
-...А„ В том же порядке через $1, $., -.., Зы, 2.» Зи 

Обратим еще раз внимание на то, как мы пронумеровали элементы н 
множества. 

Во-первых, А, наименьшее из чисел А, А,, ..., Кит: 


дтае 


Во-вторых, А„ — номер последнего из множеств, в которые входит элемент 
а„, и, таким образом, элемент а„ не входит в множества А, И. 


Множество А; содержит элемент а,, но не содержит элементов ау, если 


13), 1, и 15]. Кроме того, согласно и. 4, А, +... Е ‘$. р... 
[| $: 
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6. Если элемент а, не принадлежит какому-нибудь мнсжеству А,, 


то №,25,. Действительно, пусть множество А; не содержит элемента а 


и состоит из 5; различных элементов. Тогда элемент а; должен встретиться 
с каждым из этнх элементов в каком-нибудь из остальных множеств системы. 
С другой стороны, никакие два из этих элементов не могут ни разу встре- 
титься в этих множествах, так как они уже встречались в Д;. Следователь- 
но, число множеств, в которые входнт элемент а;, не меныые чнсла $;. 

7. Рассмотрим первые &, множеств А\, Д., ..., А, н первые А, элемен- 
тов чт, @2, --.. @в, - Они выбраны таким образом, что каждое множество 
А; содержит элемент а; с тем же номером, но не содержит элементов с дру- 
гимн номерами, тогда, согласно п. 6, 5 = К,, $55, если №": и 


5. а 2 $5 =А., . . я 5 = К,,. 


если А, 2. 


В примере &,—3 и 


2: ий, -3, 3.-5554,=:4, За 4, | 
2=5 Аа: 4. ЗА, 4, 3-5, ы 3. | 
8. Складывая все перавенства, мы получаем, что 
(А, — 1) (51-522 о + 5,) 5 (и - П.Н} 


ИЛИ 
$ 4 За ча 5%, ЗА, -. в НА. 


9. Теперь мы можем доказать требуемое в задаче неравенство т2н. 
Допустим, что т<юл. Сравним две суммы 


а о РЗ ба 2 Зы 
И 
КАН. + тва. А. 


Заметим, что мы так перенумеровалн множества, что элемент а„ не при- 
надлежит множествам Аз +, ..., Аж; значит, о: ..., та И тем 
более 5», +1 Ан к В, так как №, — наименьшее из всех чисел #.. 
В таком случае, поскольку т<5п. получаем: А +... +, >, -.. 
. | но Тогда 5<К, а это противоречит п. 4. 
Доказательство того, что тп, окончено. 


10. Попробуем выяснить, в каких случаях возможно равенство. 
Если = п, то из пп. 8, Эи 4 следует: 


а а ии 
Очевидно, для этого необходимо, чтобы выполнялось равенство 
К. 5-1... 5 


н все неравенства из и. 8 превратились в равенства. 
Поскольку Ё, наименьшее из чисел А, мы имвем 
$ к --1 я Кети +... | А. 
Далее рассмотрим два случая. 
(а) „2. В этом случае, как нетрудно видеть, возможна такая система 
множеств (рис. 9): (а, а1), {ал, аь, @з, ..., @а_1), (а, а»), (а, аз, ... (а 


а„_!). При любом п она удовлетворяет условию задачи... 


(6) К,>2. В этом случае получаем, что все неравенства п. 7 должны об- 


ратиться в равенства. Сравнивая все эти равенства, получаем, что $.=$.=.. 


5, =А:=А,= ... Ав, 
И так же, как для случая (а): $8, ча = -.- =$1= ФА, -м= ... = Аи..15= йи. 
Очевидно, что одно из чисел $1, 5х, ... ‚бк, не более одного из чисел __ Зе 
.., п-т И, Следовательно, $ = 5 = = $ = В: = А =... =): я 2, 


В нтоге мы получаем, что в этом случае выполняется такое условие: 

4} каждое множество содержит ровно { различных элементов и каждый 
элемент входит ровно в [ различных множеств. 

Для этого необходимо, чтобы п={ (1-1) |1. Действительно, рассмот- 
рим какой-нибудь элемент х. Он должен входить ровно в { множеств, сле- 
довательно, все эти множества содержат все л элементов так, как х должен 
встречаться со всеми элементами. Кроме того, они не могут содержать 
одинаковые элементы, так как все они содержат элемент х. Отсюда получаем 
требуемое равенство. 

Для 1=3, т. е. п==7, легко построить нужную систему множеств (рис. 10). 
Но вопрос о том, для каких л вида {2—{--| у множества из л элементов су- 
ществует система подмножеств, удовлетворяющая условиям 1), 2), 3) н 
4), оказывается очень сложным. 

Такая система имеет слециальное название: конечная проективная 
плоскость порядка [—1. (На рис. 12 изображена проективная плоскость 
порядка 2, состоящая из 7 точек и 7 прямых.) Легко доказать, что для лю- 
бой конечной проективной плоскости выполняется н такое свойство, «двой- 
ственное» свойству 2): 

5) Любые два множества из нашей системы имеют общий элемент (оче- 
видно, только один); другими словами, каждые две прямые пересекаются 
в Одной точке. , 

Покажем, как построить конечную проектнвную плоскость порядка 
р © п=р?—р-4{1), где р — простое число. Для этого нужно нспользовать 
«числа» из р-арифметики (см. статью «Сравнения по модулю и арифметика 
остатков», «Квант» № 5, стр. 27—33) — арифметики остатков по моду- 
лю р. В такой арифметике, если р — простое, можно делить любое «число» 
на любое другое, отличное от нуля. Назовем точкой тройку «чисел» (хи, х»,Хз), 
рассматриваемых с точностью до пропорциональности (т. е. тройки (ху, Хо, Хз) 
и (Ех., Ех., Ахз) определяют одну и ту же точку). Договоримся тройку 
(0, 0, 0) не считать точкой. 

Прямая задается тройкой чисел (а:, а., аз) (кроме тройки (0, 0, 0)), 
рассматриваемых с точностью до пропорциональности. Точка (ха, х., Хз) 
принадлежит прямой (а, а, аз) в том и только в том случае, когда ах, + 
ах. Разхз==0. 

Проверьте, что для так определенных прямых н точек выполнены все 
условия 1) —5). Убедитесь, что для р=2 получается как`раз тот пример 
проективной плоскости порядка 2, который изображен на рисунке 12. 

Аналогично можно доказать, что существует проективная плоскость 
порядка р®, где р — простое, К — любое натуральное. Доказано, что 
проективных плоскостей порядка № не существует для бесконечного колн- 
чества № (в частности, для №--6, №М=14). Но уже для М№=10 неизвестно, 
существует ли проективная плоскость порядка М или нет: просто перебрать 
все возможные комбинации` не может ни одна вычислительная машина. 

О теории конечных проективных плоскостей и связанных с ними комби- 
наторных задачах можно прочесть в книге Г. Дж. Райзера «Комби- 
наторная математика» («Мир», 1966, серня «Библиотека сборника «Мате- 
матика»). 
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«Математика» — журнал для уче- 
ников средних школ Народной Рес- 
публики Болгарии, издающийся ЦК 
Димитровского Коммунистического 
Союза Молодежи и Министерством 
народного просвещения. Старше- 
классники Болгарии, увлекающиеся 
математикой, получают ежегодно по 
6 книжек журнала объемом в 48 
страниц. Журнал пользуется боль- 
шой. популярностью — его тираж 
превышает 50 тыс. экземпляров. В 
редколлегию «Математики» входит 
ряд. известных болгарских матема- 
тиков, много времени и сил отдаю- 
щих пропаганде математики среди 
молодежи. 

Традицией журнала является 
систематическая публикация рёсска- 
зов о выдающихся ученых-матема- 
тиках, научно-популярных статей о 
развитии математической науки иее 
приложениях. Из номера в номер 
журнал печатает небольшие мате- 
риалы по математическим пробле- 
мам, доступным старшеклассникам, 
знакомит своих читателей с совре- 
менным изложением ряда вопросов 
элементарной математики, с такими 
разделами науки, как теория мно- 
жеств, теория групп и др. Особенно 
приятно отметить, что все статьи на- 
писаны доступно, увлекательно и 
ярко. Среди материалов журнала 
встречаются переводы статей ино- 
странных, в частности, советских 
математиков. 

Значительное место журнал от- 
водит задачам, рекомендуемым для 
оканчивающих школу, для поступа- 
ющих в институты и техникумы. 
Специальный отдел посвящен более 
трудным задачам: читателям пред- 
лагается участвовать в конкурсе их 
решения. Последние — несколько 
страниц журнала содержат занима- 
тельные и шуточные вопросы. 

В этом номере «Кванта» мы по- 
знакомим наших читателей с не- 
сколькими материалами, переве- 
денными из журнала «Математика». 
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У НАС 
В ГОСТЯХ ЖУРНАЛ 
«МАТЕМАТИКА» 





Редакции 
журнала «Квант» 


Редакция журнала «Матс- 
матика» получила первые но- 
мера журнала «Квант». 

От имени наших многочис- 
ленных читателей и от имени 
редакции сердечно поздравляем 
Вас с созданием Вашего жур- 
нала и желаем плодотворной и 
успешной работы. — Журнал 
«Математика», который издает- 
ся уже девять лет‚,— родной 
брат «Кванта». И мы будем 
очень рады, если оба журнала 
в дальнейшем установят тесное 
сотридничество. 

С дружеским приветом журнал 
«Математика» 


Гл. редактор проф. А. Матеев 
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( двух действиях | 
с действительными числами 


Кирил Чимев 





Действия сложения и умножения действительных чисел подчиняются 
ряду законов. Напомним некоторые из них: 
1. Коммутативность сложения: а -+6 ==6 -ра. 
. Ассоциативность сложения: (а-16)} +е=а-(ь Ес) 


. Ассоциативность умножения: (а6)с=а(Ьс). 


2 
3. Коммутативность умножения: аб = фа. 
4 
5 


. Дистрибутивность умножения относительно сложения: 
(а-ЕБ)с-=ас -Еьс. 
„Любопытно, однако, что эти законы остаются справедливыми и в некото- 
рых других случаях, когда под «сложением» и «умножением» понимаются 
нные операции, отличные от привычного нам сложения и умножения дейст- 


вительных чисел. 


Под. «суммой»*) двух действитель- 
ных чисел аи 6 условимся пони- 
мать тах (а, 6), то есть наибольшее 
из чисел аи В, если а5-6, и любое из 
них, если @-=5. Операцию «сложе- 
ння», которая любым двум действи- 
тельным числам аи Ь ставит в соот- 
ветствие их «сумму», будем обозначать 
знаком ®, так что 

афь= тах(а, В). 


Например: 
(—3)э2=2, 
0е(—К2)-=0, 


лел-л. 


Коммутативность «сложения» 
афф=феа 
очевидна, так как 
тах (а, 6) тах (6, а). 


Под «произведением» двух дейст- 
вительных чисел а и 6 условимся 
понимать число па (а, 6), то есть 
наименьшее из чисел а н Ь, если а5Ь, 
и любое из них, если а-=6. Операцию 
«умножения», которая любым двум 
действительным числам аи 6 ставит 
в соответствие их «произведение», бу- 
дем обозначать знаком ©, так что 

а@В-= пиа (а, 6). 

Например: 

(—3)®2=-—3, 
о®-И2)=-[2, 
л®л-=л. 
Коммутативность «умножения» 
арфа 

очевидна, так как 
пий (а, Б}-=пут (65, а). 


Для того, чтобы установить ассоциативность «сложения» 
(аФЬ)Фс-а®Ф( Фо, (1) 
мы должны убедиться в справедливости равенства 
тах (тах (а, 5), ©-=тах (а, тах (6, с). 
Для этого составим таблицу 1. В ее левой колонке перечислены все воз- 
можные расположения трех действительных чисел а, В, с в порядке возрас- 
тания, ав следующих колонках для каждого из расположений указаны 


*“) Мы ставим кавычки, чтобы нэбежать 
путаницы с привычными арифметическими 
огерациямн. 


55 


56 


Кузя. тоссгтвьго 


величины „50, (аФЬ)Фсе, Фе. 























Ассоциативность «умножения», 





< к аФ(6Ф‹). из этой таблицы видно, 
5 < что равенство (1} справедливо для 
= < ы любых действительных чисел а, 6, с. 
Таблица 1 ыа > = Таким образом мы можем гово- 
з Е < рить теперь о «сумме» трех действи- 
= = е тельных чисел аФЬ Фе, определяя 
Е = = се какаФ(Ь Фо) или, что то же са- 
Ру! :{ | | мс, как (@ФЬФс. Более внима- 
аз ь нс | Ь с с с тёльное изучение той же таблицы 1 
приводит нас к заключению, что 

а св | Е 

| 


ь | ь ь | ь афьФс=: тах (а, 6, с). 
| 











= а=с а [а | с | с т. е. справедливость для любых 
- действительных а, 6, с равенства 
Б=е=<а а а с | [7 
(266)®с=-в®(8‹) 


5 или, что то же самое, равенства 
сь=а : а ь ы ты (ти (а, 5), ф-=тш (а, пит (6, 
и с)) читатель проверит самостоятель- 


но тем же способом, каким мы убеди- 




































1 7 ' | = | пихьвассоциативности «сложения». 
_ Установим теперь дистрибутив- 
гв = ность «умножения» относительно 
ы Е «сложения»: 
> — 
ы < $ (аФЬ)®с--а®дФ( д, (2) 
— — риа —. [> 
з а - - вр Е что можно записать в форме 
|= ы ре - р: .— 
= К Е $ © Е : 
< > = = = Ы пи (тах (а, 5), с) = 
=. Е Е Е Е Е = тах (пит (а, ©), ми (6, с)). 
ТОЧ > = 
а=ь=е| 6 ь ыы ь е Для этого достато гно составить таб 
лицу 2, из которой видно, что ра- 
венство (2) в самом деле справед- 
асе 6 а с НВ 
ливо для трех любых действитель- 
ак | р | ‹ — ы ь > й ных чисел а. 6, с 
Как известно, для обычных 
6=с=а а | с | с Бе. арифметических операций дистри- 
| бутивность сложения относительно 
са ь | р. | с | с 6 с умцожения места не имеет: не для 
._ | Всех действительных чисел спра- 
с=фа | 2 |: в |: Ве | с ведливо равенство (а5) \- с = (ао Ж 


х &-—0. Но для вгеденных нами 

операций «сложения» и «умножения» и такая дистрибутивность справедлива: 

(86) Фс=@®3®(6 949. (3) 

Читатель сам убедится в этом проверив, что тах (пип(а, 6), Ф=тип (тах 
(а, ©, тах (6, с)) для любых действительных чисел а, Б, с. 

Интересно, что «сложение» и «умножение» обладает и другими свойства“ 

мн, которые не наблюдаются в обычной арифметике действительных чисел: 


афа=а, аба-=а; (4) 


а®(афё)=а, аФ(а®в)=а. (5) 
Этн соотношения непосредственно вытекают из определений операций Фи®. 


Куапьтсесте.то 


Все знают что каждому действительному числу а можно поставить в соот- 
ветствие противоположное число, то есть число — а. Мы условимся число. 


противоположное а, обозначать символом а. Например: 2,5= —2,5; —И = 


=|?; 0=0. 
Любопытно, что операции «сложения» и «умножения» оказываются свя- 
занными с операцией взятия протнвоположного числа: 
аФь-а®6; а®Б=аФь (6) 
(в обычной арифметнке такие формулы неверны! 
Докажите эти формулы сами. 
В заключение попробуйте самостоятельно решить такие задачи: 
1. Убедитесь, что для п->2 произвольных действительных чисел ау,...., а» 
аФ.. Фа, =тах (а.,....а,), а®...ба„=пит (ат..., а,). 
2. Верны ли соотношения 
с® (а®6)- (с®а)Ф(с®5), сФ(а®5)-(Ффа®(сФь)? 
3. Докажите, что для любых действительных чисел а, 6, с справедливо 
равенство 





т [пи (а, с), пи(тахж(а, 6), © |= ти (@, с) 
и запишите его с помощью операций Ф и ®. Как после этого можно сразу же 
убедиться в его справедливости? 
4. Пусть а, 6, с, — произвольные действительные числа. Найдите 
простое выражение для величины 
ш[а, — тах (тика, 6), тах (а, ©) |. 
5. Для любых ли действительных чисел а, ©, с верно равенство 


(4965) ®(аФоФс)--а® [с®(с®5) ? 
6. Можно ли найти такое действительное число х, чтобы 
тах [пил (а, таж(а, 6), х|= 6? 


Ниже приведено несколько задач, взятых из постоянного конкурсного огдела журнала 
«Математика». 

1. В некотором царстве, в некотором государстве есть несколько городов, причем рас. 
стояния межлу инмн вес понарио различны. В одно прекрасное утро из каждого города вы- 
летает по одному самолету, который приземляется в ближайшем соседнем городе. 

Может ли н одном городе приземлиться более пяти самолетов? 

2. Доказать: что если а. 6, с — длины сторон треугольннка. а (а. 4, ‚ г— длина про- 
введенных к ним биссектрис внутренних углов, то 

1 р: ь и 1 Ре 
асс 295% 
где р —- полупериметр, а $ — площадь треугольника; знак равенства достигается только 
для равиостороннего треугольшика. 
А. Матеев 
3. Доказать, что еслв действительное число @ является корием уравнения 
Эх хх (2х + 2-х) со 2х2. 
то это число удовлетворяет неравенству |“]- 1. 
В. Пешков 

4. Пусть в плоскостн выпуклого многоугольника существует точка, обладаюн:ая тем 
свойством, что любая прямая, проведенная через эту точку, делит многоугольник на две 
равновеликие части. Доказать. что тогда этот миогоугольник является центрально сич- 
метричным. 

Р. Гролданов 

5. Муха, ис остапавливаясь, поласт в одиом паправлении с постоянной скоростью по 
окружноств верхнего оспования цилиндрической консервной банки, высота которой в 4 раза 
болыше диаметра Э г основания. В некоторый момент из наиболее далекой от мухи точки по- 
верхности банки муху начинает преследовать паук. причем он нолзет по новерхности 
банки с ностоянной скоростью. равной скорости мухи (и также пе останавливается}. Найти 
длину нанкратчайшего пути, но которому паук может настигнуть муху. 

И. Димовски 
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1970 гол — год великого юбилея, 
100-летия со дня рождения В. И. Ле- 
нина, чьнм именем названы премии 
за наиболее выдающиеся исследова- 
ния и достижения в области науки н 
техники. Отрадно отметить, что цаи- 
большее количество премий юбилей- 
ного года выпало на долю физнко- 
математнческих нсследований. Это яв- 
ляется убедительным свидетельством 
успешного развития советской  фи- 
зикн и математики. заннмающих не- 
редовые рубежи мировой науки. Даже 
краткий рассказ о работах, удосто- 
екных Ленинских премий, займет, 
по необходимости, несколько стра- 
ниц в нашем журнале. 

Коллектив сотрудннков четырех 
ведущих научных институтов — Ин- 
ститута экспериментальной и теоре- 
тнческой физики, Радиотехнического 
ииституга, Инстнтута физнки высо- 
ких энергий н Научно-неследователь- 
ского института электрофизической 
апнаратуры — в составе члена-кор- 
респондента АМ СССР В. В. Влади- 
мирского. Д. Г. Кошкарева, А. А. 
Кузьмина, члена-корреспондентга 
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Ленинские 
премии 1970 года 


В. А. Лешковцев 


АН СССР А. А. Логунова, Р. №. Су- 
ляеваа И. Ф. Малышева удостоен 
Ленинской премии за разработку и 
ввод в действие протонного синхро 
трона Института физики высоких 
энергий на энереню 70 Гзв. 

Основным экспериментальным 
средством для изучения  удивитель- 
ного мнра элементарных частиц явля- 
ется ускоритель заряженных частиц. 
Разгоняя частицы до гигантских энер- 
гий, он позволяет исследовать вза- 
нмодействие ускоренных частни с ве- 
ществом, по различным особепностям 
которого можно судить о характере 
сил, действующих между частицами. 
Прн таких взаимодействиях рожда- 
ются новые элементарные частицы, 
которых не существует в обычных 
условиях. 

Самым круиным  ускорителем в 
мире является советский протонный 
синхротрон, построенный недавко в 
молодом городе науки Протвино под 
Серлуховым. Он разгоняет атомные 
ядра водорода — протоны —- до энер- 
гин в 70 миллиардов электрои-вольт 
(70 Гэв; 1 электрон-вольт равен энер- 


гии, Которую приобретает электрон, 
пройдя разность электрических потен- 
цналов в один вольт). Позади оста- 
лись недавние рекордсмены-—ускори- 
тель протонов Европейского атомного 
центра в Женеве на 28 Гэв и анало- 
гичный американский — ускоритель 
Брукхейвенской национальной ла- 
бораторин на 33 Гэв. Следует за- 
метить, что в ряде проведенных экспе- 
риментов энергия протонов, достиг- 
нутая в Протвино, оказалась выше 
проектной и составила 76 Гзв. 


Основная деталь ускорителя —ва- 
куумная камера — гигантское — под- 
земное кольцо длиной 1480 м. Ка- 
мера находится в магнитном поле, 
образованном нри номощи 120 маг- 
нитных секций весом по 200 тонн, 
между которымн размещены 54 уско- 
ряющих устройства {резонатора). 
Создателям ускорителя принилось 
преодолеть громадные трудности, свя- 
занные с необычайно строгими требо- 
ваниями к характеристикам магннт- 
ного поля и расположению блоков. 
Достаточно указать, что отклонение 
какого-либо блока от задаиного по- 
ложения более чем на 0,] мм нарупиа- 
ет работу ускорителя! 


Ускоряемые частицы совершают 
около 400 000 оборотов за 2,6 секун- 
ды и достигают скоростей, весьма 
близких к скорости света в пустоте. 
Попадая на мишени, они рождают по- 
токи вторичных частиц (мезонов, анти- 
протонов, нейтрино ит. д.}, которые 
раесортировываклея — специальными 
сепараторами по разным каналам для 
дальнейших исследований. 


За короткий срок работы уско- 
рнителя в Протвино на нем уже выпол- 
нен ряд уникальных экспериментов. 
Один из них был посвяшен поискам 
тан называемых «кварков» (гниоте- 
тических элементарных частиц с 
дробными значениями электрических 
зарядов), другой завершился созда- 
нием атомных ядер антивещества — 
антнгелия © массой 3. Они состоят 
низ двух антипротонов и одного антн- 
нейтрона. Нет сомнения, что новый 
советский ускоритель-рекордсмен по- 
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может ученым вырвать у природы еще 
не одну тайну микромира. 
Коллектив сотрудников Ереван- 
ского физического института, Ин- 
ститута физики АН Грузинской ССР 
и Московского — инженерно-физиче- 
ского — института — чден-корреспон- 
дент АН СССР А. И. Алиханьян, 
Т. Л. Асатиани, Г. Е. Чиковани, 
В. Н. Ройниивили, Б. А. Долгоиеин, 
Б. И. Лучков — получил премию за 
создание нового средства наблюдения’ 


элементарных частиц — трековых 
искровых камер. 
Исследования элементарных ча- 


стиц требуют не только ускорителей, 
способных создавать подобные ча- 
стицы, но и особых методов регист- 
рации следов этих частиц. Таких ме- 
тодов немного, и каждый из них при- 
нес науке фундаментальные  откры- 
тня. Трековая искровая камера — 
один из лучших современных  мето- 
дов регистрации элементарных ча- 
стни. Она состоит из нескольких 
электродов (пластин или проволочек), 
соеднненных с нсточником высокого 
нанряжения и номещенных в сосуд. 
заполненный нейтральным газом. Про- 
ходя через газовые промежутки меж- 
ду электродами, быстрая заряженная 
частица разрушает атомы газа. Воз- 
никающие при этом заряженные чз- 
стицы — осколки атомов — разгоня- 
ются электрическим полем, разру- 
шают новые атомы и в конце концов 
вызывают электрический пробой га- 
за. Так возникает трек —- видимый 
след частицы, образованный цепоч- 
кой ярких искр. Конструкция камер 
такова, что они способны регистрн- 
ровать, частицы в течение очень малых 
промежутков времени, составляющих 
миллионные доли секунды. Это по- 
зволяет экспериментаторам нацели- 
вать камеру на регистрацию отдель- 
ных видов элементарных частиц и 
хараклерных для них взаимоденст- 
вий. Трековые искровые камеры по- 
могли сделать важные открытня, на- 
пример обнаружить существование 
двух сортов особых элементарных 
частиц — нейтрино, один из кото- 
рых связан с рождением электронов, 
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а другой —с рождением мезонов. 
Профессору физического факуль- 
тета Московского университета А. А. 
Власову Ленинская премия присуж- 
дена за цикл работ по теории плаз- 
мы, содержащий фундаментальный 
метод исследования ве — свойств. 

Плазма — ионизованный газ, со- 
стоящий из огромного числа заряжен- 
ных частиц. Мы встречаемся с ней 
в различных электронных приборах. 
Она образует верхние слои земной 
атмосферы ин заполняет космическое 
пространство. Поведение плазмы силь- 
но отличается от поведения обычного 
газа, состоящего из нейтральных ча- 
стиц. В обычном газе главную роль 
играют прямые столкновения его 
частиц. Поведение такого газа опи- 
сывается уравнением Больцмана. 
А. А. Власов первым показал, что 
в плазме подобные столкновення не 
играют практически никакой роли, 
так как электростатнческое оттал- 
кивание не позволяет частицам  под- 
ходить друг к другу вплотную. `Поэ- 
тому в своем уравнении для плазмы 
Власов исключил классический член, 
учитывающий прямые соударения ча- 
стиц, и ввел новый член, учитываю- 
щий коллективное влияние заряжен- 
ных соседей на поведение отдельных 
частиц. Так было нолучено знаменн- 
тое «уравнение Власова», лежащее в 
основе теорни плазмы. 

Развитый А. А. Власовым метод 
нсследования плазмы нспользуется 
в работах по созданию управляемых 
термоядерных реакций, при изу- 
чении распространения радноволн 
в атмосфере и космическом простран- 
стве, а также в обширной новой обла- 
сти физики, так называемой магнит- 
ной гидродинамике, связанной, в ча- 
стности, с методами прямого преоб- 
разования тепловой энергин в элект- 
рическую. 

Член-корреспондент АН СССР 
Р. В. Хохлов и профессор С. А. Ахма- 
нов, работающие на физическом фа- 
культете Московского университета, 
удостоены премин за ис следования не- 
линейных когерентных  взачмодейст- 
вий в оптике. 
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Обычная оптика имеет дело с та- 
кими процесбами, в которых интен- 
сивность света недостаточна для из- 
менения физических свойств среды, 
через которую проходит свет. Появ- 
ление мощных источников световых 
пучков — лазеров — позволило соз- 
дать новую оптику, так называемую 
нелинейную. Она изучает многочис- 
ленные — изменения физических 
характеристик среды под влиянием 
проходящего света. Основы этой об- 
ласти физики были заложены Р. В. 
Хохловым и С. А. Ахмановым. Одним 
нз важнейших достижений этих 
ученых было создание лазеров с 
изменяющейся длиной волны излу- 
чения. Обычно у каждого лазера име- 
ется своя строго фиксированная длн- 
на волны испускаемого излучения, 
свой цвет. Он определяется природой 
излучающего вещества. Набор воз- 
можных длин волн разных лазеров 
довольно беден; в нем нет многих 
излучений, нужных для физиков, 
химиков и биологов. Р. В. Хохлов 
и С. А. Ахманов разработали новые 
принципы, позволившие менять цвет 
излучения лазера в очень широком 
диапазоне длин волн. Например, по 
их методам можно лазер, работающий 
на невидимых инфракрасных волнах, 
заставить излучать ультрафнолето- 
вые лучи. Такие лазеры находят мно- 
жество важных практических при- 
менений. Они чрезвычайно расши- 
рили возможности изучения природы 
вещества. . 

Пятая Ленинская премня по 
физике присуждена сотруднику Госу- 
дарственного оптического института 
Ю. Н. Денисюку за цикл работ «Го- 
лография с записью в трехмерной 
среде». 

Обычные фотографии дают нам 
плоское изображение запечатленных 
на них объектов. А в зеркале мы ви- 
дим объемное изображенне — пред- 
меты кажутся расположенными в глу- 
бине зеркала. Конечно, того, что мы 
видим позади зеркала, в действитель- 
ности там нет. Изображение создают 
падакяцие на зеркало и отраженные 
от него световые волны. А нельзя.ли 


сделать так, чтобы объемная картина, 
которую мы видим в зеркале, не ис- 
чезала и после удаления зеркала? 
Иными словами, нельзя ли зафикси- 
ровать объемное изображение нейро- 


зрачных предметов так, как это 
делает с плоским изображением обыч- 


ная фотопленка? Эгу задачу и решил 
Ю. Н. Денисюк (до него аналогичную 
задачу полученйя объемного изобра- 
жения прозрачных тел решил англий- 
ский физик Габор). Оказывается, 
что для этого надо зафиксировать в 
спецнальчной прозрачной — мелкозер- 
нистой эмульсии распределение све- 
товых волн вблизи рассматриваемого 
предмета (как говорят. получить го- 
лограмму предмета). Еслн проявить 
полученный «снимок», он будет со- 
вершенно ненохож на изображаемый 
предмет. Однако, осветив проявлен- 
ную пластинку белым светом, мы 
увидим вблизи нее великолепное 
объемное изображение сфотографи- 
рованного таким образом предмета. 


Если вогнутое зеркало сфотогра- 
фировать обычным способом, полу- 
чится кружок со световыми бликами. 
Если же получить голограмму тако- 
го зеркала, то созданное с ее помощью 
изображение будет настолько реаль- 
ным, что сможет фокусировать пада- 


ющий на него свет как настоящее 
вогнутое зеркало. 

Новый способ получения трех- 
мерных — изображений. созданный 


Ю. Н. Денисюком, открывает  воз- 
можности создания цветного объем- 
ного кино и телевидения, совершен- 
ствования раднолокации и гидроло- 
кации. 


В области математики Ленинская 
премия присуждена коллективу ле- 
нинградских ‘ученых — академику 
Ю. В. Линнику, — члену-корреспон- 
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денту АН СССР Ю. В. Прохорову, 
профессорам И. А. Ибрагимову и 
Ю. А. Розанову за цикл рабит по 
предельным — теоремам теории веро- 
ятностей. В этих работах найдены 
важнейшие закономерности ряда 
сложных случайных процессов, иг- 
ракщих большую роль во многих 
областях науки и техники. Найден- 
ные закономерности чрезвычайно 
облегчают исследование случайных 
процессов, весьма распространенных 
в природе и обществе. 

Центральный Комитет КИСС и 
Совет Министров СССР также поста- 
новили  ирисудить Ленинские пре- 
мии 19} года в областн наукн н 
техники болыной — групие ученых, 
конструкторов и работников промыш- 
ленностн за следующие работы: 

— комплекс научно-технических 
работ, проведенных с нелью созда- 
ння эксиернментальной орбитальной 
станции и реализованных при 
запусках ракетно-космической снеге 
мы «Союз»: 

— создание автоматических меж- 
планетных станций «Венера-4», «Ве- 
нера-5», «Венера-6» и комплекс на- 
учных исследований по определению 
физических параметров и химическо- 
го состава атмосферы планеты Ве 
нера: 

— создание метеорологической 
космической системы, обеспечиваю- 
щей с помощью искусственных спут- 
ников Земли «Метеор» получение и 
оперативную обработку глобальной 
метеорологической информации для _ 
нужд народного хозяйства. 

В осуществленне этих сложнейших 
научно-технических проблем боль- 
шой вклад внесли советские матема- 
тики и физики. 
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ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 





1. Покажем. что из каждой грани нроиз- 
ноаьного вынукзого многограниинка мож ца 
пройти в любую другую. двигаясь от смеж- 
. ной грани В Смежную. Возьмем для этого две 
иромзтойъмые грайм и выберем в них по точ- 
ке. не лежашей ив граннце. Сосдниим выб- 
раиные точки отрезком. Этог отрезок ие ие- 
ресекасг нлоскостей граней мпогсгралянка, 
ибо многограниик выпуклый. Проведем через 
этой озрезок плоскость, ие содержащую вер- 
нии! многогранника;: это возможно. так как 
У мнагогранинка люби, коцечцое число вер- 
шин. Проведенная плоскость высекаст на по- 
верхности мпогогранника две ломаные. Они 
пе проходят через вернимы многогранинка, 
т. е.. двигаясь но иим, мы будем переходить 
от одной смежной сраии к друтой и пройдем 
из первой грази но в'орую_ Тенерь фикси- 
руем некоторую грань многогранинка. ска- 
жем Гу. н дне точки Оун О». удаленные на гу, 
от всех се вериние. Предположим для нрос- 
готы, что ца весх вершинах миотограниинка 
еходятся по трё  грави; в общем слу- 
чае суть дела остается нензменной. Вер- 
ннины всякой смежной с Г, грани удалены 
на г» либо ог О, либо от 0.. но не от обенх 
сраах. иба все Зочем, гавпоудалеин ые от О, 
и О.. лежат в плоскости грани Г,. Предно- 
зожим. что найдутся такие грани Ги Г., 
что першины первой лежат па расстоянии 
гь от Ор. а вершины иторой — от Ор. Ясно. 
что тогда маилутся две такие гранн, сходящие- 
ся В одной вершине. а значит, в силу донол- 
интельного предиюложения, сменлиме, Тогда 
второй конец их общего ребра равноудален 
от О, п П,. что противоречит  въывукло- 
сти ммотограйвика. 

Итак. перинивы исех смежных с Г, гря- 
ней равиоудалены от одной точки, иапример. 
О. Это верно и для вершин граней, смежных 
© Г. или Г, инт. д., т.е. для всех першин 
миотограниика. Обратное угверждение оче- 
видно 

2. Покажем, что если исе двугранные углы 
ностроенного миогограпинка меньше л. то 
он вынуклый. Возьмем плоскость некоторой 
сто грани. Все смежные © ней грани лежат 
по одиу сторону от этой плоскости, значит. 
во ту же стороих лежит вся трехгольная ин- 
рамида. содержащая нродолженную грапь, 
и три другие пирамнды. имсющие с первой 
но общему ребру. Сасдоватслью. по ту же 
сторону лежат дке грани окгаздра, содержа- 
нию одна ма ребер нервой грани. а значит, 
и сам октаэдр и остальные нирамиды. Чтобы 
завершить доказательство. достаточно вычис- 
лить двугранный угол октаудра. 

3. Действуя, как ирн доказательстве тко- 


уемы Шуейница. летко заметить, что сумма. 


в первой части строго болыше 0 (а не больше 
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либо равна как в ггоремс), зато в левой чисти 
сумма меныше либо равна О (а не страго 
меньше 0). 

4. В примере. носгроенном к теореме Штей- 
иица, мало подклеить либи» часть пирамид, 

5. Доказательство в точности совпадает 
< доказательством того, что соли в каждой 
нершинс многограниика сходится Ё граней, 
то он заведомо пе удовлелворяег теореме 
\Итейница. 

6. Покажем, что всякая замкнутая лома- 
ная, составленная из ребер мнагограмиика — 
чстиозвениая. Ясно, что это достаточно дока- 
зать для ломаных без самопересечения. 

Рассмотрим некоторую ломаную, ие со- 
держащую самонересечений и разрежем мио- 
гогранник по этой ломаной. Пусть в одной 
части А граней. а в другой Ёи 1.-К. Целое 
число [. назовем обхватом ломаной. Если об- 
хват равен |, го доказываемое утверждение 
следует из условия задачн. Применум нидук- 
цию, иусть дли поманых обхрата меныие 1. 
зазача решена. Выберем грань /’. ребро кото- 
рой принадлежит ломаной и которая лежит 
в той части многогранцика. Где граней меньше. 
Пусть Р,. Р.. .... Ру — ребра ломаной, 
являкициеся ребрами грани Ри Рузу,... 
.... ВР; —- остальные ребра граня Г. Перей. 
дем к новой ломаной, которая получается 
низ исходной заменой ребер Р,. .... Ру ма 
Рута. .... Р.. Возможно, новая хоманая с 
самопересечениями п даже состоит из нес- 
кольких несвязанных кусков, но обхват каж- 
дОЙ ес несамолересекающейся части заведо- 
мо меныне 1, значит, новзя ломаная четно- 
знсиная. Предиоложим, что в ней 2А' звеньев. 
У пыбрапной в начале доказательства грани 
20= 5 сторон, тогла число звеньев исходной 
ломаной равно 2№-+20—2К — четкое число 
(рие. 0. 





Рнс. 1. Красные ребра относятся к исходной 
ломаной, зеленые — к вновь построепной. 
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Мы изложим ранение задачи в. изу итоге получим. что 020. Таким образом. В, 
задача т легко следу Рассмотрим «жит т фере 
в-гранный угол. нерии которого це лежн! 9. Предположим противное. Соединим точ- 
на сфере. Проведем луч /. целиком солейж: ку касания каждой грани с веранииами гра 
мийся рнутин (по пе нё границе? усла Пух ъ ни отрезками и рассмотрим угол между дву- 
виячале першииа лежит вне шара. Кажд тя стрезками, которыв омирается па некоторое 
окружность разбивает сфх ру на две ешлянки пеаро многограйнника (рик ЗЕ Величина этого 
Рассмотрим окружиости псресёченвя гр угла ие зависит от выбора одной из граней. 
‹й сгла са сферой и выберем ля каждееи колефАЗАИИХ ребро. №9 В.В». \о В.В. мо 
ннх ту шаянку, которая не содержит точек рем сторонам! ящт. < В.) Вы < в9 } в. 
Ан точек пересечения луча / со сфере! Припкыюе\ каждому ребру велнчину угла 
Рассмотрим ен рес ра Ческую ироскцию и. Г те инерающегося Обозначим угол, ири 
лоскоси иентром ироскции в точке А нисачный ребру Пр. черк» В,. Сумма угло 
Фиксированные & илянок пе пбресекаюис: риивеанных ребрам каждый гранн. равия 
одной точке. значит, ири проекции воз т 
нивне1 кая картина. как на рисунке Дальнейшее локазательство получастся из 





Рис. 2, Рис. 3. 
8” — образ точки В ири проскцив. Сумма доказательства теоремы ЦИейница заменой 
углов мвогоугозьиикя А,. ..., А; строго слова вериниа на слово грань. 


Голыше суммы огносительных углов. Мы ие 
знаем, явдистся ли он выпуклым, но ясво, что 
нрялные отрезкн, соединяющие зочку В” с точ- 











ками Ау, ему целиком иринадлежаг. Это сле- [С , , 
дуст из определения луча [. В СИЛУ ЭТСгГУ 1. р = Ш 3. - |. 

А+... +. Я;: 28—23] н сумма отюси- Е 
тельных углов меныше л(#—2}. 2 И | |. &- | : 

Если вершина лежит внутри шара, то уз р. 
совершению аналогично доказываем, что сум- 5—1. | И 3 | 
ма относительных углов больнее л (#--%). и  Ю-` 1 

Перейдем непосредственно к решги ю за- = ра 
Лачи. Пусть В, — вершина, положоше ко- эт. 
горай не онределено. Разобьем веришны, как 85 ЕЕ № > в‘ 
это описано в задаче 6. из черные и белые. = [о 
Пусь В, — Ослая. Метрудио видеть, что если б в! ыы те ин [8 в | . 

Е ы 1 
вершина А-граиного угла лежит на сфере и 4 
все сго ребра сферу пересекают, кроме одного 4. Если и,720, то сдвинуть всю егребен- 
ребра. касагельного к сфере. то сумма отио- кув на одни шаг внираво. а па место целых 
сигельных углов равиа л(А—2). виисать пуль. Если а, 0, то сдвинуть вю 

Теперь перейдем к внешинм относигель- гребсику на одни шаг влево. Например: 
ным углам и вычислим их суммы при каж- й 
лой вершине. При всех вершинах, кроме х -3:128]. =-- 52| 
В,. этн суммы занедомо равны Эл. Если В Е 
не лежит на сфере, то сумма при ней нс равна 1 
Зл. Сложим равенства при белых вершинах, В=10;9.2.. 1. 1203 2 }. 
вычтем из них равенства при черных и в [ 
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5. Да. е той ллииь разницей. что знак 
=. будет на один щас правее. т. с. 


Ро < р: << 


К сгагье 
Алиса н За: сркальсе 


$ фит. 

2 фут; 6 дюйм. 

60 фут; 3 дюйм: 3 дюйм: 4. 

2.6 дюйм; б дюйм. 

‚ ©.25; Ч. 

Усечениая нирамида размером около 

2 > И; дюйм. 
7. 3 дюйм в ширину; 3/5 Оюйм толщиной. 
8. Оша будет слишком худой. 

11. а) обычным; 6) циферблат овальный: 
при вращении стрелки удаиняются н сокра- 
щаются. 

12. То же. что и с часами в упражнении 
И, 6. 

13. В направлении 63750’ иа северо- 
восток. 

14. Нет. 


и х 


гриф ю- 


К статье 3ООб олнам 
инлуктгинном мегоде 
ваоаках тельства веравенствь 


2. а) Кх-- д”; лля доказалельства псра- 

ненства при п— 2 удобца цвести обозначения 
А, г. №» Х. == ХХ 

о и Ч 5 — 2 | заметить, что 





если (х +4)” С х” + С, ХР +С; хе 
$ Е С «т 
а 
— коэффициенты многочлена (х+4)7”. то 
(РС х"—С у «Ра +С Е хР-2а4* — 
НОР... РОВ 


т 


в) {(2) — Што: << 5. 


д) Г - ШО 10%). —©9 <х< ©; 


в полученном — неравенстие положить 
к А ев. 
АЯ => ал . 

К задаче Бесконсчвоге 


пеоолзлведение 


Сначала убедимся, что получастся гсо- 
метрическая прогрессня: 


{1 -х а-Е. 
х (1 -|- хе | х:8 Е - дв) х 
х (Е -Е х!й м-р) сы 


хм -| 


: №") х 





т. аа а 
Действягелью, х По И # {где 


Члан-ь. -. Ч, ==, 1Юа, +... +1Юйа, — де-. 
сятичная запись любого неотрицательнога це. 
лого числа) обязательно должно появиться” 
в процессе неремножения скобок н притом 
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один раз Газ получаем из первой скобки, а, — 
из второй м т. д). 
Отсюла нскомое произисдение равно 


с = 
не -Ь . . ПЕР 





№ задаче Откуда вананеь 
раненствая? 


Все равенетвл основаны на формуле 


#3 63 аь 


07-1 (а— 6% а (в) ` 
Действительно; 


3 4 653 а-+-ь 
аа ав * 
и? — ав - 6* 


ТЕ а 6 у 


а-ё 


ЕЕ © 


а? --аб — 6: 
а" — и? -- ав -- а? — аб -- В — 


о—ь 
от — 5) * 


К зчазине об лленушке 
ин Инанушке 


Озразим точку А отвосиельно берега мо- 
лочной реки, получим точку А’. Отразим точ- 
ку В отюсителыю берега кисельшой реки. 
нолучим точку В’. Соединим точки А’ и 3’ 
отрезком прямой. Остальное — ясно из 
фиеуика. 


}&.-риниинии 











По вертикали: 

}. Направление по ортодромии. 

2. Понятне из мехакикн. 

3. Препятствие, отражающее лучи. 

4. Иллюстрация к математическому рассуж- 
дению, 

5. Сторона света. 

6. Препятствие. 

10. Предпосылка. 

12. Специалнст в одной из прикладных об- 
ластей физики, 

14. Координата. 

15. Явление, служащее основанием другого 
явления, 

16. Способ. 

17. Аргумент. 

18. Условия работы. 

19. Приспособление для визирования. 
23. Число, обращающее уравнение в равенст- 
во. 
24. Механизм. 
26. Метод исследования. 

27. Метод исслерования. 

29. Число в древнеславянской нумерации, о 
котором говорилось «и боле сего несть че- 


Кроссворд 
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5.) 


ловеческому уму разуметиз. 

30. Часть таблицы. 

По горизонтали: 

7. Действительное число. 

8. Путь движения небесного зела. 

9. Номер. 

11. Явление, сопровождающее передачу 
теила. 

13. Единица у древких математиков. 

16. Мера интенсивности иотока жидкости. 


18. Место, занимаемое цифрой в записи нату- 
раль!ого числа. 

20. Одна из характеристик треугольника. 
21. Угловое движение спутника или самоле- 
та. 

22. Механизм, передающий вращательное 


движение. 

25. Часть телефонного аппарата. 

26. Резкое изменение поведения функини. 
28. Система из скрепленных стержней. 
31. Один из первых нзвестных нам геометров. 
32. Образен. 

33. Советский медик, запимающийся вопро- 
сами кибернетики и ее популяризации. 


Ответ к задаче «Три магических квадрата» опубликован- 


ной в № 7 (см. рисунок). 


3 их 
$ 2% 


1 


сам @ 


у 


мы ои 
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Никто не обнимет необъятного. 
Иные настойчиво утверждают, 
что жизнь каждого запислна в книге 

Бытия. 
Козьма Прутков 


«Вещественными числами  назы- 
ваются бесконечные десятичные дро- 
би» *).Дав такое определение, мы начи- 
наем время от времени произносить 
фразу, стоящую в заглавии статьи. 
А что она означает? Не противоре- 
чим ли мы, намереваясь  рассмот- 
реть бесконечную десятичную дробь, 
житейской мудрости Козьмы Прут- 
кова или аналогичному высказыва- 
нию великого французского мате- 


матика А. Пуанкаре, фигурирующим 


в качестве эпиграфов к статье? Ко- 
нечную десятичную дробь можно «рас- 
смотреть», например, наиисав ее 
на доске и посмотрев на написанное. 
В случае же бесконечной дроби мы, 
разумеется, лишены такой возмож- 
ности. Этому в разной степени пре- 
пятствуют ограниченность размеров 
классной доски, человеческой жиз- 
ни, нашей Галактики и т. д. Однако 
договоримся, что в этой статье мы 
будем ориентироваться на мчфи- 
ческого великана, которому все эти 
ограничения нипочем и любые ко- 
нечные рассмотрения под силу. 

С другой стороны, нетрудно по- 
нять, что бесконечность десятичной 
дроби еще не обязательно означает 
ее «необъятность». Так, при изуче- 
нии рациональных чисел нногда ис- 
пользуется их представление в ви- 
де бесконечных периодических деся- 





*) Читателю ие обязательно знать заранее, 
что такое бесконечная десятичная дробь. 
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Так как мы сами конечны, то мо- 
жем оперировать только с конечными 
предметами. 

Человся. каким бы оя ни бал бол- 
туном, никогаа в своей жизчи не 
произнесе;: более миллидила слов. 

Анри Пукякаре 


тичных дробей, а для задания по- 
следних достаточно указать конеч- 
ное число десятичных знаков, пред- 
шествующих периоду, и сам период 
(тоже конечное число цифр). В ре- 
зультате можно рассматривать такие 
дроби, не вступая в противоречие 
с нашей «конечностью». Арифмети- 
ческая и геометрическая прогрессии 
(бесконечные последовательности !) оп- 
ределяются по двум числам (первый 
член и разность или знаменатель). 
Вы наверняка знаете и другие при- 
меры бесконечных  последователь- 
ностей, задание которых требует 
лишь конечной информации (напри- 
мер, формулы общего члена). Все 
это наводит на мысль, что криминаль- 
ность с точки зрения Козьмы Прут- 
кова фразы, приведенной в заглавин, 
не столь безусловна, а поэтому тре- 
бует более тщательного исследова- 
ния, к которому мы и переходим. 
Итак, мы знаем, что существуют 
бесконечные десятичные дроби, до- 
пускающие конечное описание. До- 
говоримся называть бесконечную дс- 
сятичную дробь «объятной», если су- 
ществует ее «словесный портрет» — 
конечных размеров описание на рус- 
ском языке, ее однозначно задаю- 
нее (т. е. этому описанию удовлетво- 
ряет только одна дробь). Если «сло- 
весного портрета» дроби не сущест- 
вует, то дробь называется «необъят- 
ной». Наша цель — доказать сущест- 
вование «необъятных» дробей. 


Ограничимся лишь дробями, за- 
ключенными между Пи 1, то есть 
выражениями вида 

0, ва... Я... {1) 
где а, 1<Ё<со,— какие-то цифры 
0, 1,..., 8, 9. В теории вещественных 
чисел доставляет много хлопот тот 
факт, что всякая дробь с «хвостом» 
из девяток (все знаки, начиная с 
некоторого места, равны 9) равна 
некоторой дроби с «хвостом» из ну- 
лей (например, 0,099... = 0,100...). 
Чтобы их избежать, не будем рас- 
сматривать дроби, в записи которых 
встречается девятка. Итак, мы будем 
рассматривать дроби вида (1), то 
есть последовательности цифр 
0, <, м5...“ ..., гдеа» могут быть рав- 
ны 0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8*). Мы дока- 
жем, что даже среди таких дробен 
есть «необъятные». 

Как можно это доказать? 

Рассмотрим вначале аналогичную 
ситуацию, относящуюся, правда, к 
конечным множествам (для лучшего 
понимания опишем ее в шутливой 
форме). Директору кинотеатра стало 
известно, что на сеансе присутство- 
вало сто зрителей, а касса продала 
девяносто билетов. Вы, вероятно, не 
удивитесь, что из сопоставления этих 
двух фактов он сделал вывод, что 
в зале находились безбилетники. Он 
просто заметил, что зрителей больше, 
чем билетов, и на всех зрителей би- 
летов хватить не могло. Обратите 
внимание, что это рассуждение дает 
возможность лишь доказать существо- 
вание безбилетного зрителя, а выяв- 
ление конкретного «зайца» требует 
дополнительных исследований (напрни- 
мер, проверки билетов при выходе). 

В семидесятых годах проиглого 
века Г. Кантор **) придумал заме- 
чательный способ проводить анало- 
гичные рассуждения для бесконеч- 





*) Проницательный читатель безусловно об- 
ратит внимание при чтенки дальнейшего 
текста, что все рассмотрения были бы столь 
же содержательны, если бы мы ограни- 
чились только двумя цифрами, например Ои 1. 

**) Г. Кантор (1845—1918) — созда- 
тель теорин бесконечных множеств. 
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ных множеств. Этим способом мы 
и воспользуемся. 

Интересующий нас результат по- 
лучается из сопоставления двух фак- 
тов. 


Факт первый. «Объятные» 
дроби можно перенумеровать, то’есть` 
присвоить каждой некоторый номер 
(натуральное число) так, что разные 
дроби получат разные номера, а каж- 
дое натуральное число будет номе- 
ром некоторой дроби. 


Ф акт второй. Если нам 
дан некоторый набор занумерованных 
дробей, то мы можем построить дробь, 
которая при этом не получила номера, 
то есть все бесконечные дроби зану- 
меровать нельзя. 

В результате получается, что, хо- 
тя множество «объятных» дробей бес- 
конечно, оно в некотором смысле 
«меньше», чем множество всех дро- 
бей, а поэтому, рассуждая, как ди- 
ректор кинотеатра, мы можем сде- 
лать вывод: существует — «необъят- 
ная» дробь. 

Начнем со второго утверждения. 
Процесс, которым мы — воспользу- 
емся, называется диагональным. Нам 
потребуется следующая таблица за- 
мены цифр: 


0—1 1-›2 2-ь3 3-.4 4-,5 
5-»6 6-»7 7-,8 8-»0 


Пусть имеется некоторая зану- 
мерованная последовательность дро- 
бей. Выпищем все дроби сверху вниз 
в порядке их номеров (просим не 
смущаться тем, что получится бес- 
конечная таблица). Выделим диаго- 
наль (для дроби с номером А берем 
Ё-н знак) и, заменив цифры, стоящие 
на диагонали, на соответствующие 
по таблице, вынесем их в правый 
столбец. 

Рассмотрим дробь В, у которой 
десятичными знаками являются эле- 
менты этого столбца (занумерованные 
сверху вниз). Среди знаков В не 
встретится 9, так как ее нет в таблице 
замены цифр. 











пример. 
№ Занумерованные дроби В=0, 
1 0, 11234567801... 2 
2 0, 21416 1453214... 5 
3 0, 51782. 3 
4 0, 0146727801... 7 
5 0, 42311214560... 3 
6 0, 567 2458012... 6 
7 0, 243 567 8024... 0 
8 0, 754 621 50) 2... | 
9. 0808010 22| 22... 3 

= =0,537З601. 
Задача Доказать, что по- 


строенная дробь | не входит в исход- 
ную последовательность. 

Итак, второй факт доказан, пе- 
рейдем к первому. 

Сначала обсудим поучительную 
историю об универсальной библиотеке. 

Сколько томов должна содержать 
библнотека, включающая всевоз- 
можные книги, которые когда-либо 
были написаны, пишутся сейчас или 
будут написаны в будущем? Как 
правило, человека, впервые услышав- 
щего этот вопрос, удивляет, что такая 
универсальная библиотека состоит из 
конечного числа книг (ср. второй афо- 
ризм К. Пруткова). Кажется, все 
это противоречит нашим представле- 
ниям о безграничном прогрессе че- 
ловечества... Но обратимся к выклад- 
кам. Будем считать, что все книги 
состоят из 500 страниц (иначе будем 
разбивать нх на тома) и что каждая 
страница состоит из 40 — строк 
по 50 знаков в каждой. Теперь 
обсудим вопрос о полиграфической 
базе. Будем интересоваться книга- 
мн на русском языке. Для набора 
потребуются как знаки  (литеры), 
отвечающие буквам, знакам препин=- 
ния, так и некоторые знаки для на- 
бора специальных текстов (впрочем, 
если не экономить места, можно за- 
менить формулы, таблицы и т. д. 
их словесными описаниями). Так или 
иначе, будем считать, что достаточно 
ста литер. Нам удобно ввести спе- 
циальный знак пробела между сло- 
вами. Набирая этот знак достаточно 
много раз подряд, можно устраивать 
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сколь угодно длинные пробелы (в 
частности, благодаря этому в число 
пятисотстраничных книг можно вклю- 
чить книги, состоящие из меньшего 
числа непустых страниц). В резуль- 
тате книгу можно представить себе 
как последовательность из 50х40х 
х500=108 знаков, каждый из кото- 
рых может быть одним из 100 зна- 
ков наборной азбуки (литер), т. е. 
как одно слово из миллиона букв в 
языке, алфавит которого состоит из 
100 букв. Обратите внимание, что 
это сведение стало возможным бла- 
годаря введению знака пробела, ина- 
че последовательность знаков могла 
бы не определять книгу однозначно 
(се можно по-разному разбить на 
слова). 

Задача 2. Доказать, что число 
различных слов длины п в языке, 
алфавит которого состоит из А букв, 
равно А”*). 

Совет. Вначале рассмотреть 
пример нашей десятичной системы 
счисления: различных чисел из п 
цифр существует 10” (от 000...0 
до 999...9). 

Из задачи 2 следует, что число 
томов универсальной библиотеки за- 
писывается «всего лишь» единицей с 
двумя миллионами нулей. В число 
этих томов войдут все вершины муд- 
рости, в том числе и не постигнутые 
человечеством, но большинство книг 
будет содержать бессмысленные текс- 
ты. Будет книга, состоящая из од- 
них букв «а» (впрочем, будет и кни- 
га из одних точек, будет и «пустая» 
книга, сплошь состоящая из знаков 
пробела). 

Теперь договоримся оформлять 
«словесный портрет» десятичной дро- 
би в виде книги. Будут ли содержать- 
ся эти книги в универсальной биб- 
лнотеке? Вообще говоря, нет. Дело 
в том, что, говоря об универсаль- 
ной библиотеке, мы исходили все 
таки из предположения, что книги 
имеют размеры, реальные с точки зре- 


*) Слово — это просто конечная последо- 
вательность букв. Мы не интерссуемся вопро- 
сом его осмысленностн. 
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ния нашей житейской практики. 
Однако, если отказаться от реалистич- 
ности в этом ее последнем пристанище 
(а помните, мы ориентируемся на ги- 
ганта, которому она не присуща), 
нельзя исключить того, что неко- 
торые «словесные портреты» могут 
занимать книги, превышающие по 
размеру книги из универсальной биб- 
лнотеки. В связи с этим введем по- 
ня”ие  ультрауниверсальной  биб- 
листеки. Так мы будем называть биб- 
лиотеку, содержащую все кинги сколь 
угодно болыших размеров. Назовем 
размером книги число знаков в ней. 
Договоримся расставлять книги по 
следующему принципу: на полке с 
номером М будут находиться все книги 
размера №. В частности, вся универ- 
сальная библиотека скромно займет 
одну полку с номером  №=108. 
Итак,  ультрауниверсальная  биб- 
лнотека будет состоять уже из беско- 
нечного числа томов: в ней бесконеч- 
ное число полок. Однако на каждой 
полке будет стоять конечное число 
книг. Из задачи 2 видно, что на пол- 
ке с номером № находится 100 книг. 
А отсюда следует, что все книги 
можно перенумеровать! 

Проведем инвентаризацию следую- 
\\нм образом. Предварительно фикси- 
руем порядок книг на полках ультра- 
универсальной библиотеки. Для этого 
вначале укажем порядок букв в на- 
шем алфавите (их ведь конечное чис- 
ло — 100), а затем расставим книги 
в так называемом лексикографическом 
порядке, принятом в словарях (из 
двух слов-книг раньше идет то, у 
которого номер первой буквы мень: 
ше; если первые буквы совпадают, 
то сравниваются вторые буквы сло- 
ва ит. д.). Расставив книги на пол- 
ках, начнем нумеровать их с первой 
полки (на ней стоят книги, состоя- 
щие из одной буквы!). Закончив 
нумеровать очередную полку,  пе- 
реходим к следующей. Поскольку чис- 
ло книг на каждой полке конечно, 
каждая книга рано или поздно по- 
лучит номер. Инвентаризация про- 
ведена! Теперь заметим, что в ульт- 
рауниверсальной бнблиотеке содер- 
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жатся словесные портреты всех ‹объят- 
ных» десятичных дробей, а поэтому, 
двигаясь по нумерации книг в биб- 
лиотеке, мы можем пронумеровать 
все эти портреты, а значит, и «объят- 
ные» дроби (нужно помнить, что у 
одной дроби может быть несколько 
«словесных портретов», и следить, 
не присвоен ли этой дроби уже ка- 
кой-то номер ранее; впрочем, не страш- 
но, если одну дробь мы занумеруем 
несколько раз). 

Существование «необъятных» дро- 
бей доказано. 

Для тех, кто читал книгу Н. Я. Вилен- 
кина «Рассказы о множествах», ннтерпрети- 
руем полученный результат несколько иначе. 
Помните, как телеграф необыкновенной гс- 
стиницы, обнаруженной Йоном Тихим, пе- 
редавал телеграммы, состояшине из бесконеч- 
ной последовательности точек и тире? Пред- 
ставьте себе, что на другом телеграфе, при- 
нимаюшем эти телеграммы, захотели прн- 
думать такой способ их расшифровки. чтобы 
каждой бесконечной телеграмме отвечало 
конечное слово в каком-то алфавите. Мы 
доказали, что такого способа не существует 
(слова всегда можно занумеровать, а теле- 
граммы — нет). Можно сказать еще, что 
не существует способа дать всем точкам 


единичного отрезка различные нмена (ко- 
нечные). 


Мы доказали, что «необъятные» 
дроби существуют, но, подобно выше- 
упомянутому директору кинотеат- 
ра, не в состоянии предъявить конк- 
ретную «необъятную» дробь. А что, 
если попробовать? — Воспользуемся 
однажды выручнвшим нас диагональ- 
ным процессом. Ведь мы ввели по- 
рядок книг в библиотеке, а значит, ста- 
ла фиксированной нумерация «объят- 
ных» дробей. Используя факт 2, по- 
строим  незанумерованную — беско- 
нечную десятичную дробь В. 

Итак, мы превзошли директора кн- 
нотеатра, предъявив — конкретную 
«необъятную» дробь. Но что же по- 
лучилось? Для «необъятной» дробн 
по определению не должно сущест- 
вовать конечного описания, а для 
«необъятной» дроби В такое описание 
построено; им является предыдущий 
текст этой статьи (ведь вы не сомневае- 
тесь, что он конечен?). Не предъявлен 
только занумерованный алфавнт, но 
и в этом сомневаться не приходится. 


Выходит, мы пришли к противоре- 
чию? Прнятно прийти к противоре- 
чию, если перед этим предположили 
противное тому, что требуется дока- 
зать. Но, как вы, вероятно, помните, 
мы такого предположения не делали. 
Как же быть? 

Единственный вывод, который 
можно сделать, состоит в том, что ис- 
пользовавшееся нами понятие «объят- 
ной» дроби, как дроби, допускающей 
конечное описание, является некор- 
ректным и привело к противоречию. 
Для подкрепления уверенности в этом 
приведем еще один пример. Он будет 
касаться уже не бесконечных дро- 
бей, а натуральных чисел. Каждое 
такое число можно описать конеч- 
ным текстом (например, назвав его}, 
так что о «необъятности» говорить 
не приходится. 


Однако найдутся числа, описаний 
которых нет в нашей универсаль- 
ной библиотеке, то есть такие числа, 
для которых не существует описа- 
ния на русском языке, содержащего не 
более миллиона знаков. Последнее 
следует из того, что число томов 
в универсальной библиотеке конечно. 
Среди натуральных чисел, не полу- 
чивших описания, существует наи- 
меньшее. Мы .доказали следующее 
утверждение: 

Существует  наименыцее — нату- 
ральное число, которое нельзя за- 
дать текстом на русском языке, со- 
держащим не более одного миллиона 
знаков. 


Выделенная фраза содержит сто 
тридцать пять знаков. Но ведь сто три- 
дцать пять меньше миллиона, а по- 
этсму нас можно поздравить еще с 
одним противоречием: приведенная 
фраза однозначно описывает упомя- 
нутое число! 

Настало время критиковать по- 
нятие «словесный портрет». Как вы 
думаете, можно ли считать описаниями 
такие фразы: 


«а — бесконечная десятичная 
дробь, знаки которой с номерами, 
делящимися на число шагов, сде- 
ланных Наполеоном в день битвы 


Куап опесизе.ги 


прин Ватерлоо, совпадают с сбответ- 
ствующими знаками числа д, а осталь- 
ные знаки равны нулю». 

«Для определения А-го знака дро- 
би 6 нужно сосчитать число голов, 
забитых во всех футбольных матчах, 
сыгранных в Ё-м году новой эры 
(отсчет ведется по московскому вре- 
мени), и взять последнюю цифру». 

«Пятый знак дроби \ равен 1, 


если в записи ]/2 бесконечной деся- 
тичной дробью цифра 7 встречается 
бесконечное число раз, в противном 
случае он равен 3; все остальные 
знаки % равны 2». 

Я очень старался придумать аб- 
сурдные описания, которые тем не 
менее определяют единственную бес- 
конечную дробь. Вряд ли мы согла- 
симся принять их за «словесные порт- 
реты» дробей. И дело даже не в их 
абсурдности, важно то, что они не 
дают фактического описания этих дро- 
бей. Мы даже не исключилн того, 
что описание может использовать уже 
утраченную информацию из прошло- 
го (<), факты из будущего (5). Кро- 
ме того, конечный текст может содер- 
жать требование проделать бесконеч- 
ное число процедур для определения 
одного-единственного десятичного 
знака (у). Все тот же К. Прутков 
предостерегал от таких ошибок: 
«Если бы все прошедшее было на- 
стоящим, а настоящее продолжало су- 
ществовать наряду с будущим, кто 
был бы в состоянии разобраться: 
где причина и где последствия?» 

Главная же неприятность, ко- 
торая, собственно, и привела нас 
к противоречию, заключается в том, 
что «словесный портрет» мог исполь- 
зовать информацию о множестве всех 
«словесных портретов», в которую 
он сам должен входить в качестве 
одного из элементов. 


То, что эта ситуация, носящая В логике 
название «порочного круга», является нс- 
точником противоречий, известно со вре- 
мени полулегендарного мудреца Эпименнда, 
жившего в УГ веке до н. э., который, будучи 
критянином (то есть живя на о. Крит), 
заявил: «Все критяне — лжецы». Будем для 
простоты делить всех людей ина лжецов, 
всегда говорящих ложь, и правдивых, всегда 
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говорящих правду, иначе ‘можне тотряз- 
нуть в трудностях, связанных с аккуратным 
определением понятия «лжец». Приведенное 
высказывание не может быть правдой, так 
как тогда критянин Эпнменид не мог говорить 
правды. Итак, оно является ложью, а зна- 
чит, доказывает существование хотя бы 
одного правдивого критянина. Что же по- 
лучилось? Из-за того, что один критянин 
(то, что он был мудрецом, сейчас ие важно} 
изрек мысль, которая к тому же не могла 
быть правдой, делается вывод о существо- 
ванни правдивого критянина. Можем лн 
мы быть действительно уверены в его сущест- 
воваини? Стоит ли лосле этого говорить, 
что речь не идет о возможности указать 
конкретного правдивого критянина? 

Было бы еще хуже, если бы Эпименид 
(как иные утверждают) прямо заявил: «Я 
лжец» илн «Я говорю сейчас ложь». Эти 
высказывания не могут быть ни правдой, 
ни ложью. И нсточник неприятностей здесь в 
том, что для решения вопроса об истинности 
высказывания нужно уже знать ответ на 
этот вопрос (порочный круг!). 


Для того чтобы исключить воз- 
можность появления порочного кру- 
га в «словесных портретах», нало- 
жим дополнительное требование эф- 
фективности, то есть потребуем, что- 
бы «портрет» давал «возможность» 
явно построить дробь. Точнее, бу- 
дем считать, что он должен содер- 
жать способ (или, как говорят, алго- 
ритм), позволяющий нашему вели- 
кану с неограниченной памятью, из 
которой он может пользоваться сколь 
угодно большими, но конечными час- 
тями, за конечные промежутки вре- 
мени находить последовательные зна- 
ки дроби. Великана можно себе мыс- 
лить как математическую мащину с 
неограниченной памятью, а описание 
дроби -— конечной программой для 
вычисления ее последовательных зна- 
ков. Мы, разумеется, не дали стро- 
гого определения этого великана-ма- 
шины, и важно, чтобы читатель уяс- 
нил себе это. А тогда я прошу его 
поверить, что такое определение мож- 
но дать (отложив это до другой статьи), 
и, используя интуитивные представле- 
ния, принять участие в обсуждении 
некоторых общих принципов. 

Теперь будем понимать под «объят- 
ной» дробью такую дробь, для вы- 
числения знаков которой существует 
программа. Посмотрим, что измени- 
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лось. Поскольку программы можно 
издавать в виде книг, они содержатся 
в ультрауниверсальной библиотеке, 
а потому 


Е} «необъзятные» дроби сущест- 
вуют. 

Далее, хотя и наученные горь- 
ким опытом, мы не вправе отказаться 
от попыток научить великана вы- 
писывать конкретную  «необъятную» 
дробь. Что же мешает этому? Вы- 
числить номер книги в ультрауни- 
версальной библиотеке (а также по 
номеру написать книгу} нам было 
бы под силу, нмей мы достаточную 
память и время, а значит, этому мож- 
но научить великана. Теперь оста- 
вим лшиь книги, содержащие про- 
граммы для вычисления дробей. Для 
нахождения А-го знака «необъят- 
ной» дроби В берем А-ю по счету про- 
грамму, вводим ее в машину, ждем, 
пока она вычиелит А-й знак, а за- 
тем подключаем программу замены 
знаков по таблице (это уже совсем 
легко). Что же, опять противоречие? 
Посмотрите внимательно, действитель- 
но ли мы построили программу? Вы, 
конечно, обнаружили слабое место: 
нужно уметь по книге определять, 
является ли она программой для 
вычисления знаков бесконечной деся- 
тичной дроби. А кто это должен де- 
лать? Этому надо научить машину. 
Давайте разберемся. Если бы су- 
ществовала программа, позволяющая 
машине отвечать на этот вопрос, то 
мы бы действительно пришли к про- 
тиворечию. Значит, такой програм- 
мы существовать не может. Итак, 
получен замечательный факт: 

2) не сищцествует конечно опи- 
сываемого способа или программы 
(алгоритма) выяснить, является ли 
данный текст программой (алгорит- 
мом} для вычисления — последова- 
тельных знаков бесконечной десятич- 
ной дроби. 

Вдумайтесь в этот результат! В 
предположенни, что существует кор- 
ректное определение понятия алго- 
ритма, без всякой дополнительной 
информации об этом определении, мы 


указали, как говорят, алгоритмиче- 
ски неразрешимую проблему. Есть 
много различных способов устано- 
вить, что некоторые книги не содер- 
жат описаний алгоритмов для вы- 
числения десятичных дробей (если, 
например, они содержат бессмыслен- 
ный Текст или в них речь идет о 
жизни на Марсе), но универсального 
рецепта устанавливать за конечное 
время, содержит лн книга описание 
такого алгоритма, не существует. 

На этом мы закончим обсуждение 
возможного смысла слов, стоящих 
в заглавии статьи. Мы немного боим- 
ся, что после всего сказанного часть 
читателей начнет нскоренять в своих 
занятиях математикой «рассмотрения» 
бесконечных множеств, доставляя не- 
приятности себе и окружающим. По- 
этому сделаем еще несколько замеча- 
ний, которые ‘мы, к сожалению, не 
сможем здесь подкрепить аргумен- 
тами (и ограничимся ссылками на 
авторитеты). Большинство — мате- 
матиков спокойно «рассматривает» бес- 
конечные множества, вводя в свонх 
рассуждениях небольшие — ограни- 
чения, обеспечивающие, по их мне- 
нию, отсутствие противоречий. Прн 
этом, конечно, приходится «рассмат- 
ривать» объекты, словесные опнса- 
ния которых человечество не смогло 
бы завершить до конца дней своих. 
Тем не менее выяснилось, что такого 
рода «рассмотрення» лежат в самой 
основе веками строившегося — зда- 
ння математики, от них зависит и 
его дальнейшая судьба. Хотя ряд 
математиков с боланей нли меньшей 
последовательноствю пытался пе- 
рестраивать математику, исходя из 
понятий, допускающих конечное опи- 
сание, ина этом пути было получена 
много очень содержательных  фак- 
тов, позволивших на многие вещи 
взглянуть по-иному, однако претен- 
зни на то, что в этих рамках н долж- 
но происходить развитие математики, 
широкой поддержки не получили. 
«Никто не может изгнать нас из 
рая, созданного для нас Кантором», — 
сказал один из величайших” мате- 
матиков Давид Гильберт. 
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Помещаем одну из задам. 
предлагавшихся на 9-й гри- 
Эиционной  олимпиае по 
языковедению и математике 
(ча первом туре в 1969 г.). 


Задача. 
Письмо 1. 
Дорогой друг! 

Некоторое время назад 
я купнл двух очень красивых 
собак: овчарку и таксу, но 
быстро обнаружил, что оли 
очень плохо воспитаны. Де- 
ло в том, что онм очень лю- 
бят лаять. В результате 
жить с ними в одном доме 
довольно трудно. Однако я 
не отчаиваюсь, ибо я уста- 
новмл путем практической 
проверки, что мх поведение 
подчиняется определенным 
законам, непонятным, но 
непререкаемым (хотя, воз- 
можно, это объясняется тем, 
что раньше собаки выступа- 
лн в цирке), и что я могу 
воздействовать на ных, иг- 
рая на рояле или зажигая 
настольную лампу. 

В течение каждой мину- 
ты каждая собака либо лает, 
либо молчит: никаких пере- 
ходов они не обнаруживают. 
Поведение же мх в посла- 
дующую минуту — зависит 
только от событий преды- 
дущей минуты, и эта зави- 
симость такова. 

Овчарка в последующую 
минуту ведет себя так же, 
как н в предыдущую: лает 
мли молчнт, если только в 
эту предыдущую минуту не 
было игры на рояле и такса 
не  лаяла. В последнем 
случае овчарка меняет свое 
поведение на противопо- 
ложное: лай на молчание и 
наоборот. 

Что касается таксы, то 
если в предыдущую минуту 
настольная лампа горела, 
такса будет лаять илы мол- 
чать в зависимости от того, 
лаяла‘или молчала овчарка, 
так что такса копирует ов- 
чарку с минутным запозда- 
нием. Если, однако, лампа 
не горела, такса будет де- 
лать противоположное то- 
му, что делала овчарка. 


Продолжение на стр. 25 
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Электрическое сопротивление — 


квантовое явление 


Сопротивление проводника  про- 
теканию электрического тока — 
совсем не такая простая вещь, как 
это кажется на первый взгляд. Как 
мы увидим, и здесь не обойтись без 
кванта. Посмотрим сначала, что мож- 
но сделать без его помощи. 


Классическая теория 


Мы привыкли, что — зклассиче- 
ский» — слово похвальное. Говорят: 
Стрельцов забил «классический гол». 
Вместо «классический» можно было 
бы на более современном жаргоне 
сказать «классный» или даже «же- 
лезный». Совсем иначе относится к 
этому слову физик. В — современ- 
ной физике классическими называют- 
ся теории, созданные классиками на- 
уки прошлых веков, до возникнове- 
ния квантовой физики и теорни отно- 
сительности. Чаще всего слово «клас- 
сический» физики употребляют как 
противоположный слову — «кванто- 
вый». Классическая теория отлича- 
ется тем, что в ней не участвует квант. 
Такие теорин очень просты, современ- 
ному физику они кажутся несколь- 
ко наивными. Они часто приносят 
больную пользу, но, как правило, 
решают вопрос не до конца. В клас- 
сической теорин для современного 
физика всегда чего-то не хватает. 

Во многих книгах, в том числе 
и в учебниках (и даже очень хоро- 
ших), пишется, что электрическое 
сопротивление металла — происхо- 
дит от столкновений электронов, пере- 
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носящих ток, с атомами *) кристал- 
лической решетки. Правильно ли та- 
кое понимание сопротивления? 

„Лучше всего не говорить ни «да», ни 
«нет», а сказать, что оно выражает 
классическую теорию электрического 
сопротивления. К ней относнтся все, 
что мы только что говорили о клас- 
сических теориях вообще. Но в дан- 
ном случае классическая теория ока- 
зывается совсем слабой: она не может 
объяснить многих самых основных 
особенностей электрического — соп- 
ротнвления. В классической теории 
безусловно верно одно: сопротивление 
происходит оттого, что электроны 
передают часть своей энергии и им- 
пульса (количества движения) крис- 
таллической решетке. Но каким имен- 
но образом происходит эта передача — 
вопрос совсем не простой и очень ин- 
тересный. 


Температурная зависимость 


Сопротивление чистых металлов 
сильно возрастает с температурой. 
Для многих из них оно примерно 
пропорционально абсолютной — тем- 
пературе. Прн низких температурах 
такая простая зависимость наруша- 


*) Точнее было бы сказать — с нонами, 
но это здесь для нас несущественно. Ме- 
ханизм электрического сопротивления за- 
ключается в том, что электроны, ударяясь 
0б атомы кристаллической решетки, застав- 
ляют их колебаться—электрическая энергия 
переходит в тепловую. 





Рис. 1. Грефик зависнмостн удельного сопро- 
тивления меди от абсолютиой температуры. 


ется. Это хорошо видно на рисунке |, 
где показано, как меняется с тем- 
пературой удельное — сопротивление 
меди — самого употребительного про- 
водника электрического тока. Как 
видно из рисунка, в области высо- 
ких температур зависимость хорошо 
представляется прямой линией. Но 
если эту прямую продолжить в сто- 
рону низких температур (на рисун- 
ке показано пунктнром), она уходит 
не в абсолютный нуль, а в несколько 
более высокую температуру — для 
меди около 60’ К. На самом деле 
при низких температурах зависимость 
становится более сложной: — сопро- 
тивление меняется пропорционально 
пятой степени температуры. При при- 
ближении к абсолютному нулю со- 
противление чистых металлов ста- 
новится очень малым. Есть группа 
металлов, у которых сопротивление 
совсем исчезает при температуре на 
несколько градусов выше абсолютного 
нуля. Этого явления, называемого 
сверхпроводимостью, мы сейчас ка- 
саться не будем. Достаточно много 
интересного можно сказать и о бо- 
лее простых вещах. 

Если объяснять электрическое 
сопротивление столкновениями элек- 
тронов с атомами, то температурная 
зависимость сопротивления чистых 
металлов остается совершенно непо- 
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нятной. Ведь дело обстоит так, как 
если бы электроны сталкивались толь- 
ко с атомами, совершающими теп- 
ловое движение, но свободно проле- 
тали мимо неподвижных. Иногда так 
и говорят (как будто электрону легче 
попасть в движущийся атом), но 
это ошибка, Это все равно что счи- 
тать, будто, стреляя не целясь, лег- 
че попасть в качающийся маятник, 
чем в неподвижный. Итак, классн- 
ческая теория не способна объяснить 
зависимость сопротивления от темпе- 


ратуры. 
Остаточное сопротивление 


Когда измеряют сопротивление 
чистых металлов при очень низких 
температурах, то обнаруживается за- 
мечательная вещь. Продолжая кривую 
рисунка | кабсолютному нулю, полу- 
чают сопротивление, которое долж- 
но было бы остаться, если бы можно 
было на опыте достичь абсолютного 
нуля. Его так ин называют остаточ- 
ным сопротивлением. Оказывается, 
что оно сильно меняется от образца 
к образцу. Остаточное  сопротивле- 
ние крайне чувствительно к ничтож- 
ным примесям, к механической и 
термической обработке. Тщательно 
очищая металл, обрабатывая его 
так, чтобы добиться безупречного 
кристаллического строения, можно 
уменьшить остаточное сопротивление, 
и нет предела этому уменьшению. 
Итак, опыт наталкивает на удивитель- 
ный вывод: идеальный кристалл при 
температуре абсолютного нуля не дол- 
жен иметь электрического сопротив- 
ления. Иными словами: электриче- 
ское сопротивление чистых металлов 
происходит только от нарушений кри- 
сталлического строения, которые 
вызываются тепловым движением, 
примесями и дефектами (неправяль- 
ностями) кристаллической решетки. 


Атомные коридоры 


Если бы электроны двигались ло 
законам классической механики, они 
должны были бы сталкиваться с ато- 
мами независимо от того, располо- 


жены ли атомы в строгом порядке или 
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Рис. 2. Движение электронов и распространс- 


нне электронных волн в правильном (идеаль: - 


ном) кристалле. 


нет. Конечно, между правильными 
рядами атомов есть своего рода ко- 
ридоры (рис. 2), но чтобы направить 
электрон по такому коридору, требо- 
валась бы точная ориентировка крис- 
талла по отношению к приложенному 
электрическому напряжению. А ведь 
обычно мы имеем дело не с одним 
кристаллом, а с сочетанием множе- 
ства мелких кристалликов, орненти- 
рованных случайным образом. Оди- 
ночный правильный кристалл на- 
зывают монокристаллом (от грече- 
ского слова «моно» — один), а соче- 
тание многих кристаллов — поли- 
кристаллическим агрегатом (от гре- 
ческого «поли» — много). Так вот, 
точные измерения показали, что соп- 
ротивление поликристаллических 
агрегатов очень мало отличается от 
сопротивления монокристаллов. Осо- 
бенно важно то, что сопротивление 
поликристаллических агрегатов силь- 
но уменышается с понижением тем- 
пературы. Это никак нельзя объяс- 
нить движением электронов по атом- 
ным коридорам по законам класси- 
ческой механики. При переходе из 
одного кристаллика в другой атом- 
ный коридор резко меняет свое на- 
правление (рис. 3). Электрон должен 
был бы с разлету стукнуться о «стен- 
ку». А он спокойно шествует по атом- 
ному лабиринту, подобно Тезею, ко- 
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Рис. 3. Схема движения электронов по атом- 
ным лабирнитам в поликристаллическом агре- 
гате. Красным цветом показаны электроны. 


торому указывала направление нить 
Арнадны. Что же это за чертовщина 
н как это объяснить? 


Чудеса без чудес 


Давно известны еще более уди- 
вительные факты. Механическая и 
термическая обработка заметно 
влияют на электрическое сопротив- 
ление металлов. Воспользуемся для 
удобства применяемой в технике едн- 
ницей удельного сопротивления 
ом. мм?/м=107* ом-см=10-8 ом-м. 
В этих единицах удельное сопротив- 
ление обычной технической меди 
при 20° С выражается числом 0,0172. 
После холодной протяжки сопро- 
тнвление медной проволокн возрастает 
до 0,0177. Даже наматывания про- 
волоки на катушку достаточно, что- 
бы ее сопротивление возросло. Если 
же подвергнуть проволоку отжигу, 
то есть длительному нагреву, а за- 
тем охладить ее опять до 207 С, зна- 
чение сопротивления возвращается 
к нормальной величине. Очевидно, 
сопротивление чувствительно к не- 
большим нарушениям  кристалли- 
ческой структуры (такие свойства 
называют структурно чувствительны- 
ми). Еще поразительнее чувствитель- 
ность сопротивления к ничтожным 
примесям. Тщательная очистка умень- 
шает удельное сопротивление ме- 


ди при температуре 20°С д 
0,0169 ом-мм?/м. Это  обстоятель- 
ство имеет болышое значение для 
техники. Ведь если уменышить со- 
противление проводов, то — умень- 
шаются и бесполезные потери элект- 
роэнергии на их нагрев. Поэтому 
медь, предназначенную на электро- 
технические нужды, подвергают спе- 
циальной очистке посредством элект- 
ролиза. Этот своеобразный метал- 
лургнческий процесс несколько на- 
поминает «переливание из пустого в 
порожнее». На аноде медь раство- 
ряется, а на катоде осаждается медь, 
чистота которой — нзмеряется «тре- 
мя  дДевятками» после запятой: 
99,999%, то есть примеси в электро- 
литической меди составляют всего 
тысячную долю процента. Такая тща- 
тельная очистка очень важна: 
после нее сопротивление, а с ним и 
тепловые потери заметно снижаются. 

Посмотрим теперь, как количест- 
во примесей влияет на сопротнвле- 
ние меди. Достаточно добавить к 
меди 1% марганца, чтобы удельное 
сопротивление ее возросло до 
0,048 ом. мм?/м, то есть почти в три 
раза! Между тем  сопротивле- 
ние чистого марганца составляет 
0,05 ом-мм?/м. Таким образом, до- 
статочно ввести в медь 1% марган- 
ца, чтобы ее сопротивление стало 
практически равно сопротивлению 
100%-ного марганца! Это не исклю- 
чительный случай. Примерно так же 
действуют добавки железа, кобаль- 
та, иридия и другие. Если бы со- 
противление происходило от столк- 
новений электронов с атомами ирн- 
месей, эти примеси должны были бы 
влиять раз в сто слабее. С точки зре- 
ния классической теорин непомерное 
действие малых примесей — чистое 
чудо: 

У сплавов, содержащих примеси 
в большой пропорции, сопротивление 
очень велико. Металлурги разрабо- 
тали замечательные рецепты спла 
вов с высоким сопротивлением; ни- 
келин, манганин, константан, них- 
ром м другие. Сопротивление этих 
сплавов в несколько раз больше, 
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чем у каждой из составных частей. 
Так, константан, состоящий из 60% 
меди и 40% никеля, имеет удельное 
сопротивление 0,44 ом. мм?/м, в то 
время как у чистой меди оно равно 
0,017, ау никеля С,072 тех же еди- 
ниц*). 

«Королем» подобных сплавов мож- 
но назвать всем известный нихром, 
удельное сопротивление — которого 
около 1 ом. мм?/м. Недаром он на- 
шел такое широкое применение в 
нагревательных приборах. Есть раз- 
ные рецепты нихрома. Простейший 
из них — 80% никеля и 20% хрома. 
Такой сплав имеет удельное сопро- 
тивление 1,05 ом. мм?/м, в то время 
как у чистого никеля оно 0,072 и 
у хрома 0, 131. Этот сплав дорогой, но 
можно без ущерба заменить часть до- 
рогого никеля дешевым железом. Одно 
время «рекорд» среди подобных спла- 
вов держал мегарип из 65% железа, 
30% хрома и 5% алюминия с удель- 
ным сопротивлением 1,4 ом-мм?/м. 

Поразительно, что температурная 
зависимость сопротивления у сплавов 
совсем другая, чем у чистых метал- 
лов. Сопротивление большинства 
сплавов тоже возрастает с температу- 
рой, но гораздо слабее. Специально 
для научных приборов, где желатель- 
но иметь постоянное сопротивление, 
разработан уже упоминавшийся кон- 
стантан, название которого означает 
«постоянный». В интервале темпера- 
тур от 0° до 400° С его сопротивление 
меняется всего лишь от 0,441 до 
0,448 ом- мм?/м. 

С точки зрения классической тео- 
рии постоянство сопротивления спла- 
вов столь же мало понятно, как и 
пропорциональность сопротивления 
температуре для чистых металлов. 
Сопротивление сплава должно было 
бы по смыслу этой теории склады- 
ваться из сопротивлений его состав- 
ных частей по простому правилу 
смешения (как, например, теплоем- 
кость). Если внимательно разо5- 
раться во всем, что известно об 





*) Все цифры здесь приведены для темпе- 
ратуры 20° С. 
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Рис. 4. Нарушение правильности атомного 
волновода тепловым движением. 


электрическом сопротивлении, то ста- 
нет ясно, что уже это простое явле- 
ние вынуждает для своего понимания 
обратиться за помощью к кванту. 


Электронные волны и атомные 
волноводы 


Все становится на свое место, если 
вспомнить, что по законам квантовой 
механики электрон имеет одновре- 
менно свойства частицы и волны, 
\ЦЩирина атомных коридоров близка 
к длине волны электрона, ин потому 
при движении по таким коридорам 
волновые свойства электрона про- 
являются в полной мере. 

В раднотехнике  сантиметровых 
волн широкое применение имеют вол- 
новоды. Это — металлические трубки 
круглого или прямоугольного сече- 
няя. Радиоволны распространяются 
по волноводу, следуя за всеми его 
нзгибами. Свет — тоже электромаг- 
нятные волны, и его можно запрятать 
в световод — трубку с зеркальными 
стенками *}. В последнее время охотно 
пользуются тончайшими светово- 
дами — стеклянными волокнами. 
Их можно как угодно изгибать — 
свет все равно будет послушно 


*) На практике нет необходимости делать 
стенки зеркальнымя. Обычно используют 
явление полного внутреннего отражения, 
но это для нашей темы не имест значення. 
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следовать влоль 


волокна. 
Действие световода с зеркальными 


стенкамн легко понять. Световые 
волны все время отражаются от сте- 
нок и, таким образом, остаются внут- 
рн световода. Радиоволны тоже хо- 
рошо отражаются от гладких ме- 
таллических поверхностей. Если же 
поверхность шероховатая, то волна 
как бы разбивается о зазубрины и 
в результате рассеивается и погло- 
щается. Ее энергия переходит в тепло. 

В квантовой теории протекание 
электрического тока через металл опи- 
сывается как распространение элект- 
ронных волн по атомным коридорам, 
играющим роль волноводов. Ёсли 
атомы расположены на плоскости в 
идеальном порядке, на равных рас- 
стояниях друг от друга, то такая 
плоскость полностью отражает элект- 
ронные волны — наподобие идеаль- 
ного зеркала. Рассеяние и поглоще- 
ние электронных волн происходит 
только при нарушении строгого по- 
рядка в расположении атомов. Этот 
удивительный вывод был получен 
впервые довольно сложным матема- 
тическим путем из уравнений кван- 
товой механики. Но его можно было 
бы сделать и на основании установ- 
ленных опытным путем свойств элект- 
рнического сопротивления, если бы 
к ним отнеслись более внимательно. 

В идеальном правильном кписталле 
волноводы совериенно гладкне. Вся- 


Рис. 5. Первый тип дефектов кристалличес- 
кой решетки — гакансии (пустые места). За- 
мечательно, что электроны  рассенваются 
и на вакансиях — иужно ли лучшее дока- 
зательство того, что ойи сталкнваются вовсе 
не с атомами решетки? Дело в том, что ва- 
каисня нграет роль отверстня в стеике атом- 
ного волновода, нарушающего правильное 
распространение электронных волн. 


кое нарушение атомного порядка 
действует как шероховатость стенок 
волновода. Электронные волны рассен- 
ваются нарушениями решетки. Часть 
энергии электронов поглощается и 
переходит в тепло. Это и есть кван- 
товый механизм электрического со- 
противления. Правильность атом- 
ных волноводов нарушается теп- 
ловыми колебаниями, на которых 
рассенваются электронные волны 
(рис. 4). Отсюда возникает тепловая 
часть электрического — сопротивле- 
ния, зависящая от температуры. Ох- 
лаждая металл, ее можносделатьсколь 
угодно малой. При этом сохраняется 
остаточное или структурное сопро- 
тивление, связанное с постоянными 
дефектами (порчей) кристаллической 
структуры (рис. 5 и рис. 6}. Дефекты 
есть во всяком кристалле и зависят 
от его «биографии» — от условий, в 
которых он зарождался, рос и сущест- 
вовал. Дополнительные дефекты воз- 
никают при холодной механической 
обработке — протяжке проволоки и 
даже намотке ее на катушку. Оттого 
и возрастает сопротивление. При дли- 


ГР 
-& =-а *. 4 д ‚" г с = 
% ы ыы 
оо оо э 9 - 
< —> -® > % = <> 
` -— \ , -% ”* 8 9 2 
© з С Ш № ® -^ - з > 
_% > и > 7 ` ; $ 
ы ._ Р\ 
— К ® 9 ® 
8 & ® А [2 |” < = а 
мч м -> -3" 
$ $ `. - 9) © о Э 
эоэоовооо я о и. ^^ 
—т® -“ 9 * 
т 4 > ``) © ® Э 
озоэо о 9 У ль ВФ 


Куап-тссте.ги 


О А 





Рис. 6. Второй тип дефектов кристаллической 
решетки — дислокации. 


тельном нагреве (отжиге) атомы воз- 
вращаются на свои места и дефекты 
залечиваются — сопротивление па- 
дает. 

Внедрение инородных атомов вы- 
зывает серьезную порчу кристалли- 
ческой решетки (рис. 7). Прн этом 
один атом примеси может сбить с мес- 
та сотни атомов  кристалла-с«хо- 
зяина». Оттого примеси и повышают 
сопротивление. Замечено, что дейст- 


Рнс. 7. Атом примеси сбивает с места множест- 
во атомов решетки. Из-за этого нарушается 
правильное движение ие только тех электро- 
нов, которые сталкиваются с самнм атомом 
примесн, но и множества других. (Соотяо- 
шения расстояний между атомами кристалла 
них размеров по отношению к атому прнмесн— 
еловные 
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вне примеси тем сильнее, чем больше 
ее атомы по размерам ин другим фак- 
торам отличаются от атомов «хозяи- 
на», чем снльнее они нарушают пра- 
вильность кристаллической — решет- 
ки, 

Если охлаждать металл, то теп- 
ловая (то есть пронсходящая от теп- 
лового движения) часть сопротивле- 
ния падает. Когда она станет го- 
раздо меныие, чем не зависящая от 
температуры структурная часть, то 
при дальнейшем охлаждении сопро- 
тивление почтн не меняется. У спла- 
вов с неупорядоченным строеннем 
структурная часть сопротивления 
настолько велика, что даже при вы- 
сокнх температурах преобладает над 
тепловой. Этим и объясняется сла- 
бая зависимость электрического со- 
противления сплавов от темпера- 
туры. 


Звуковой квант — фонон 


Мы познакомились с некоторыми 
квантовыми явлениями, но сам квант 
нока оставался в тени. Сейчас он 
выйдет на передний план. 

Тепловое движение в твердом теле 
можно представлять себе как коле- 
бания атомов около своих положений 
равновесия. Но частицы в твердом 
теле не могут колебаться независимо. 
Они все прочно связаны между со- 
бою и совершают всегда коллектив- 
ные колебания. Не так, как на Танц- 
площадке, где каждая пара движется 
независимо от других, а как в мас- 
совой сцене большого балета, где 
все исполняют свои партни согласо- 
ванно. 

Коллективные колебания громад- 
ного числа частиц вещества — это 
то же самое, что звуковые волны. Если 
вывести любую частицу из положения 
равновесия, то возмущение будет рас- 
пространяться по телу со скоростью 
звука. Оказывается, что тепловое дви- 
жение в твердом теле можно рассмат- 
ривать как распространение звуко- 
вых волн. Нагревая тело, мы застав- 
ляем его звучать. К счастью для нас, 
частота этих колебаний в миллиарды 
раз выше тех, какие может услышать 
16 
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наше ухо. Очевидно, живые сущест- 
ва в процессе эволюции приспособи- 
лись не слышать «тепловой звук», 
иначе мы не выдержали бы непрерыв- 
ного шума «кричащих» предметов. 

Итак, обнаруживается неожидан- 
ная связь между электрическим со- 
противлением н звуком. Электроны 
рассеиваются на звуковых волнах, 
возбуждаемых при тепловом движе- 
нии кристаллической решетки. Но 
всякая волна состонт из квантов. У 
световой или вообще электромагнит- 
ной волны — это фотоны, у звуковой 
волны — фононы (от греческих слов, 
означающих свет и звук). Фотоны — 
самые настоящие частицы, вполне 
равноправные с другими элементар- 
ными частнцами. Фононы не совсем 
равноправны в том смысле, что они 
способны существовать только внутри 
вещества (в пустоте фононов быть не 
может). Они — и подобные нм — 
называются квазичастицами (то есть 
«почти частицами»). Фонон — самый 
простой представитель обширной 
семьи квазичастиц. Другие ее члены 
нас сейчас не интересуют. 

Мы говорили, что электронные 
волны рассеиваются на шерохова- 
тостях, созданных тепловым — дви- 
жением, то есть звуковыми волнами. 
Но если звуковую волну описывать 
как поток фононов, то и электроны 
можно считать частицами, забыв про 
их волновые свойства. Теперь мы 
как бы возвращаемся к простому 
объяснению сопротивления: — элект- 
ронам мешает свободно двигаться то, 
что они сталкиваются с другими час- 
тицами. Но только не с частицами 
вещества, а с звуковыми квантами — 
фононами. 

Теперь можно, наконец, немного 
ни посчитать. Будем для простоты 
вести расчет так, как если бы все 
фононы имели одну одинаковую час- 
тоту у. Такое допущение неправильно, 
но ошибка от него получается не- 
большая. В свое оправдание мы мо- 
жем сослаться на то, что великие 
физики Планк и Эйнштейн исходили 
из того же допущения в своей теории 
теплоемкостей твердых тел и полу- 


чали не такие уж плсхие результаты. 

Энергия фонона, как и всякого 
кванта, равна Йу, где й — постоян- 
ная Планка, а у — частота волны. 


Число фономов есть =, где Е — 
энергия теплового движения, про- 
порциональная абсолютной темиера- 
туре Т. За множитель пропорциональ- 
ности можно принять постоянную 
Больцмана А. Итак, число фононов *) 


АГ 
равно №М=-„_-. Мы получили очень 


важный результат. Число фононов 
в твердом теле пронорцнонально аб- 
солютной температуре. Следователь- 
но, если сопротивление происходит 
от столкновений электронов с фоно- 
намн, оно тоже должно быть про- 
порционально абсолютной темпера- 
туре! Так разрешается одна из за- 
гадок электрического  сопротивле- 
НИЯ. 

Но этот результат справедлив толь- 
ко при достаточио высоких темпера- 
турах. Ведь по смыслу ‘квантовой 
теории число фононов не может быть 
меньше единицы. Посмотрим, при 
какой температуре оно равно еди- 
нице. Эту температуру называют тем- 
пературой Дебая и обозначают гре- 
ческой буквой 0. Приравняв № еди- 


й% 
нице, находим: Рун Температура 


Дебая (или дебаевская — температу- 
ра) нграет очень важную роль в 
физике твердого тела. С помощью этой 
величины интересующее нас чис- 
ло фононов выражается совсем просто: 

-т. При температуре ниже де- 
баевской это число становится мень- 
ше единицы. Это значит, что можно 
говорить только о среднем числе фо- 
нонов, и расчет усложняется. По 


Т 
-5 По-прежнему остается 


мерой числа фононов в твердом теле, 
а следовательно, и числа столкно- 
вений электронов с фононами. Ис- 


величина 


*) Это число фононов на одно колебание 
решетки, точнее говоря, на одну колеба- 
тельную степень свободы, нли, как любят 
выражаться физики, на один осциллятор. 
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Рис” 8. Обобщенная кривая температурной за- 
внсимостн удельного сопротивления чистых 
металлов. 


ходя из этих соображений, была вы- 
сказана следующая гипотеза: темпера- 
турная зависимость электрического 
сопротивления чистых металлов вы- 
ражается универсальной функцией от 


Т 
меры числа фононов -». Матема- 


тически эта гипотеза записывается 
так: т =2(ч) гле Ю — сопро- 
К 0}, 

тивление при температуре Т, Ко — 
при температуре ©, а Е — функция, 
вид которой может быть найден из 
опыта. Важно то, что функция Р — 
общая для разных чистых металлов. 
Как хорошо эта гипотеза оправды- 
вается на опыте, видно из рисунка 8. 
Этот график построил в свое время 
амернканский физик Бардин, про- 
славившийся впоследствии своими 
работами по теории сверхпроводи- 
мости. 

Интересно и полезно связать де- 
баевскую температуру © со скоростью 
звука с. Вспомним, что вещество 
состоит из атомов и волна распро- 
страняется не непрерывно, а перс- 
скакивает от атома к атому. За пе- 
риод колебания т волна ие может 
нройти путь, меньший, чем расстоя- 
ние между соседними атомами а. 
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Иначе волна «повисла бы» в пустоте 
между двумя атомами. Путь, про- 
ходимый звуковой волной за одно 
колебание, равен ст. Итак, атомное 
строение вещества накладывает на 
периоды звуковых колебаний огра- 
ничение: ст = а. Частота ^\ есть число 
периодов за единицу времени, откуда 
ут=1. Таким образом, частоты зву- 
ковых колебаний ограничены усло- 
вием: 
ы * 
Прин тепловом движении возбуж- 
даются звуковые волны (иначе го- 
воря, фононы) с разными частотами, 
как говорят, целый спектр частот. 
Но у спектра фононов есть предель- 
ная частота. Волны с более высокими 
частотами не успевали бы перескочить 
от одного атома к следующему и 
потому не могут возбуждаться. По- 
дробные расчеты показывают, что де- 
баевскую температуру можно опре- 
делять так, как мы это делали, если 
только за частоту * брать предельную 
частоту фононного спектра в твер- 
дом теле. Так мы и будем поступать. 
Нам осталось оценить расстояние 


между атомами а. Если число атомов в 


1 
единице объема равно П, то п == —з 





Отсюда и из формулы (*) получается: 
3 
сз 

рый мы здесь привести не можем, дает 

добавочный множитель 4л. Таким об- 
разом, получается формула, = свя- 
зывающая предельную частоту м со 

скоростью звука С: 


4л зв =1. ыы 





< пл. Более точный расчет, котс- 





Эта очень важная формула тесно 
связана с формулой Релея — Джин- 
са, о которой говорилось в статье 
Я. А. Смородинского («Квант» № 1). 
Выражая частоту \ из формулы (**) 
н подставляя ее в выражение дебаев- 
ской температуры, получим, что 


№ З/п 


у 


у = 


Итак, мы получили связь между де- 
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баевской температурой 0 и скоростью 
звука в твердом теле с. С помощью 
этой формулы и графика, представ- 
ленного на рисунке 8, можно решать 
задачн, которые мы вам предложим. 
Они просты и не требуют особой 
смекалки, но интересны и поучитель- 
ны в двух отношениях. Во-первых, 
вы убедитесь в существованин 
неожиданной связи между такими 
разными вещами, как скорость 
звука и зависимость электрического 
сопротивления от температуры. Во- 
вторых, вы познакомитесь с обобщен- 
ными кривыми, очень полезными во 
многих случаях, когда не удается 
воспользоваться формулами теорин. 
Зависимости К =КТ) у каждого метал- 
ла свон, но раз их удалось совмес- 
тить на обобщенной кривой (рис. 8), 


. значит, эти зависимости и выражаю- 


щие их кривые подобны. Подобие 
имеет здесь более широкий смысл, 
чем в школьной геометрии: оно озна- 
чает, что кривые могут быть совмеще- 
ны путем независимого изменения 
масштабов по двум осям координат. 
Вопросом о подобии физических за- 
висимостей занимается специальная 
отрасль науки — теория подобия, 
о которой мы надеемся еще с вами 
поговорить в будущем. 

А теперь попробуйте решить сле- 
дующие задачи. 


1. Скорость звука в железе равна 
5200 м/сек, удельное сопротивлениепри 
минус 100°С равно 0,592 ом- мм?/м. 
Найдите удельное сопротивление `же- 
леза при температуре +200° С. 


2. Пользуясь зависимостью со- 
противления меди от температуры 
(рис. 1}, определите скорость звука 
в меди. 


ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 


Внимание: в 
уравнении — параметр! 


Вместо предисловия 
. Вспоминается такой случай. Уче- 

нику было предложено решить до- 
вольно безобидное на первый взгляд 
уравнение 

(22—ба-Еб)х = а*—4. (1) 
Недолго думая, ученик проделал сле- 
дующие выкладки: 


са: 2—4 (а—2)(а-+ 2). 
6 20-3; 
а4-2 
а: (2) 


Он явно не учел, что в заданном 
уравнении содержится параметр а 
и что уравнение с параметром — это, 
по существу, множество уравнений. 
Вот и наше уравнение при а =0 
принимает вид бх -= —4, при а = \ 
принимает вид 2х = —Зит. д. Ины- 
ми словами, дав параметру конкрет- 
ное числовое значение, мы из множест- 
ва уравнений выделяем одно — соот- 
ветствующее выбранному значению па- 
раметра. Но тогда и решения зависят 
от параметра. 

Мы уже говорили, что при а = 0 
уравнение (1} принимает вид бх= —4. 
Корнем этого уравнения является зна- 


чение х-- ——_, Но и по формуле 

(2) при а = 0 нолучается х= —-=. 

При а = | уравнение (1) принимает 

3 

вид 2х = —3, откуда х=——. Но 

и по фэрмуле (2) прна = 1 получается 
м 
о 


Если бы такое положение имело 
место для любого действительного зна- 


3 
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чения а, то можно было бы утверждать, 
что формулой (2) определяется ре- 
шение уравнения (1). Но это не так. 

Положим а =. Уравнение (1) 
принимает вид-0О.х = 0. Корнем это- 
го уравнения служит любое действи- 
тельное число, тогда как формула (2) 
дает в этом случае х = -4. 

При а =3 уравнение (1) принн- 
мает внд 0-х = 5. Это уравнение не 
имеет решений. Впрочем, и выражение 
а-+2 





не имеет смысла при а = 3. 





ва—3 
Таким образом, утверждать, что 
а-2 
х—=— 3 При любом значении пара- 


метра, нельзя. 

На самом деле рассуждать надо 
было следующим образом. Прежде 
чем делить обе части уравнения (1) 
на коэффициент при нензвестном, по- 
смотрим, не может ли случиться так, 
что при некоторых значениях пара- 
метра этот коэффициент обратнтся в 
нуль. Замечаем, что трехчлен а*—5ат 6 
обращается в нуль прна=2, а==3. Зна- 
чит, нужно отдельно рассмотреть эти 
случаи, что мы уже сделалн. Если же 
52, а5е3, то можио обе части урав- 
нения разделить на коэффициент при 


х, получим х = а Объединяя полу- 


ченные результаты, запншем 

Ответ: еслна = 2, то х — любое 
действительное число; 

если а = 3, то решений нет; 

; а--2 

если 0529, а-23, тох == = , 

Этот простой пример показыва- 
ет, что при решении уравнений с па- 


49 





Рис. 1. 


раметрами особое значение имеет рас- 
смотрение всех возможных случаев. 
При этом заранее трудно предсказать, 
какие случаи выявятся в процессе 
решения. Это, с одной стороны, за- 
трудняет решение, но, с другой сто- 
роны, делает работу более интересной, 
придавая ей исследовательский харак- 
тер. 
Немного теории 

Общий вид уравнення © одним 

параметром таков: 
Е(х,а) = 0. (3) 

Прн различных а уравнение (3) может 
иметь различные множества корней, 
и наша задача состонт в том, чтобы 
изучить все случаи, выяснить, что 
будет при любом значении параметра. 
Прин решения уравнений с парамет- 
ром обычно приходится рассматри- 
вать много различных варнантов. Сво- 
евременное обнаружение хотя бы час- 
ти невозможных варнантов имеет боль- 
шое значение, так как освобождает нас 
от лишней работы. Поэтому при ре- 
шении уравнения (3) целесообразно 
нод ОДЗ понимать область допусти- 
мых значений неизвестного н пара- 
метра, то есть множество всех пар 
чисел (х, а), при которых определс- 
па (имеет смысл) функция двух пе- 
ременных А(х, а). Отсюда естествен- 
ная геометрическая иллюстрация ОДЗ 
в виде некоторой областн плоскости 
хОа. 
20 
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Например, ОДЗ уравнения 


Их-+-Уа =И1-@ та) (4) 
определяется системой неравенств 
х>—0, а>ж0, х{-а=—1. 


Этой системе удовлетворяют коордн- 
наты всех точек треугольника (вклю- 
чая н его границу), окрашенного на 
рисунке 1 в голубой и синий 
цвета *). Из этих рассуждений, кста- 
ти, сразу следует, что при а<0 
уравнение (4) не имеет решений. 
Решим уравненне (4). После воз- 
ведения обеих его частей в квадрат 
(что является в данном случае рав- 
носильным преобразованием” в силу 
неотрицательности обсих частей урав- 
нения (4)) получим уравнение 


2Уах--1-—2(х+ а). (5) 


Выше мы уже говорили о том, что 
отбрасывание хотя бы части невоз- 
можных варнантов освобождает нас 
от лишней рабогы. Замечаем, что 
левая часть уравнения (5) нсотрица- 
тельна прин всех допустимых ах, 
значит, там, где правая часть этого 
уравнения отрицательна, искать ре- 
шения бесполезно. Ясно, что искать 
решения следует в той частн ОДЗ, где 
они могут быть, произведя для этого 
соответствующее сужение ОДЗ: 
1—2(х-а) —0, откуда х-+ а=--. 
На рисунке | закрашена синим цве- 
том Та часть ОДЗ, где решений быть 
не может. 

Возведя в квадрат обе части урав- 
нения (5} **) и приведя подобные чле- 
ны, получим уравнение 


х-- (а— Пх--а*—а+ 4-50, 





*) Подробнее о геомстрическом решении 
систем неравенств с двумя меизвестиыми 
см. «Квант» № 4 за 1970 год. 

**) В новой ОДЗ обе части уравне- 
ния (5) нсотрицательны. Возведение в квад- 
рат в таком случае не приведет к появленню 
посторонних корней. 


откуда 
р -а- И2а — За 
2 . 
Оба найденных кория при всех 


допустимых значениях параметра а, 
(то ссть при всех а, удовлетворяющих 


неравсиствам 0 = а=5->-, — см. ри- 


А. 2 == 





сунок 1) являются действительными 
числами. В самом деле, дискриминаит 


Р = 2а—32>0 при О<а<-; 
| 

значит, тем более )->-0 при 0 < а= 5% 

Теперь нам нужно выяснить, удов- 


летворяют ли найденные значения 


7 1 
условиям х>0, хга=— 


Проверим сначала выполненне ус- 


| 
ловня х--а=-5. Имеем 


1-а— У2а— 3? | 
о т 
_ 1{а— У 2а— За 
—— 


м --а= а -= 


Решив неравенство 


1 +а— 1 2а— 3За= 1 
В 


[5 


| 
получим 0 < а == —-. Значит, х, 1 @= 


| 
= = ирн всех донустимых значениях 


параметра а. 
Далее, 


| — а 4- У 2—3 
> 


^ 


х›+а= на 


[--а-!- ]/ 2 За" 


——- 
Неравенство 


1 р а-+ | За — За? < ра 

2 2 

выполняется только при а =0. Но 
при а =: 0 имеем О == 0 и хх, = 


| 
72” * 
Доказательство неотрицательности 
обоих найденных корней предоставля- 


ем провести читателю. 
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Ответ: если ее 


О=а=< 


1-@—-(И 2а -— За? 
о ‚ 





то х= 


1 ы 
если а<0 или а >>, то решений нет. 


Заметим, что при решенин рассмот- 
ренного уравнения сужение ОДЗ 
оказалось весьма полезным.  Есте- 
ственно возникает вопрос: когда надо 
проводить такие уточнения? 

Если мы выполняем преобразова- 
ние, в результате которого получает- 
ся уравнение, равносильное предыду- 
щему, то в сужении ОДЗ надобности, 
конечно, нет. В противном случае оно 
полезно. Такая ситуация возника- 
ет, например, при возведении в квад- 
рат (или в любую четную степень) 
обеих частей того или иного уравне- 
ния,с чем мы и встретнлись в рассмот- 
реином примере. 


Несколько примеров 


Пример 1*). Решить  урав- 
нение 


Мах , Мах ци 
ИХ. 
а х 
Решение. ОДЗ — определя- 
ется условиями х>>0, а-+х>0, аэ0 
(отсюда, кстати, сразу следует, что 
при а -== 0 уравнение не имеет ре- 
нений). Преобразуем уравнение к 
виду 
(а |- х)"!* — ах. 
Сужаем ОДЗ: из нсотрицательности 
левой частн последнего уравнения и 
условий х>>0, а50 следует, что а >> 0. 
Далее нолучаем: а-рх-= ах, от- 
куда х (а? — 1 ==а. 
Прн а =1 решений, очевидно, нет. 
Если 2951, то 
а 


Х >= ата . 


Выясним, при всех лн рассматрива- 


*) № 206 из «Сборника задач по элементар- 
ной математике». Авторы — Н. П. Антонов, 
М. Я. Выгодский, В. В. Никитин, А. И. Сан- 
кин. В указанном задачнике пример решен 
неверно. 
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Рис. 2. 


емых значениях параметра а (а>0, 
а = 1!) выполняется условие х>0 (из 
которого с очевидностью следует и 
выполнение второго условия а--х—0). 


а 
Неравенство ет > 0 выполня- 
а —. 


ется только при а> 1 (с учетом то- 
го, что 2>>0). Таким образом, не при 
всех допустимых значениях а найден- 
ный корень оказался пригодным. 


а 
Ответ: еслна РВ 
а —_ 


если а<, то решений нет. 
Пример 2. Решить уравнение 





2— 
Тору х -| 105, 5 = 108. 105, р- 
Решение. ОДЗ определяется 
неравенствами 0<х<2, р>>1 (на рн- 
сунке 2 эта область окрашена в малн- 
новый цвет). Решая уравнение, послс- 
довательно получим 
х(2—х) 


= 105 р, (6) 


х*—2х--210в, р =0, 
х.02=1=И 1—2106,р. 


Условие 1—208р —=0 выполняется 
прн р=<3, что с учетом ОДЗ дает 
1<р=3. При таких р корни будут 
действительными числами. При р>»1 
выполняется неравенство 108, р>>0, а 
ото 1—2]05.р< 1. Отсюда сле- 
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дует, что при 1< р=3 имеют место 
неравенства О<х, ‚< 2. 
Ответ: если 1<р=3, то хо = 


1 У 1 — 2 108, р; прн остальных 
р решений нет. 
ЧаНВИСНИ. Из уравнения (6) по- 
х (2—х) 
лучаем р-=9 2 График этой функ- 
цин, построенный на рисунке 2, на- 
глядно показывает, что условие 0< 
<х<2 выполняется при 1<р=3. 
Пример. 3. Решить уравне- 
нне 
а ипх 
а со х-- | 


а-- с05х 
— ачпх--| 


Решение. Рассмотрим  сна- 
чала случай а = 0. Заданное урав- 
нение принимает вид $пх == с05х, 


откуда х= +лп (п. =0, Е 7 


Пусть теперь а==0. Тогда ОДЗ 
определяется условиями 
| : | 
с0$х = — "=. эшх = — са. 
Преобразуем заданное уравнение к 
виду 
(т х— сз Хуа? Равтх--созх) + |=0. 
Последнее уравнение сводится к сле- 
дующей совокупности уравнений: 
а?-На(ут х-+-созх)--1 =0, (7) 
$ Х—<0$ Х==0. 
Решая первое уравнение совокуп- 
ности (7), получаем: 


а/ 2 эт (х-+ =) = —@*—1 








и далее 
2 
ма (х+-) = о, 
4 ау? 
Последнее уравнение не имеет ре- 
я а | 
шений, так как | — — | ;> 1 при 
ау? = р 
любом 050. В самом деле, пред- 
а -|- 1 
положим, что ———=< |1: преоб- 
ых. ние 
разуя это неравенство, получаем 
м2 1= =|а] 2, (22+ 1)? = 2а*, 
&--1= 0. 


Последнее неравенство неверно. 


Решениями второго уравнения со- 
вокупности (7) являются значения 


х=-А+яА (#=0,1....). Оста- 
ется проверить, при всех ли значениях 


а-20 найденные значения х являются 
допустимыми. 





| У? 
Если В-=21, то $1 Х == С0$Х = 5 
н должно выполняться условие 


5 
Е, то есть а —И2. 

Если # = 2п--|, то зтх == с0$ Х == 
У? 


` 7 





У? | 
Из условия Е. 
получаем: а2 2. 
Объединяя все результаты, за- 
нишем 


Ответ: если 


х = +; 


аэ- 2, то 


д” п... 
если а= |2, то х-—-+2лп; 


-—И2, 10 х=-+ 


+л (20-1) (Е,п==0,1,=2; ..). 
Пример 4. Рен:ить уравнение 


если а 


ЮУ созх — 2аЮй у; с05х = а — 8. 


(8) 
Решение. Положив у= 
108 /; с0$ х, преобразуем заданное 
уравнение в квадратное уравнение 
у 209—(2*—8)=0, 
откуда и:.2=а-Е И 2 (2? —4). 
Теперь нужно решить совокупность 
логарифмических уравнений 


1085605 Х = ат У? (а:—4. (9) 
10 с05х=а— 2 (8—4). (10) 


Замечаем, что при 4?—4< 0 правые 
части уравнений {9) и (10) не имеют 
сх ысла. Это значит, что, при — 2<5а< 
<2, оба уравнения не имеют реше- 
ний. Рассмотрим случай а?—4>0, 
что возможно при а> 2 или при 
а=— 2. 
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Пусть для вачала а—2. Так как 
созх 1, а /2>> 1, то 106ус0зх = 0. 
Значиг, уравнения (9) и (10) будут 
нметь решения только при таких 
значениях параметра а, при которых 
правые частн уравнений неположи- 
тельны. Нетрудно видеть, что при 
а-2 правая часть уравнения (9) 
положительна, следовательно, урав- 
нение (9) не имеет решений. 

Выясним, при каких значениях 
параметра а будет неположительной 
правая часть уравнения (10). Рещив 
неравенство а— У 2 (8—4) <0 ( 
учетом условия @>7), получаем а > 
—18. Такнм образом, если 2 <а= 
< РЁ, то уравнение (10) не имеет 
решений {а поскольку не имеет ре- 
шений и уравнение (9), то заключаем 
отсюда, что н уравнение (8) в ука- 
занном случае не имеет решений). 
Если а-> 8, то из уравнения (10) 
получаем 


2 а-"за-5 
х = Е агссоз (И 2) “2—8 /. 
--2лп. (11) 

Рассмотрим теперь случай а=<— 2. 
Прн этих значениях нараметра правая 
часть уравнения (10) отрицательна, то 
есть это уравнение имеет решения (вы- 
щеони уже запнсаны формулой {11}. 
Выясним, при каких значениях пара- 
метра а будет неположительной правая 
часть уравнения (9). Решив неравен- 
ство @+12 (41 —4) <0 (с учетом 
условия а<—2), получаем а >= — И 8. 
Таким образом, если а%-— |8, 
то уравнение (9) не имеет решений, 
если же —И8 < а< - 2, то уравне- 
ные (9) имеет решения, а именио; 

ь 2 — 

а.|-У2а—8 Е кл . 

Объединяя все полученные ре- 
зультаты, занишем 

Ответ: если — 2<а< р 8, торе- 
шений нет; 


еслиа-= И8 или а -—у8, то 


х == Е агссо$ (у 2) 


х= Е агс сз (у/2)°— "2-8 | 2ди, 


если —И8<а=-9, то ы 





Рис. 3. 


-- 2лп. 


х = З агссоз (и 2)“ + "2-8 


Геометрия помогает алгебре 


При решении уравнений с пара- 
метром могут оказаться весьма по- 
лезными различные геометрические 
соображения. Рассмотрим для при- 
мера уравнение 

И х(2а—х) =1—х при а>0. 
Каждое решение уравнення можно 
интерпретировать как абсциссу точ- 
ки пересечения прямой и=1!—х с 
полуокружностью `` 


у=ух(2а—х), или 
(хату = а*; у—0 


раднуса а, с центром в точке (а, 0} 
(рис. 3). Положение полуокружности 
и ее раднус меняются при изменении 
параметра а. На рисунке 3 наглядно 
видно, что при одних значениях а 
полуокружность не пересекает пря- 
мую иу=|!-—х (полуокружности, ле- 
жащие под прямой’, при других 
значениях а полуокружность пере- 
секает прямую в двух точках (полу- 
окружности, лежащие в средней 
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голубой зоне), при третьих значе- 
ниях а полуокружность пересекает 
прямую в одной точке (полуокружнос- 
ти, лежащие в красной зоне или вы- 
ше), а при некотором значении а 
полуокружность касается прямой (по- 
луокружность, разделяющая  голу- 
бую и коричневую зоны). 
Рассмотрим случай, когда полу- 
окружность касается прямой у=1-—х. 
Из геометрических соображений за- 
ключаем, что расстояние центра этой 
полуокружности от точки пересече- 
ния прямой и=1-—х с осью абсцисс 
равноа у 2. Отсюда а+ау 2= 1, то 
есть случай касания имеет место 
прн а=у 2—1. Значит, при.а« 
< И 2-1 уравнение не имеет реше- 
ний (голубая зона), а приа=у 2—1 
имеет единственное решение, которое 
тоже находится из геометрических 


а и 


соображений: х =а -- = (см.рис. 3), 
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откуда получаем Х =. 


Полуокружность, проходящая на 
рисунке 3 через точку (1, 0), со- 
ответствует значению параметра 


а= —- . Значит, прну2 —1<а= 


<-- уравненне имеет два решения: 


а-+-1—И а 2—1 
р ’ 





х, == 


ара 2—1 


(корнн найдены с помощью обычного 
алгебраического решения заданного 


1 
уравнения). Наконец, если а == 350 


уравнение имеет единственное реше- 
ние х=х, (поскольку х,<х.). 


Ответ: еслна< у -— 1 то 
решений нет; 
если а=у2-—1, то хе 
ели у2—1«а=< =, 
анти а 2—1 
р-н 
2 
если 


ат а 2—1 


1 
а > —_* то х= 5 


Попробуйте сами решить предло- 
женное уравнение алгебранчески с 
соответствующими исследованиями, и 
вы убедитесь, что геометрические рас - 
суждения в данном случае и нагляд- 
нее, и красивее. 


ЗАДАЧИ 


Мы рассмотрели ряд примеров решения 
уравнений с одним параметром. Одним из 
вас они понравились больше, другим — мень- 
ше, но несомненно одно: если вы тщательно 
разобрали этн примеры < карандашом в руках 
(как советовала редакционная коллегия на- 
шего журнала в № 1), то вы уже получили 
определенную пользу. Хотите в этом убе- 
диться? Решите сами следующие уравнения 
с параметром а: 


2 а — 1 х-2 
о о. 


иха=а-— ух. 
ных 23а их-фа=2. 
(ху —х аа. 


эт (ах) Е зтх-= соз = : 


$12 х-- 4 зтх-та=0. 
зшх-- 2 со ах = 3. 


ая ъьъоьъь 


8. Поза, 1. 


а* 2а—х 


9. юр (2а -- х) , № Их. 1 


0.2 т №2“ 2 





10. 1о2ь_ (2зтх)--аювт чих + 
2 2 


43-5. & а 


4 Квзнт № 


^ 6% м 


Кузттесте.ги 


Начало на стр. 9 


Прошу Вас сообщить 
мне, какие действия с роя- 
лем и лампой должен я со- 
вершить, чтобы установить 
и поддержать тишину в до- 
ме. 

Искренне Ваш.......... 


Письмо _2 (ответное). 
Дорогой друг! 

Я был крайне встревожен 
Вашим письмом, но быстро 
успокоился, поняв, что Ваше 
тяжелое положение можио 
исправить, Если в ту мину- 
ту, когда Вы будете читать 
это письмо, Вы не будете 
играть на рояле, а лампа бу- 


дет гореть, в то время как 
овчарка м такса будут ла- 
ять, то поступите следую- 


Задание. Восстанови- 
те содержание второго ли- 
стка письма, если известно, 
что там для любой ситуа- 
ции, возможной в минуту 
чтения письма, давались ин- 
струкции по установлению и 
поддержанию тишины в до- 
ме. 


ПОПРАВКИ: 


в № б на стр. 39 перевернуг 
рисунок 1; 

на стр. 59 (ответ к при- 
меру 4) деленне ие доведено 
до конца. Ответ должен вы- 
глядеть так: 1022634; при де- 
лении в первом столбце это- 
го же примера необходимо 
сдвинуть все остатки вправо. 

В № 5 стр. 62 в взрнан- 
те 4 задача 2 должна быть 
еще одна серия 


5 
д: ал ист У 
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Даны: точка О и окружность С, 
лежащая в плоскости, не проходящей 
через О. 

Пусть прямая линия, бесконечная 
в обе стороны (как и полагается в 
геометрии), движется так, что она все 
время проходит через О и через одну 
из точек окружности С. 

При этом движении прямая опи- 
сывает поверхность, состоящую из 
двух раструбов (полостей). 

Это — коническая поверхность. *). 

Если ее пересекать различными 
плоскостями, тоже не проходящими 
через точку О, то в сечении получаются 
кривые линии, называемые коническими 
сечениями. 

Их три типа: 

эллипс, гипербола и парабола. 

Они были известны еще в Древней 
Греции. Их открыл некий Менехм 
около 360 года до нашей эры, а до нас 
они дошли по замечательному сочн- 
нению выдающегося — математика 
Аполлония, написанному примерно 
200 лет спустя. 

О первой из этих кривых и расска- 
зывается здесь. 





*) Слева изображена только одна полость 
конической поверхности. 
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Вступление 


Эту фигуру знают все. С ней 
встречаются в начальной астрономии 
и географии (траектории движения 
планет и спутников, форма земного 
меридиана, путь электрона вокруг 
ядра атсма), в черчении, рисовании 
и стереометрии (рисунки технических 
деталей, круглых предметов и гео- 
метрических тел), но что такое эллипс, 
чем он интересен — а это действи- 
тельно замечательная фнгура, обла- 
дающая краснвыми и важными свойст- 
вами, — об этом в. школьных учеб- 
никах ничего не говорится. 

На вопрос «что такое эллипс?» одни 
ответят: «вытянутый круг» или «вы- 
тянутая окружность» *), другие — 
«сжатый круг (окружность}», третьи — 
«кривая овальной формы», четвертые 
ничего не ответят, а просто сделают 
более или менее удачный рисунок; 
в каждом из этнх ответов есть доля 
истины, но они требуют еще уточнений, 

Достаточно лн, например, ска- 
зать, что эллипс — кривая  оваль- 


*) Окружность — линия, а круг — часть 
плоскости внутри нее. Для эллипса анзло- 
гичных двух слов нет: как сама кривая, 
так ин часть плоскости внутрн нее называ- 
ется одинаково, говорят: «длина эллипса», 
*площадь эллипса». Читатель в каждом слу- 
чае без труда установит, о каком смысле 


слова «эллипс» идет речь. 
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Рис. Ё. Только красный овал — эллиис, 


ной формы? Под этими словами обыч- 
но понимают линию, обладающую 
двумя осями симметрии СД и ЕН, впи- 
санную в прямоугольник РОЮ5 н 
похожую на окружность (рис. 1). 
Тот же смысл вкладывается в слова 
«сжатая» или «вытянутая окруж- 
ность». Но в прямоугольник можно 
винсать много такого рода кривых — 
некоторые из них изображены на 
рнсунке |. Только одна из них — 
красная — имеет право называться 
эллипсом. Чем же она выделяется 
из остальных кривых? 

Их тоже можно получить 'сжа- 
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тием (или растяжением} окружности, 
но это сжатие не будет равномер- 
ным. Чтобы разобраться в этом, по- 
знакомимся сначала с геометриче- 
ским преобразованием плоскости — 
равномерной осевой деформацией или, 
кратко, деформацией. 


Деформация *) 

Возьмем в заданной плоскости И 
некоторую прямую / и зададим по- 
ложительное число №. Будем назы- 
вать деформацией плоскости П от- 
носительно оси { с коэффициентом 
® такое преобразование плоскости 
в себя, при котором каждая ее точ- 
ка 1 переходит в точку М по прави- 
лам: 

К обе точки ти М лежат на 
одном перпендикуляре к оси { по 
одну сторону от нее; точкн, лежащие 
на самой оси, остаются неподвниж- 
ными; 

2) расстояние точки от оси умно- 
жается на №, то есть т-М=А-т, т, 
где то — основание перпендикуляра 
из точки т на ось {Г (рис. 2, а, 6). 

Если Ё>>1, то все точки плоскости 
(кроме точек на самой оси) удаляются 
от оси — плоскость растягивается, 


аесли < 1, то приближаются к осн — 


*) Это слово (ат латинского «веюстаНо— 
изменение формы) применено здесь вместо 
выражения «растяжение или сжатие». 





Рис. 2. Леулещии с коэффициентами а) к = 6) Е- > } 
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Рис. 3. Деформации с А==2и =. Обратите виимание на изменение скоса крыши. 


плоскость сжимается. При =] все 
точки плоскости остаются на месте; 
последний случай называется тож- 
дественным преобразованием. 

Пусть на плоскости П дана ка- 
кая-нибудь фигура ® (то есть неко- 
торое множество точек). Нас будет 
интересовать множество © всех то- 
чек, полученных из <® в результате 
деформации (см. рис. 3, 4). 


Что такое эллипс? Элементы эллипса 


Эллипсом называется фигура, пс- 





Рис. 4. Деформации изображения футболь- 
ного мяча с коэффициентами #= 5. (слева 


внизу) ин Ё—2 (справа). 


лученная деформацией окружности 
относительно ее диаметра (рис. 5). 

Пусть а — радиус окружности; 
тогда ее диаметр с4, лежащий на оси, 
перейдет сам в себя (СО = 2а), перпен- 
дикулярный к нему днаметр ей — 
в отрезок ЕН (ЕН=2Ка). Обозначим 
длину отрезка ОЁ (=ОН) через 6. 
Тогда ка=Ъ. 

Отрезки СР и ЕН называются 
осями эллипса; числа а и В будем 
называть полуосями эллипса. Если 
ЕТ (растяжение), то 6>>а ( рис. 5). 





Рис. 5. Эллипс — деформация окружности 
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Рис. 6. Так можно построить эллипс. 


сли же А<| (сжатие), то 65<а 
(рис. 6 }. При Ё=1 (тождественное 
преобразование) окружность перей- 
дет в окружность. Чтобы не на- 
рушать общности определения эллип- 
са, условимся считать окружность 
частным случаем эллипса (6 =а). 
Больший из отрезков СР, ЕН иа- 
зывается большой осью эллипса, мень- 
ший — малой осью. Итак, если >11, 
то а— малая полуось и Ь — боль- 
шая, а ссли А<1, то наоборот. 


В. обоих случаях Ё =: о 


Точка о — центр окружности — 
перейдет при деформации в себя 
(©—0). О называется центром эллип- 
са, точки С, О, Еи Н— его вер- 
шинами. 

Квадрат рдг$, описанный вокруг 
окружности (чматери» эллипса), одна 
сторона которого параллельна, а лру- 
гая перпендикулярна к оси дефор- 
мации, преобразуется в прямоуголь- 
ник РОЮ5 со сторонами 2а и 416, 
описанный вокруг эллипса; он йа- 
зывается характеристическим пля на- 
шего эллипса, так как полностью 
сго определяет. Стороны характерис- 
тического прямоугольника  касают- 
ся эллипса в его вершинах. 

Как начертить эллипс? 

Если заданы оси эллипса, то 
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проще всего начертить эллипс от 
руки, построив сначала характеристи- 
ческий прямоугольник, а затем вни- 
сав в него овальную кривую. Но 
этот способ неточен (хотя после нс- 
большой практики удается уверенно 
нарисовать почти настоящий эллипс). 
Мы уже знаем, что существует многа 
овальных кривых содними и теми же 
осями. Можно точно построить сколь- 
ко угодно точек эллипса. Наиболее 
употребительный и простой способ 
такого построения ИАС на ри- 
сунке 6. 

На этом ронсунке две концевтрические 
окружности имеют раднусы а и #. азбери- 


тесь сами в этом построении и докажите 
его законность, то ссть докажите, что на рисун- 


8 
ке б ПьМ = тт-—-. 


Сделав это построение для иесколькнх 
точек ла, ть, тз, ... окружности раднуса а, 
мы можем получить сколько угодио точек 
иашего эллипса. Остается соединить их 
плавной линией от руки или с помощью 
лекала. 


Но интересно начертить эллипс 
непрерывным движением, то есть не 
отрывая карандаша от бумаги, по- 
лобно тому как мы вычерчиваем ок- 
ружность циркулем. Это можно сде- 
лать специальным прибором — эллилсо- 
графом. О нем расскажем ниже, ког- 
да познакомимся с уравнением эллип- 
са. Но сначала мадо выяснить, что 
такое уравнение линин. 


Уравнение линии *) 


Одним из замечательных откры- 
тий ХУП века являстся метод коор- 
динат, позволяющий переводить гео- 
метрические понятия на алгебраиче- 
ский язык. Этот метод дает возмож- 
ность установить соответствие меж- 
ду линиями, лежащими в плоскости, 
на которой установлена система коор- 
динат, ин уравнениями, содержащими 
две буквы х н ци. 

Уравнением некоторой линни на- 
зывается такое уравнение относитель- 
но хи и, которое обращается в тож- 
дество при подстановке в него зна- 
чений (Хо, Ис) в Том и только в том 

*) Подробнее об уравнении линни можно 


прочесть в любом учебнике аналитической 
геометрин. 
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Рис. 7. И Хонр, Уокр) — точка на окружнос- 
тн, М (Хв, Уз) — точка на эллилсе. 


случае, когда точка с координатами 
(х., Ио) лежит на данной линии. 

Можно также сказать, что линия, 
определяемая уравнением, есть гео- 
метрическое место точек, координаты 
которых удовлетворяют этому урав- 
нению. 

Например, уравнение у=х есть 
уравнение биссектрисы Г и Ш коор- 
динатных углов, а уравнение окруж- 
ности радиуса а с центром в начале 
координат запишется так: ху =а*. 
Оно легко получается из теоремы 
Пифагора. 


Уравнение эллипса 


Эллипс с полуосями аи В по- 
лучен из окружности радиуса а де- 


формацией с коэффициентом Ё= > 


(рис. 7). Установим на плоскости, где 
находятся обе эти линии, оси коор- 
динат; ось ОХ направим по оси де- 
формацин, а ось ОУ — через центр 
окружности (он же — центр эллипса) 
перпендикулярно к оси ОХ. Пусть 
т — любая точка окружностн, а М — 
та точка эллипса, в которую пере- 
ХОДИТ т. 

Координаты точки т обозначим 
через (Хьр» Исвр), а точки М — через 
(х„ 9.). Очевидно, по определению 
деформации 

Хэ= Хокр» У5=Е- Уснр» (* ) 


Рис. 8. Точка М описывает эллипс. 


откуда 


Е 
Хокр = Х», ы 


Уокр == =. 


Если подставить в уравнение ок- 
ружности х*--у?=а? координаты лю- 
бой ее точки (Хонр» Ионр), то будет верно 
равенство 

2 з — 
окр НЯ окр =а*, 
а значит, заменяя Хонр И Укр ПО фор- 
муле (*), видим, что верным будет 
также равенство 
у? 
х2 —- == = а? 


для любой точки М (х., ц,). 

Если же точка М’ (Х’, У’) нележит 
на эллипсе, то точка т’ (х’, и’), по- 
павшая в М’ в результате деформации, 
не лежала на окружности, и уравнение 
(х’)=-+(у’)*=а? неверно; значит, не- 


верно и уравнение (Х’)? -{- ыы А. 
Из определения уравнения линии 
получим такое уравнение эллипса 
РЫ 
ие | а аз. 


Заметив, что Ка=ф, можно при- 
вести это уравнение к виду 


х? Ро 
пе. (9) 


Это и есть уравнение эллипса 

в наиболее удобной (так называемой 
канонической) форме. 
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Рис. 9. Точка М отрезка РО описывает 
эллиис. 


Эллипсограф 


Рассмотрим такую 
скую задачу (рис. 8). 

Отрезок РО движется в плоскостн 
так, что один его коней @ скользит 
по прямой ОХ, а другой Р — по 
перпендикулярной ей прямой ОУ. 
Какую линию опишет при этом точка 
М этого отрезка (МР=а, МО=)? 

Докажем, что этакривая — 
эллипс. Применим метод коор- 
динат (рис. 9) — за оси коордннат 
прнмем прямые, по которым сколь- 
зит отрезок. Пусть координаты точки 
М —х иу (они зависят от угла 
РОО). ИЗ подобия треугольников @ММ 


мм ом 
нмеем РА, == МР › ИЛИ 


геометриче- 


и МР 


у ь 
и, 


Уравнение (1) еше нельзя па- 
звать уравнением искомой траекто- 
рии: оно составлено применительно 
к рисунку 9, где отрезок лежит в 1 
четверти и обе координаты точки М 
положительны. Только при этом ус- 
ловии можно считать, что ОМ =х, и 
№М =у; если же отрезок находится во 
И, ИГ или {У четвертях на рисунке 8, 
то нужно считать ОМ = -Ех, ММ =-у, 
выбирая каждый раз нужные знаки. 
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Рис. 1. Эллипсограф. 


Впрочем, уравнение (1) пригодно и 
для П четверти, так как х возводится 
в квадрат и перемена знака х не 
изменит этого уравнения. Для Ш 
и [У четвертей уравнение (1) должно 
быть заменено на такое: 


Сл о 

Вы, ЧаВО 

Пара уравнений (1) и (2) может 
быть. заменена одним уравнением 


и? Г 
ах а, 
которое легко приводится к виду 
ю 
а! — 1 (9). 


Искомая кривая — эллипс. 

На полученном результате осно- 
вана конструкция эллипсографа. На 
бумагу или чертежную доску на- 
кладывается крест, в котором имеют- 
ся две взаимно перпендикулярные 
прорези (рис. 10). С прямолинейной 
планкой соединены трн муфточки, 
которые можно закрепить в любых 
точках планки. Крайние — муф- 
точки Ри О могут ходить в прорезях 
креста, а средняя М снабжена ка- 
рандашом, который при движении 
планки вычерчивает эллипс. Закре- 
пив муфточки по заданным полуосям 
РМ -=а, ОМ =, мы можем вычертить 
эллипс с этими полуосямн. 


>. 
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Рис. 11. Эллипс — сечение круглого 
лиидра. 


в 


Наклонные сечения круглого 
цилиндра — эллипсы 


Пересекая круглый цилиндр плос- 
костью, не перпендикулярной н не 
параллельной его оси, мы получаем 
более или менее вытянутые овалы, в 
зависимости от угла наклона сече- 
ния. Это знает каждая хозяйка, на- 
резая колбасу для гостей ломтиками 
и часто (для «экономии») делая угол 
достаточно острым, чтобы овал нмел 
большую площадь. 

Докажем, что эти сечения — не 
просто овалы, а настоящие эллиисы. 
Для этого достаточно установить, 
что овал получается из окружности 
(основания цилиндра) растяжением; 


коэффициент № равен —__, где 


& — угол между плоскостями сече- 
ния и основания цилиндра. 
Проведем (рис. 11} в основании 
цилиндра два взаимно перпендику- 
лярных диаметра: с4 — параллельный 
и ей — перпендикулярный к лиини 
пересечения обеих — плоскостей, и 
проведем через них плоскости с4РС 
н ейНЕ, параллельные оси цилинд- 
ра, а также плоскость М „Мтмео, 
параллельную ей НЕ, проходящую че- 
рез точку М сечения. Зная, что длина 
проекции отрезка на некоторую пря- 
мую равна длине самого отрезка, 


цИ- 


Рис. 12. Сопряженные диаметры эллипса. 


умноженной на косинус угла между 
ним и его проекцией, мы получаем 


ММ ОЕ Ь | 


тот ое аа —— СО В 





Если теперь положить обе фи- 
гуры СЕБН и сейВ на одну плоскость, 
чтобы СР совместилось с с4, то 
они займут положение, как на ри- 
сунке 5, причем М.М 





= пот- —=пют-в, где # >11. 


с0$ & 
Этим наше утверждение доказано. 
Интересно, что для каждого эллип- 
са можно указать такое положение, 
что он окажется сечением круглого 
цилиндра, раднус которого равен ма- 
лой полуоси эллипса. Для этого нуж- 
но взять сначала перпендикулярное 
сечение цилиндра и повернуть плос- 
кость этого сечения вокруг одного 
нз диаметров полученного круга на 


а 
угол, косинус которого равен ->. 


Это всегда возможно, так как здееф. 
9-6. < 6. 


Сопряженные диаметры эллипса 


Из последнего результата сразу 
следует интересное свойство эллипса: 
середины всех параллельных хорд 
эллипса образуют прямолинейный от- 
резок, проходящий через центр эллип- 
са (рис. 12). Это свойство очевидно 
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Рис. 13. Доказательство свойства сопряжен-. 


ных диаметров. 


для окружности: середины ее на- 
раллельных хорд лежат на днаметре, 
перпендикулярном к этим хордам. 
Поставьте теперь эллипс в положе- 
ние сечения круглого цилиндра и 
проведите через параллельные хор- 
ды эллипса серию илоскостей, па- 
раллельных оси цилиндра (рис. 13). 
В плоскости перпендикулярного се- 
чення цилиндра получатся параллель- 
ные хорды окружности, середины ко- 
торых лежат на ее диаметре. Сере- 
дины хорд эллилеа лежат на перс- 
сечении плоскости эллинса и плос- 
кости, проходящей через получен- 
ный диаметр ни через ось цилиндра. 
Это — прямолинейный отрезок, оче- 
видно, проходящий через центр эллип- 
са и делящийся в нем пополам. 

Хорда эллипса, проходящая че- 
рез его центр, называется диаметром 
эллипса. У эллипса диаметры, вообще 
говоря, не равны. Изибольший из 
них — большая ось, а наименыпий — 
малая. Если провести в эллипсе 
вторую серию хорд, параллельных 
полученному диаметру, то их сере- 
дины лежат на диаметре, принадлежа- 
щем к первой серии хорд (рис. 12). 
Два полученных диаметра называют- 
ся взаимно сопряженными. Для каж- 
дого диаметра эллипса существует 
ему сопряженный. Заметим, что у 
окружности каждая пара сопряжен- 
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Рис. 14. Проскция окружности — тоже эл- 
лис. 

ных диаметров взанмно перпендику- 
лярна, а у эллипса — нет, исключе- 
ние составляют только оси эллипса. 


Проекция окружности — эллипс 


Если спроектнровать окружность, 
лежащую в некоторой плоскости, на 
другую плоскость, не  параллель- 
ную и не перпендикулярную к пер- 
вой, та в проекции получится оваль- 
ная кривая. Она образуется, на- 
пример, на траве в виде тени от 
летящего в воздухе диска (рис. 14). 

Этот овал — снова эллипс. До- 
казательство этого читатель легко 
проведет сам. Здесь не нужно де- 
лать даже специального чертежа — 
достаточно обратиться к рисунку 11, 
но посмотреть на него с иной точки 
зрения: будем линию СЕОШН счи- 
тать окружностью (Ср=ЕН=а), а 
проектирующий цилиндр — не круг- 
лым, а овальным. Здесь са=Ср==а, 
ен =ЕН -соза=6. Нужно доказать, 
что сейй — эллипс; поверхность в этом 
случае называется  эллинптическим 
цилиндром — по форме перпендику- 
лярного сечения. 

Путь доказательства тот же, что 
и в доказательстве теоремы о сече- 
нни круглого цилиндра. На этот ра\ 
тот = М о М -соз о, где © — угол меж- 
ду плоскостями. Следовательно, овал 
сейв получен из СЕРН сжатием с 


ма слою а 


| ее Па 


Рис. 15. Р, и Е2 — фокусы эллипса. 


[2 
коэффициентом А = с0$& = ——. 


Перпендикулярные диаметры ок- 
ружности проектируются теперь во 
взаимно сопряженные диаметры эл- 
липса. Этот факт имеет большое зна- 
чение в теорин изображения прост- 
ранственных фигур на плоскостн. 


Фокальное свойство эллипса 


Мы переходим к наиболее важ- 
ному свойству эллипса — фокале- 
ному. Это — прилагательное от сло- 
ва «фокус»*) — так называются две 
замечательные точки, лежащие внут- 
ри эллипса на его большой оси симмет- 
рично относительно центра эллипса. 
Расстояние каждого фокуса от кон- 
408 малой оси эллипса равно половине 
длины большой оси (рис. 15). 

Будем рассматривать эллипс как 
сечение круглого цилиндра — мы 
видели, что всегда имеем право это 
делать. Вкатим теперь в цилиндр с 
обонх его концов по шару, вписан- 
ному в цилиндр, пока оба шара не 
стукнутся о плоскость этого сечения 


*) Латинское слово «0си5» значит очаг. 
Происхождение этого термина следующее: 
если поместить в одном фокусе эллилса ис- 
точник света, 10 все лучи, отраженные от 
эллипса по закону «угол падения равен 
углу отражения», пройдут через второй 
фокус. Об этом подробнее будет рассказано 
в одном из номеров «Кванта». 
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Рис. 16. Доказательство фокального свойст- 
ва эллипса. 


(рис. 16). (на геометрическом  язы- 
ке: впишем шары в цилиндр так, 
чтобы они касались плоскости се- 
чения). 

Точки прикосновения Ё, и РЁ, 
и будут фокусами нашего эллипса. 

Каждый шар касается цилиндра 
по окружности. Обе эти окружности 
изображены на рисунке 16 красным 
цветом. 

Возьмем теперь любую точку М 
эллипса и отметим ту образующую 
РО цилиндра, на которой точка. М 
лежит (Ри ОФ — точки этой образую- 
щей, лежащие на красных окруж- 
ностях). Ясно, что МО=МЕ, — это 
длины двух касательных к правому 
шару, проведенных из М ‘до точек 
прикосновения Р и 0. Они равны, 
как образующие круглого конуса с 
вершиной М, описанного около ле- 
вого шара. 

Проводя такое же рассуждение 
для левого шара, получаем анало- 
гичное равенство МР =МЁЕ,. Сложив 
оба равенства, получаем 


МЕ,+МЕ,=МР-+-МО=РО. 


Но РО — одно и то же для всех 
образующих нашего цилиндра: это — 
расстояние между красными кругами 
(между центрами наших шаров). Зна- 
чит, какую бы точку М на эллипсе 
мы ни взяли, будет нметь место 
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Рис. 17. Так получают эллипс на практнке. 


равенство — МЕ, -- МР, = сопз4. 

Таким образом, сумма расстоя- 
ний от любой точки залипса д0 двух 
его фокусов — величина постоянная. 
В этом и состоит фокальное свойство 
эллипса. Часто эллипс н определяется 
как «геометрическое место» (на со- 
времевиом языке — как множество) 
таких точек, лежащих в одной плос- 
кости, для которых сумма расстоя- 
ний до двух точек (фокусов) — ве- 
личина постоянная. 

Если в качестве точки М эллипса 
выбрать конец его большой оси (на- 
пример, точку С на рисунке 15), то 
по фокальному свойству СЁ,-РСЁ,-== 
=соп$. Вследствие ° симметрин 
Е.С=Е.О; значит, эта постоянная 
рава СЕ. -ЕР.О, то есть большой 
оси СРр=2а. Если же за точку М 
принять конец малой оси, например, 
точку Е, то ЕЁ, + ЕЁ, =2а, а так 
как в силу симметрии ЕЁ, = ЕЁ, 
то каждый из этих отрезков равен а. 
Это и доказывает утверждение, выска- 
занное в начале этой рубрики, и 
дает способ построения фокусов эллип- 
са по его осям (рис. 15). 


Эллипсограф для садовников 


На фокальном свойстве эллипса 
основано известное построение эллинса 
непрерывным движением при помо- 
щи нитяного кольца. Положим лист 
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бумаги на чертежную доску и на- 
колем на него две канцелярские 
кнопки. Набросив на обе кнопки 
нитяное кольцо (периметр кольца дол- 
жен быть больше удвоенного рас- 
стояния между кнопками), натянем 
нить острием карандаша так, что- 
бы получился треугольник (АР. Р.М). 
Если двигать карандашом по бумаге 
так, чтобы пить оставалась в натя- 
нутом положении, то треугольник 
будет деформироваться, но его пе- 
риметр остается постоянным. — 1]о- 
стоянной остается н длина стороны 
Е.Е. — значит, Р.М--Е.М = соп 
и карандаш опишет эллипс. 

Мы получили новый, очень простой 
эллиписограф. Этот способ с успехом 
используют... садовники при изго- 
товлеиии иветочиых эллиптических 
клумб. Вместо кнопок в землю вты- 
кают два кола, кольцо делается из 
толстой веревки, а эллипс вычерчи- 
вается на земле не карандашом, а 
палкой (рис. 17). 

Мы не объяснили происхождения 
названия «эллипс» (по-гречески «е({р- 
31» значит «недостаток» — при чем 
здесь недостаток?), не рассказали о 
многих других очень важных свойст- 
вах этой кривой — свойствах, общих 
для всех конических сечений: эллии- 
са, гиперболы и параболы. Эти воп- 
росы будут освещены в следующих 
номерах «Кванта». 


Простраиственные рисунки в этой 
статье дают линь общее- представ- 
ление об их сути. При выполнении 
рисунков было отдано предпочтение 
наглядности, а ие строгим правилам 
изображения пространственных фи- 
гур на плоскости *). 

О законах изображения на плос- 
кости пространственных фигур будет 
рассказано в одном из ближайших 
номеров журнала. 





*) Попробуйте доказать, что гипербола, 
приведенизя на стр. 26, изображена, строго 
говоря, неверно. 
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ВЫНИСЛЕНИЕ 





Вычисление сумм — один из важ- 
нейших и интереснейших вопросов 
математики. Существуют разные ме- 
тоды вычисления сумм. В статье рас- 
сказывается о двух из них. 

1. В математике и ее многочислен- 
ных приложениях для сокращенной 
записн суммы употребляется — спе- 
циальный знак. Это » — буква гре- 


ческого алфавита «сигма». Запись 
суммы посредством знака Х часто 
бывает очень удобной. Познакомимся 
с этим знаком. 

Пусть дана сумма вида 

а, а. +... а,. 

Все слагаемые этой суммы обозна- 
чены одной буквой, для отличия ис- 
пользованы индексы. Данную сумму 
сокращенно можно записать в сле- 
дующем виде: 


ю а. 

Е-1 
Читается: «сигма а,, А меняется от 
\ до п». Для такой записн берется 
«типичное» слагаемое суммы, в на- 
шем случае а, *), перед ним пишется 
знак Х и указываются границы изме- 
нения А. Например, запись 

10 


“А 

Е 1 
означает сумму 
1+2 --3+4--5--64-74-8- 
РУ, 


*) ак называется общим членом суммы. 


БУММ 


А. Д. Бендукидзе, 
А. К. Сулаквелидзе 


а запись 
\ 
— АО 
Е=1 
— сумму 
В = ВАНН Е 
ор 0+ пени‘ 


Нетрудно проверить следующие 
свойства знака Х: 
п 


п п 
У 1=л, Усаь=с Зав, 


Е-1 Е А =1 

в л п 

я ь] в 

У, (ак -- 6) -= Хак У 6. 
Е-1 Е 1 &=1 


Проверим, к примеру, второе свой- 
ство. 


По определению 
п 


т 
\, саь = са, + са. 4-... + са, 
к -=1 
поэтому, согласно известному свой- 
ству суммы, имеем: 


я 

м 

\ ак с(а На -н.. 
= 


5 -- ал). 


Но выражение в скобках есть не что 
иное, как 
п 


Уч 
ЕЕ 
и, следовательно, 


п п 
Уса = с 4%. 
В = 
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Аналогично проверяются осталь- 
ные два свойства. 

2. Рассмотрим вопрос о вычиеле- 
ния сумм вида 


УЛЮ- КОН) + 
ЕЕ1 


где { — известная функция целочис- 
ленного аргумента, определенная на 
отрезке |1, п] натурального ряда. 
Эту сумму легко вычислить, если 
удастся найти такую функцию Ё, 
’ определенную на отрезке [1, л -- 11 
натурального ряда, что при всех 
&, 1 Ёп, справедливо равенство 
КК) = Е +1) — Р@®). (2) 
В самом деле, полагая в этом 
равенстве последовательно А = 1,2,... 
...П — 1, Я, получим: 
№1) = (2) — Ё(1). 
[(2) = Е(3) — Е@), 
18) — 24) — 2), 


Кп— = - Ел) — -Е(п — . 
Кп) = Еа + 1) — Ею). 

Складывая эти равенства, при- 
ходим к следующей формуле: 


УН®=Е®+и-Р(). 

К-1 

Таким образом, если функция Р 
найдена, сумма (1) вычисляется эле- 
ментарно. 

Пронллюстрируем 
геометрически. 

На рисунке 1 нам нужно найти 
сумму (1), обозначенную просто че- 
рез Х, как длину вертикального от- 
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резка. Каждый член вида {(А) соот- 
ветствуст длине красного отрезка, 
равной разностн длин зеленых отрез- 
ков РЁ -Г 1) и Е(*). Очевидно, сум- 
ма длин всех красных отрезков 
равна разности длин первого и пос- 
леднего из зеленых отрезков. 


При ‹ ер 1. Вычислим сумму 
| 1 1 
ку ОЕ а пиру’ 
то есть 
в 
\ ! 
ЕЕЕИ 
&=1 
Здесь 


1 
1) = ии ’ 


и, как нетрудно проверить, ее можно 
представить в виде следующей раз- 
ности: 


М ЕЕ 


Е! 

Поэтому, если обозначить 
! 

РА) =——, 


то формула (2) будет выполнена для 
всех натуральных #: 


КЮ = ВЕ + — Е). 


Применяя формулу (3), легко по- 
лучим 
п 


а ма 


| в 


СЫ пят - 
=1 

Пример 2. Найдем сумму 
членов следующей геометрической 
прогрессни: 


4, 9°,4°,---.9" (9521. 
Здесь {(А) = 4*, и, воспользовавшись 
равенством 9+1 4* = 9^ (9—1), 
можно написать 





Гы = авы, = ей . 
4—1 4—1 
Отсюда видно, что тео ПОЛОЖИТЬ 
Р®-, =, 
н, следовательно, 
а ЦИ 
т 


Получили известную формулу. 


Пример 3. Вычислим сумму 


У чтАх (х 52 2лм). 
Е=1 
Нетрудно проверить, что 


эт Ах = ее 
то есть 

этАх = (#2 (4), 
где 


в с08 (# — 0,5) х 
= 25т0,5х 
Теперь на основанин формулы (3) 


после несложных преобразований по- 
лучим 


п 

\ зп Ах = 
о 
К=й 


50,5 (п -- ] хяп0,5 лх 
25т0,5х ь 


Читатель сам убедился, что фор- 
мула (3) дает эффективный спосо 
вычисления суммы (1}. Главное — на- 
хождение функции Р. Нередко, к 
сожалению, _это_— задача не из лег: 
ких, а_ иногда даже неразрешимая. 

3. Пусть теперь заданы две ко- 
нечные последовательностн чисел 







И 
н 
ЧИ, 4 (4) 


и требуется вычислить сумму 
п 


У Ч кок. 
#=1 
Здесь часто бывает полезным одно 
преобразование, которое было ука- 
зано замечательным норвежским ма- 
тематиком Абелем. Именно пусть 
У, — сумма первых А членов после- 
ловательности (4), то есть 
р. 
Уь= Хини + 
#5} 


...: На. 


Ясно, что и, = Из; если же # > |, 
то 


би = У — Ули. 
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Рис. 2. 


Поэтому 


с . 
У; иыоь = ии, + изо, Е... + ло, = 
ЕЕ 
= У, -- Ио (У,— у, -- не 
нат и У,— И 1) 


Раскрывая скобки и группируя сла- 
гаемые по два, получим 


п 

У: инок = (и из) У (из из) У» ... 
К-1 

ие (мы — ии) У ил И а 

или окончательно: 

п 

У инков =: 
| 

п! 

У (Че — их) У,. (5) 
В=1 


Геометрическая интерпретация это- 
го способа дана на рисунке2. Каждый 
член винда изи, соответствует пло- 
щади прямоугольника (зеленого). Чле- 
ны вида (ик, — и,)У, соответству- 
ют площадям красных прямоуголь- 
ников. Выражение и„И, ‘есть пло- 
щадь всего прямоугольника. После 
этого формула (5) становится оче- 
видной. 


== ивИп— 


Пример. 4. Вычислим сумму 
12 -- 22 -... + п? 
Обозначим искомую сумму через 
$ и запишем ее, используя знак %: 


п 
$= \ 4. 
#=1 
39 


Выражение #2, стоящее под знаком 
суммы, представим в виде произве- 
дения ЕЁ и применим к 5 преобразо- 
вание Абеля, положив 
Ик = бк = Ё 
Так как 
Ив Ив =, 


Я Е 


то 


соминИ "оАети 
= 9 — 3 Я р] -- | 
#1 
п-—1 


п—| 
Е 


ы 2 2. = 
Я=1 КЕТ 
Учитывая равенства 
п! п 
№22 У п2=$5— па, 
В=1 К 
л-—! 
ь п (п— |) 
о, 
А! 
получим 
_ ми 1 Ш и 
== 5 У п — 
1 
—Я7(@8—1. 


Отсюда уже нетрудно найти 5: 
а пп+- п (2-1) * 
Е ты ). 


Пример 5. Вычислим следу- 
ющую сумму: 
КЕ 
Положив и» = №, 9 = 1%, 
Инч— Ик = 1, Ук == 2А+2 —2 
и, согласно формуле (5), 
п 
\ Е. 2 =п (2"*! 2) — 
Е 


имеем 





*} Этот прием называется неявным зада- 
инем суммы 5. Используя какие-либо свой- 
ства общего члена а„, найдем уравнение от- 
носительно 5, из которого определим само $. 
В пр 2 можпо было бы паписать $== 

:05-—97ЕТ-Ра, откуда 





1 —9ч. 
9—1 
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п—| 
2 У (от ех 2) 
В=1 
Элементарные вычисления дают 


п 
У 2.2 = п 1212. 
Е=1 

4. Для искушенного читателя, зна- 
комого с понятием интеграла, заме- 
тим, что формулы (3) и (5) для конеч- 
ных сумм являются аналогами из- 
вестных формул интегрального ис- 
числення. 

Так как существуют функции, ог 
которых интегралы (неопределенные) 
не берутся, то не всегда существует 
искомая функция Р(х). 


ЗАДАЧИ 
1. Вычнелить следующие суммы 
100 


А НИЕ ЕС 
— (28 — ПЕ’ 


` 1 | а 28-1 . 
Я >: — ОЕ: 9 МЕ} 


1 1 1 
Па Назад 
| 
Кио э; 
д) >. соз Вх; е) У с05 (+5) 


в2=1 Ве } 


№ че (‘зари + 


| | | 
ФР паи "`` ` 1 пи 50.) 


п 
а , 
2. а) вычислить сумму ве; 
й=1 
п 
6) вычислить сумму УХ 5, 
3] 
где {а„} — арифметическая 
{6} —- геометрическая. 
3. Используя преобразования Абеля, вы. 
числить следующие суммы: 


а) У8; бум; 


КЕ! Ё-1 


прогрессия, а 


в) УАзшиАх; г) У Есоз Ах. 
Е--1 &-=\1 
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Рис. |. Фотография, полученная камерой «Зе- Рис. 2. Лифракция от прямолинейного края 
нит», у которой объектив заменен листком непрозрачного экрана. Тень снята на рас- 
черной бумаги с отверстием. Диаметр от- стоянии 0,5 м от экрана в белом свете через 
верстия 0,2 мм, чувствительность пленки красный светофильтр. Снимок увеличен. Рас- 
65 ед., выдержка 5 се‹. стояние между двумя первыми темными 


полосами равно 0,6 мм. 


В основе геометрической оптики полутени и в пределе получим рез- 
лежит представление о прямолиней- кую тень. Однако опыт показывает 
ности световых лучей. Этому учит совсем другое. Когда источник света 
нас практика. Вы самн можете легко становится достаточно мал, обнару- 
провести оныт, подтверждающий пря- живаются явления, которые раньше 
молинейность распространения све- маскировались полутенью. Прямой 
та. Замените объектив фотоаппарата край непрозрачной пластинки вместо 
листком черной бумаги, в котором резкой тени дает картину, приведен- 
проколото маленькое отверстие. Та- ную на рисунке 2. Край тени размыт, 
кой «дырочной камерой» (ее называ- а параллельно ему идут темные н 
ют камерой-обскурой) можно полу- светлые полосы уменьшающейся кон- 
чать фотографии ярко освещенных трастности. Если источник света бе- 
предметов, подобно фотографии, при- лый, то полосы окрашены в радуж- 
веденной на рисунке 1. Изображение ные цвета. 
на лленке точно соответствует цен- Тень от тонкой проволоки (рис. 
тральной проекции точек предмета 3} также имеет сложную структуру. 
прямыми, проходящими через от- Снаружи она окаймлена полосами, 
верстие, что является веским аргу- как у края непрозрачной пластинки, 
ментом в пользу представления о а внутри тени видны темные и светТ- 
лучах света как о прямых линиях. лые полосы, тем более узкие, чем 

Образование тени на белом экра- толще проволока. 
не от непрозрачного предмета мы Совсем неожиданно выглядит тень 
объясняем как проекцию контура от шарика или от маленького непроз- 
предмета на плоскость экрана лучами, рачного диска (рис. 4). Кроме темных 
выходящимн из каждой точки источ- и светлых колец, окружающих тень 
ника света. Так как источник света и аналогичных уже знакомым нам 
обычно имеет довольно большие раз- полосам, в центре тени можно видеть 
меры, граница тени окружена полу- яркое светлое пятно, как будто бы 
тенью и размыта. Можно было бы в центре диска проколото маленькое 
думать, что, уменьшая размеры ис- отверстне. 
точника, мы будем сужать область Явления, в которых обнаружива- 
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Рис. 3. Дифракция от тонкой проволокн. 
Сиимок в белом свете через красный свето- 
фильтр. Диамегр проволоки 1,2 мм. Рас- 
стоявие от проволокн Ло пленки 0.5 м. 


ется, что свет распространяется ие 
строго но законам геометрической 
оптики, называются — дифракцион- 
ными. Их причина лежит в волновой 
природе света. Точное описание рас- 
пространения света дает не постро- 
ение лучей, а картина распростране- 
ния волн. 

Представнм себе круговые волны, 
расходящиеся от брошенного камня 
но спокойной поверхности пруда. Ес- 
ли волны достигают плавающего на 
поверхности бревна, то за бревном об- 
разуется вполне четкая тень, границы 
которой определяются лучами, прс- 
веденными из точки падения камня 
через концы бревна. Однако в облас- 
ти тени тоже можно заметить волне- 
ние поверхности воды, хотя и более 
слабое. Это и есть дифракция, кото- 
рая в данном случае не очень иска- 
жает картину геометрической тени. 
Если же волны встретят на своем 
пути сваю, то уже на небольшом рас- 
стоянии за ней картина распростра- 
нения волн будет мало походить на 
геометрическую тень. Наконец, если 
волны встретят торчащий из воды тон- 
кий шест, то тень вообще не образу- 
ется. Волны свободно огибают малые 
препятствия. На поверхности воды 
можно будет заметить лишь слабую 
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Рис. 4. Дифракция на шарике. Днамстр 
шарика 2,5 мм, В, К; -=0,5 м. Красный 
светофильтр. 


круговую волну, рассеянную шестом. 

Таким образом, при распростра- 
нении волн могут встретиться как 
случаи, когда прямолинейные лучи 
хорошо описывают наблюдаемые яв- 
ления, так и случаи, когда преобла- 
дает динфракционная картина. Все за- 
висит от соотношения между длиной 
волны, размерами препятствия (илн 
отверстия). ограничивающего волну, 
и расстоянием до плоскости наблю- 
дения. Коротко это можно сформу- 
лнровать так: если из точек экрана, 
на котором мы наблюдаем тень, пре- 
иятствие нли отверстие видно под 
углом большим, чем угол, под которым 
видна длина волны с расстояння, рав- 
ного поперечнику препятствия, то 
дифракция не сильно искажает луче- 
вую картину. В виде формулы это 


а А 
можно записать так: -„- > =, где 


а — размер отверстия, ВЮ — рас- 
стояние до экрана, на котором наблю- 
дается тень, и А — длина волны. 
Если же углы сравнимы или первый 


а 
угол меньше второго, то есть ТА. = 


=-——, то дифракция играет опре- 


а ‚ 
деляющую роль и лучевые представ- 
ления неприменимы. 
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Рис. 5. Установка для паблюдення и фото- 
графировання дифракционных картин. 1-— 
лампа, 2 — проектирующая лвиза, 3 — то- 
чечная диафрагма ‹о светозащитным экра- 
ном, 4 —. держатель с объектами дифракции, 
5 — спетозащитная труба, 6 — фотолитарат 
без объекива, 


В оптике чаще всего имеют дело с 
первым случаем, так как длины волн 
видимого света очень малы (от 0,7 мк 
для красного света до 0,4 мк для 
фиолетового], но на больших рас- 
стояннях от маленького отверстия или 
от тонкой проволоки может встре- 
титься и второй случай. 

Наблюдать явления  дифракцин 
света можно с помощью весьма скром- 
ных средств. Проколите в тонкой 
фольге ‘кончиком острой иголки от- 
верстие 0,1—0,2 мм и наклейте фоль- 
гу на лист картона с отверстием, ко- 
торый нужен для того, чтобы свет 
от источника — обычной настольной 
лампы — не мешал наблюдениям. Ус- 
тановив лисг картона на подстав- 
ке, спроектируйте на него лнизой с 
фокусным расстоянием 4—6 см уве- 
личенное изображение волоска лампы 
так, чтобы часть нзображения волос- 
ка пришлась на отверстне в фольге. 
За отверстием образуется световой 
конус, который легко найти по свет- 
лому кружку на матовом стекле или 
глазом (когда глаз попадает в световой 
конус, отверстие кажется ярко светя- 
щимся). На расстоянии около 0,5 м от 
отверстия в пучок света будем поме- 
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шать объекты, а дифракчионную кар- 
тниу будем наблюдать на расстоянин 
тоже около 0,5 м за объектом. Вестн на- 
блюдение следует через слабую лупу 
или линзу с фокусным расстоянием 
2—5 см, укрепив ее на подставке, 
а глаз располагать на таком расстоя- 
нии от линзы, чтобы она вся казалась 
ярко освещенной. На светлом фоне 
хороню будет видна дифракционная 
картнна. 

На рисунке 5 приведена фотогра- 
фия установки, на которой получены 
все помещенные в этой статье дифрак- 
цнокные картины. Была использована 
оптическая скамья, что, конечно, нс 
обязательно, однако если вам удаст- 
ся воспользоваться для укрепления 
объектов какими-либо штативами с 
винтовымн перемещениями, то ирн- 
водить дифракционную картину в 
центр поля зрения будет значитель- 
но легче. 


Тень от прямолинейного края нс- 
прозрачного экрана вам даст лезвие 
безопасной бритвы. Из двух лезвий 
можно сделать щель шириной 0,3— 
1 мм. Кусочек проволоки днаметром 
до | мм продемонстрирует дифрак- 
цию от узкого экрана. Интересно вы- 
глядит дифракция от кончика иголки. 

Для наблюдения светлого пятна 
в центре тени от круглого предмета 
возьмите стальной шарик ог подшип- 
ника днамстром 2—4 мм. Капелькой 
клея ириклейте шарик к стеклянной 
пластинке. (Необходимо следить за 
тем, чтобы клей не выступал за коц- 
тур шарика, а поверхности стекла 
ни шарика были чистыми.) Когда клей 
подсохнет, укрепите пластинку с ша- 
риком на установке. Перемещая плас- 
тинку, приведите тень от шарика в 
центр поля зрения. Прин этом будут 
хорошо видны и внешние дифракни- 
онные кольца, и пятно в центре, 
окруженное темными и светлыми коль- 
цами. 

Вы, вероятно, захотите получить 
фотографин дифракционных картии. 
Это легко сделать, если воснользо- 
ваться фотоаппаратом с вывинчен- 
ным объективом. Тень от объекта 





Рис. 6. Фотография, полученная © помощью 
шарика. Внешине кольца размыты. Диаметр 
шарика 4 м. Высота символа ЛР ми. Днано- 
зитив был получен фотографированнем на 
контрастной пленке буквы,  вычерченной 
тушью на белой бумаге. 


проектируется прямо на плоскость 
иленки. Чтобы дифракционные полосы 
на фотографии были более четкими 
и число их было больше, отверстие, 
служащее источником света, надо 
закрыть светофильтром. лучшие крас- 
ным, так как в сиектре лампы нака- 
ливания много красных лучей. Для 
обычных пленок экспозиция в 5— ск 
оказывается достаточной. Чтобы из- 
бежать засветки нленкн, между ап- 
паратом и объектом нужио поместить 
зачерненную внутри трубу. 

Смещение источника света вызы- 
вает смещение тени, а значит, и ият- 
на. Поэтому, если вместо точечного 
источника вы возьмете диапозитив 
малого размера, то каждая прозрач- 
ная точка на нем даст свою, слегка 
смеленную тень шарика со своим 
светлым пятном. В результате внеш- 
ние дифракционные кольца разма- 
жутся, ав центре тени можно будет 
увидеть нчзображение  дианозитива. 
1Нарик будет действовать как линза. 
Именно так была получена фотогра- 
фия символа постоянно0й — Иланка 
{рнс. 6). 

Просверлив в топкой жести круг- 
лос отверстие диаметром около 2 мм, 
вы сможете проследить, как меняется 


Кузя госсгте.ги 


дифракционная картина от круглого 
отверстня на разных расстояниях от 
него. Закрыв источник света свето- 
фильтром и приближая глаз с луной 
к отверстию, начиная с расстояйий 
1—2 м, вы увидите, как в центре 
картины появляются черные кружки, 
которые при приближении глаза прев- 
ращаются в темные кольца, расходя- 
миеся к краям тени. Число темных 
колец, считая и темное пятно в цент- 
ре, определяется разностью нутей 
света для центрального луча и луча, 
ндущего от края отверстия. Этим мож- 
но воспользоваться для определения 
длины волны света. Чтобы произвес- 
ти вычисления, необходимо знать ди- 
аметр отверстия, измерить расстоя- 
ние от источника света до отверстия и 
расстояние от отверстия до плоскости 
наблюдения. Определить положение 
плоскости наблюдения можно, помес- 
тив в поле зрения лупы иголку и дви- 
гая ес до тех пор, пока она не будет 
представляться глазу резкой на фоне 
изучаемой дифракционной картины. 
Положение иголки и определит 
плоскость, рассматриваемую в лупу. 
Как вывестн расчетную формулу, мы 
поясним ниже. 


В белом свете можно лаблюдать 
красивую» смену окраски дифракци- 
онных колец. Цвета, которые вы уви- 
дите, не похожи на снектральные. Они 
называются дополнительными н наблю- 
даются тогда, когда из полного спек- 
тра белого света удаляется какая- 
нибудь одна спектральная область. 
В нашем случае, когда, например, 
в центре получается темное пятно для 
зеленого света, остальные части спек- 
тра, то есть красно-оранжевый и 
фиолетовый, окрашивают центр кар- 
тины в пурпурный ивет. Отсутствие 
красного приводит к зелено-голубому 
дополнительному цвету и т.д. На 
рисунке 7 приведены примеры диф- 
ракционных картин от круглого от- 
верстия. 


Почему же в центре, куда волиы 
ириходят, казалось бы, бесирепят- 
ственпо, появляется темное нятно2 

Вернемся к нашим наблюдениям 
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Рис. 8. Сложение колебаний, усиливающих 
друг друга. 


волн на поверхности пруда. Пред- 
ставим себе, что одновременно в пруд 
бросили два камня и по его новерх- 
ности распространяются две системы 
волн. Тогда на поверхности пруда 
найдутся точки, в которые одновре- 
меннс приходят горбы от обенх сис- 
тем воли. Через некоторое время в 
ти же точки одновременно придут 
зпадины волн. Волны будут усили- 
вать друг друга, как это показано на 
рисунке 8. Усиление будет происхо- 
дить в точках, лежащих на равных рас- 
стояниях от источинков волн. Кроме 
ого, волны будут усиливаться в тех 
точках, расстояния от которых до 


зение += 


Е 





Рис. 7. Дифракция от круглого отверстня. 
и) Днаметр отверстия | ми, Ю1==Ю.-= 0,5 м. 
Красный светофильтр. Отверстие открывает 
две зоны. В центре черное пятно. 6) То же 
с синим нм Отверстне открывает 


почти три зоны. в) Диаметр отверстия 1,5 им, 


В. =К,=0,5 м. Красный светофильтр. От- Рис. 9. Сложение 


верстие открывает иемного более четырех зон. друг друга. 


колебаний, ослабляющих 





Рис. 10. Источник света можно заменить 
вторнчными источниками . 


источников волн отличаются на це- 
лую длину волны, на две длины волны 
ит. д. В тех точках, до которых одно- 
временно доходяг горбы от одной 
волны ин вцадины от другой, волиы 
будут ослабляться, гасить друг друга, 
как это показано на рисунке 9. Оин- 
санное явление называется интерфе- 
ренцией. Оно играет решающую роль 
в образовании дифракционных кар- 
Тин. 

Каждая точка пространства, че- 
рез которую проходит световая волна, 
сама может рассматриваться как ис- 
точник вторичной сферической волиы 
(рис. 10). Гели свет проходит через 
круглое отверстие в непрозрачном 
экране, то мы можем заменить источ- 
ник света вторичными источниками, 
расиределенными по площади отвер- 
стня. Все эти источники будут коле- 
баться в такт с первичной волной, 
дошедшей до отверстия. Амплитуца. 
колебаний в точке паблюдения за 
экраном иайдется как сумма колеба- 
ний, которые вызывает в этой точке 
каждый вторичный источник. Прн 
этом необходимо учесть, что волны от 
разных источников проходят разные 
нути и, складываясь, могут ие только 
взаимно усиливаться, но И ослаб- 
лЯТЬсЯ. 

Проследим, как будет меняться 
амплитуда колебаний на оси круглого 
отверстия, освещенного точечным ис- 
точинком света. Когда расстояние 
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до точки наблюдения очень велико по 
сравнению с диаметром отверстия, 
волны от всех вторичных источников 
проходят почти одинаковые пути и, 
приходя в точку наблюдения, вза- 
имно усиливаются. При приближении 
точки наблюдения к отверстию вто- 
ричные волны от источников, расно- 
ложенных на краю отверстия, будут 
заметно отставать от воли, пришедших 
от источников центральной зоны, ни 
результнрующая амплитуда будет 
уменышаться. Когда луч, проведенный 
в точку наблюдения от края отвер- 
стия, стапет длиннее луча, проведен- 
ного из центра, на целую длину вол- 
цы, наступит полная компенсация 
колебаний, и в центре дифракцион- 
ной картины мы увидим темное пятно. 
Гще приблизив экран, мы  на- 
рушим компенсацию колебаний на 
оси, и центр дифракционной картины 
снова станет светлым. Теперь в0з- 
никнет компенсация на некотором 
расстоянии от оси, и центр дифрак- 
цнонной картины будет окружен тем- 
ным кольцом. Когда крайний луч 
отстанет от центрального на две Дли- 
ны волны, снова наступит компенса- 
цня колебаний на осн. Дифракцион- 
ная картвна будет иметь вид светлого 
пятна с темным центром и с одним 
темным кольцом. 

Появление темного пятна в цен- 
тре дифракционной картины будет 
пернодически повторяться но мере 
приближения экрана, на котором на- 
блюдается дифракционная картина, 
к экрану с отверстием. Сосчитав 
число темных колец, можно сказать, 
сколько раз пронзошла компенсация 
на осн. То же самое можно увидеть, 
если менять пе расстояние до точки 
паблюдения, а радиусе отверстня. Этих 
указаний достаточно для того, чтобы 
вы сами вывели формулу для опре- 
деления длины волны. 

Итак, желаем успеха! Надеемся, 
что физические кабинеты ваших школ 
пополнятся коллекциями  дифрак- 
ннонных картин, сфотографированных 
вами, н что в редакцию «Квантах вы 
пришлете наиболее удачные фотогра- 


фии. 
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ЗАДАЧНИК Ябанта 


В этом м следующих номерах раздел «Задачник Кванта» составлен мз 
задач, предлагавшихся на всесоюзных олимпиадах по физике и матема- 
тике 1970 года. После каждой задачи в скобках указан класс, в котором 


она предлагалась. 


Ф48. На вал якоря динамо-маши- 
ны намотана веревка, к которой прн- 
креплен груз. Опускаясь, груз враща- 
ет якорь. Когда якорь достаточно 
раскрутился, к клеммам машины при- 
соединнли сопротивление нагрузки. 
Изобразите на графике зависимость 
скорости вращення якоря от времени 
с момента начала движения груза. 


(Х) 


Г. И. Косоуров 

Ф49. Ч-образная трубка заполне- 

на водой. Из одного колена воздух 
удален: давление воздуха в другом ко- 
лене при температуре # = 20° С равно 





атмосферному. Оба конца трубки за- 
наяны. Разность между уровнями во- 
ды в коленах равна 15 м. Какой будет 
разность уровней воды в коленах, ес- 
ли трубку пагреть до 100 С? (ХХ) 
Б. Б. Буховцев 

Ф50. На гладком  горизонталь- 
ном столе лежат два одинаковых ку- 
бика с массами т, соединенные иру- 
жинкой жесткости А и длины № 
в нерастянутом состоянии. На левый 
кубик (рнс. 1) внезапно начинает дей- 
ствовать постоянная по величине и 
направаснию снла Ё. Найдите мини- 


мальпое и максимальное расстояния 





между кубиками при дальнейшем дви- 
жении системы. (Х) 
Б. Б. Буховцев 
$51. Фотографировать тигра с рас- 
стояния менее 20 метров опасно. Ка- 
кой размер может иметь камера-об- 
скура с отверстием диаметром в | мм, 
чтобы тигр на фотографии был полоса- 
тым? Расстояние между полосами на 
шкуре тигра равно 20 см. (Х) 


А. Л. Стасенко 


$52. Мяч брошен вертикально 
вверх. Что больше: время подъема 
или время падения? (УПТ) 

Ф53. В сосуде находятся две не- 
смешивающиеся жидкости с удель- 
ными весами 4; и 4. итолщинами сло- 
ев й, н й, соответственно. С поверх- 
ности жидкости в сосуд опускают 
маленькое обтекаемое тело, которое 
достигает дна как раз в тот момент, 
когда его скорость становится равной 
нулю. Какова плотность материала, 
из которого сделано тело? (УП 


М. М. Балашов 


$54. Что покажет амперметр в 
схеме, изображенной на рисунке 2? 
Сопротивление амперметра очень ма- 
ло. (УШ--Х) 

А. Р. Зильберман 

М41. Дана окружность, ее дна- 
метр АВ и точка С на этом днаметре. 
Постронть на окружности две точки 
Х иУ, симметричные относительно 
диаметра АВ, для которых прямая 
УС перпендикулярна к прямой ХА. 
(УП 

М42. Цифры некоторого семнад- 
цатизначного числа заинсываются в 
обратном порядке. Полученное число 
складывается с первоначальным. До- 
казать, что хотя бы одна из цифр их 
суммы будет четной. (УПИ) 
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Рис. 3. 


М43. Каждая сторона  правиль- 
ного треугольника разбита на п рав- 
ных частей. Через точки деления про- 
ведены прямые, параллельные сто- 
ронам. В результате треугольник 
разбился на п? маленьких треуголь- 
ничков (рис. 3). Назовем «цепочкой» 
последовательность треугольничков, 
в которой ни один не появляется 
дважды и каждый последующий имеет 
общую сторону с предыдущим. Како- 
во наибольшее возможное число тре- 
угольцичков в цепочке? (УИТ-Х) 


 М44. Доказать, что для каждого 
натурального числа К существует 
бесконечно много натуральных чисел 
Т, не содержащих нулей в десятичной 
записи и Ттакнх, что Ти КТ имеют 
одинаковые суммы цифр. (Х) 


М45. Доказать, что из любых двух- 
сот целых чисел можно выбрать сто 
чисел, сумма которых делится на 100. 
(ГХ) 

Попробуйте обобщить эту задачу: 
докажите, что из любых 2и—1 чисел 
можно выбрать п, сумма которых 
делится на п, где п->2. 
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ЗАДАЧНИКА пбанита 


Мб. Перед вами часы. Сколько сущест- 
вует положений стрелок, по которым нельзя 
определить время, ссли ине знагь, какая 
стрелка часовая, а какая — минутная? 

{Считастся, что положенне каждой из 
стрелок можно определить точно, но сле- 
дить за зем, как стрелки двигаются, нель- 
зя.) 

Ответ. Таких положений су- 
ществует 132. Другими словами, су- 
ществует 66 лар расположений стре- 
лок таких, что в каждой из этих пар 
одно расположение получается из дру- 
гого заменой часовой стрелки на 
минутную и минутной на часовую 
(как на рис. 1}; разумеется, ири 
этом не рассматриваются такие поло- 
жения, когда направления часовой и 
мннутной стрелок совпадают: в этих 


случаях время 
значно. 

Решение. Мы получили много 
разных решений этой задачи. Привс- 
дем некоторые из них. Вот наиболее 
распространенное. 

Будем считать, что циферблат раз 
бит на 12 частей. Рассмотрим какое- 
то одно из положений стрелок, о ко- 
торых ндет речь в условни. Пусть одна 
стрелка занимает положение х, дру 
гая — и; здесь 05 х< 12, 0<и< 2 
Если первую стрелку считать часо 
вой, а вторую — минутной, то долж 
но выполняться равенство 


определяется одно- 
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Рис. 2. 


где а — целое число часов, 05 а=<!1. 
Аналогично, еслн первая стрелка 


минутная, а вторая — часовая, то 
5х 


И + 60: (2) 


где 6 — целое, 056=1|. 

Систему из двух равенств (1) н 
(2) можно заменить на эквивалент- 
НС: 


м 12а ц, м 12а=у. 
12 у= 12 6-х, [143 х= 12 (6 + 12а), 


1. 12а 

х = 2, 

—- аг!2ь 
у= 12—13 


Здесь 0<а< Ш, 0<35=< 11 —целые чис- 
ла. Каждая пара (х, у), удовлетворя- 
ющая этой системе, является ее ре- 
шением. Их всего 12? = 144. Ясно, 
что случаи, когда х = цу, то есть 
когда а =, нужно исключить. Ос- 
тается 132. 

Два из них — соответствующие 
а=2, Б=биа-=5, 6 =2— изо- 
бражены на рисунке 1 (ясно, что за- 
мена а на фи вф на а соответствует за- 
мене стрелок). 

Очень наглядное решение прислал 
ученик 10 класса С. Поздняков 
{г. Вильнюс). Вот его рассуждения. 
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Зададим положение минутной 
стрелки у как функцию от Положения 
часовой стрелки х. График этой функ- 
цим Х—у изображен на рисунке 2 
синим цветом. Этот график — мно- 
жество всех положений стрелок (х, и), 
которые могут встретиться на цифер- 
блате часов. Мас интересуют такие 
пары (х, и), для которых пара (и, х) 
тоже принадлежит этому множеству. 
Но точка (у, х) — это точка, сим- 
метричная (х, у) относительно бис- 
сектрисы угла хОу. На рисунке 2 мно- 
жество точек, симметричных синим 
точкам, отмечено красным цветом *). 

Остается найти число точек пере- 
сечения синнх и красных отрезков 
{ие считая точек, лежащих на бис- 
сектрисе х = 5). Легко видеть, что 
их 132, т. е. 66 пар точек, симметрич- 
ных относительно биссектрисы. 

И, наконец, еще одно, третье ре- 
нение, не требующее никакого мате- 
матического аппарата. 

Положим рядом с нашими часами 
(справа) другие, воображаемые, ко- 
торые идут ровно в 12 раз быстрее. 
Пустим н те и другие часы одновре- 
менно, когда они показывают 12 ча- 
сов; тогда часовая стрелка правых 
часов все время совпадает с минут- 
ной левых. Ясно, что нитересующие 
нас «неразличимые» положения стре- 
лок — в точности те, когда часовая 
стрелка левых совпадает с минутной 
правых, быстрых часов (подумайте, 
почему!). Сколько же раз это прон- 
зойдет? Из 144 оборотов, которые сде- 
лает минутная стрелка правых часов 
за то время, пока часовая стрелка 
«нормальных» сделает один оборот, на 





*} Автор пишет, что «красиос» множество— 
«график функции, обратной к нашей функ- 
цин х—?. Это не совсем верно: ясно, что 
наша функция не имест обратной на всем 
отрезке 0:=х==12, так как здесь каждое у 
соответствует многим (а именно двенадцатн) 
разным х. Можно было бы сказать так: 
мы рассматриваем функцию х—/у на каждом 
из отрезков 0х1, 5х ®, ..., Н=х« 2, 
берем обратную к каждой из этнх функций 
и для каждой из них строим график. Вот 
тогда мы действительно получим «красное» 
множество, состоящее из двенадцати гра- 
фиков! (Определение обратной функции см. в 
«Кванте» № |, стр. 32—33.) 
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каждом обороте пронзоидет одно сов- 
падение (включая начальную точку 
первого оборота); из них нужно исклю- 
чить 12 случаев, когда совпадают все 
четыре стрелки, — остается 132. 


М7. а. В, с -— стороны треугольника. 
а 
Докажите, ет -|- 
г с 


3. 


ыы ——_——_—_— 
ФТ став Г ас 


Решение. Эта задача имеет 
довольно много решений. Мы приве 
дем одно из самых коротких. Нам 
понадобится лишь хорошо известное 
из школьного курса неравенство 


т п 


где 71>0, п>0. 
Введем такие обозначения: 


Б--е—а =х, 
е+а—6=у, {2} 
ань—-с=2, 
Заметим, что 
х>0, и> 0, 2>0; (3) 
это следует из того, что а, 6, с — сто- 
роны треугольника, а каждая сторона 
его меныше суммы двух других (к со- 
жалению, из иисем, присланных в 
редакцию, видно, что большинство ре- 
шавших задачу даже не задумывались 
над тем, где они используют то, что 
а, 6, с — стороны треугольника). 
Из (2) следует, что 
5% хтЕ х-+ 
а Е 
поэтому исходное неравенство можно 
переписать так: 
у -. < х+2 хи 
5. 1—2: 





3. (4) 


Преобразуя левую часть (4) и исполь- 
зуя (1) и (3), получим 
уфа хха, хчу_ 


5х т 2: 


что и требовалось доказать. 

Заметим, что аналогично можно до- 
казать и более общее неравенство: 
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а ой 
- 3- = —- 1 
Ха Е Хз +... Хи — 
Х2 


Е 


РИА УНЕЬ 1 ННИНЕИНЕНОЙ 
п х, + Хх. В .=Хп-8 — Хл-1 + 
Хп 


—————— 
х' | хз +... Хп-1 Хо 


21-2, 


-| 


где все знаменатели положительны. 
В заключение отметим, что из до- 
казанного неравенства непосредствен- 
но следует один геометрический факт. 
Пусть Е — раднус описанной около 
треугольника, а г — радиус вписан- 
ной в него окружностей. Хороию из- 
вестно, что 
афс 9 И 
ес. 6) 


$=И р@р-а) р-5) @-—д, 
где $ — площадь треугольника, а 


р — ето полупериметр. Из (2) сле- 
дует, что 


р-а=-5, 

2 
р-6=-, (6) 
р-с=--. 


Теперь, нспользуя (5) и (6), получим 


мы 
27 — 785 ^^ рр фа) р-р @-9 


абс | 
(а об те-а)е+а—в) — 


_СтУЧЕДетх) _ 
= ет = 


| уг. ха Си | 
- = ть 2: 
Заметим, что в круглых скобках 
правой части последнего равенства 


стоит левая часть неравенства (4). 


Воспользовавшись нм, получим 
В 
7 21, 








то есть Ю 2-е. 


Итак, раднус описанного около тре- 
угольника круга не меньше диаметра 
вписанного в него круга. Попробуйте 
доказать это чисто геометрически (что 
значительно труднее). 


Купи лоссглели 


Рис. 3 


Ф7. Горизонтальный стержень О;А длн- 
ной { вращается вокруг вертикальной оси 0, 
{рис. 3). На ось, прикрепленную к кониу 
стержня А, насажено колесо раднуса г. 
Ось колеса горизонтальна н составляет угол 
© со стержием О.А. Колесо вращается на оси 
без трения и катится по земле. Трение между 
колесом ин почвой большое. Сколько оборотов 
сделает колесо, когда стержень О, сделает 
один оборот вокруг вертикальной осн? 


Ремение. Задача решается 
проще всего, если рассуждать так, 
как рассуждал бы наблюдатель, си- 
дящий на конце А стержня О.Л. Ес- 
ли угловая скорость вращения стерж- 
ня О,А относительно земли равна ©, 
то наблюдатель скажет, что в его 
системе координат стержень непод- 
вижен, а земля вращается вокруг осн 
О, с угловой скоростью, равной 9, 
в направленин, противоположном нап- 
равлению вращения стержня  отно- 
сительно земли. Скорость точки зем- 
лн, в которой ее касается колесо, рав- 
на по величине о = О/ и направлена 
перпендикулярно стержню О,/А. Раз- 
ложим эту скорость на две составляю- 
щие: 0, =9 с0$ 0 и и. =изт а, соответ- 
ственно параллельную и перпендику- 
лярную плоскости колеса. Ясно, что 
так как трение колеса о почву велико, 
то точка колеса, в которой оно ка- 
сается земли, движется относительно 
точки А, а значит и оси колеса, со 
скоростью г,. Это означает, что коле- 


со вращается вокруг своей оси с угло- 


> ра 1 
вой скоростью в -=—— =@ —с0$ 9. 
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Рис. 4. 


Отношение углов поворота стержня и 
колеса вокруг своих осей равно отно- 
шению угловых скоростей вращения 
стержня и колеса. Поэтому, когда 
стержень О.А сделает один оборот 


® 
вокруг оси Оу, колесо сделает п=-с- = 


1 ф 
—=-р 60$ © оборотов вокруг своей оси. 


Ф8. Длинный стержень АВ с резьбовым 
отверстием на конце накручен на вертнкаль- 
ный внит (рис. 4). Стержень отпускают. 
Трение между винтом и стержнем прене- 
брежимо мало. Как будет двигаться стержень 
носле того, как он слетит с винта? 


Решенис. В тот момент, когда 
стержень слетит с винта, скорость его 
центра масс (центра тяжести) будет 
иметь как вертикальную, так и гори- 
зонтальную составляющие. Так как 
единственной силой, действующей на 
стержень, с этого момента будет сила 
тяжести, то центр масс стержня будет 
двнгаться по параболе — траектории 
движения тела, брошенного под углом 
к горизонту с начальной скоростью, 
равной скорости движения центра масс 
стержия в тот момент, когда он слетел 
с винта. Но в тот момент, когда стер- 
жень слетел с винта, различные точ- 
ки стержня имели различные горн- 
зоитальные скорости. Поэтому стер- 
жень будет еше и вращаться в го- 
ризонтальной плоскостн вокругсво- 
его центра масс. ` 
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Ф9. На горизонтальном столе находится 
грузик. прикрепленный к столу при помощи 
длинной пружины. Сначала пружина была 
не растянута. Затем грузик сдвинули на 20 см 
от положения равновесия и отпустили. Гру- 
знк начал колебаться вдоль пружины. За 
счет трения амплитуда его колебаний за пе- 
рнод уменьшилась на 7%. Сколько всего 
колебаний совершит грузнк до остановки? 
На каком расстоянии от положения равно- 
весня он остановится? 


Решение. Если на кодеблю- 
щийся маятник действует постоянная 
внешняя сила, то она смещает поло- 
женне равновесия маятника. Напри- 
мер, ссли сравнить колебания груза, 
прнкрепленного к пружине н двнжу- 
щегося без трення по горизонтальной 
плоскости, с колебаниями этой же 
системы в вертикальной плоскости, 
когда на груз вдоль линии его движе- 
НИЯ действует сила тяжести, т0 мы 
увидим, что`во втором случае поло- 
женне равновесия груза будет дальше 
от закрепленного конца пружины па 


ПА а 
х=-, где # — коэф. 


расстояние 
фипнент жесткости пружины, а лё — 
масса груза. При этом пернод коле- 
баний груза будет в обоих случаях 
один и тот же. 


Действие на маятник постоянной 
внешней силы не меняет периода коле- 
баннй маятника и не вызывает зату- 
хания его колебаний, так как поло- 
вину периода действие внешней снлы 
уменьшает энергию маятника, а вто- 
рую половину периода ровно на столь- 
ко же увеличивает энергию маятника. 
Другое дело, когда, как в нашем слу- 
чае, действующая на маятник сила 
постоянна только каждую половину 
пернода, меняя через полпериода на- 
правление на противололожное. В 
этом случае колебания маятника за- 
гухают, так как при движении груза 
действующая на него сила всегда на- 
правлена в сторону, противоположную 
направлению его движения. Причем 
каждые полпериода колебания груза 
происходят около разяых положений 
равновесия. Прн движении груза впра- 
во положение равновесня — это Точ- 
ка А (рис. 5), так как сила трения, 
действующая на груз, направлена 

$4 
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Рис. 3. 


влево (сравните с колебаниями груза, 
подвешенного на пружине), а при 
движении влево — точка В. 

Ясно, что точки А и В находятся 
на одинаковом расстоянии от точки 
О — положения груза при недеформн- 
рованной пружнне. Это расстояние 
находится из условня равенства дейст- 
вующих на груз снлы натяжения 
пружины Е = КАх (Ах — дефор- 
мация пружины) и силы трения: 
ВАХ = Етр- Отсюда 


а = А0 = ОВ = Ах-- Г, 


Колебания груза не могут быть 
ограничены областью между точками 
А ин В, так как в этой области сила 
патяжения пружины не превышает 
максимальной возможной силы тре- 
ния. Поэтому, если скорость груза в 
какой-нибудь точке в этой областн 
окажется равной нулю, то груз оста- 
новится: сила натяжения пружины 
будет уравновешена силой трення. 

Обозначим амплитуду п-го коле- 
бания груза (отклонение груза от 
точки О) буквой у„, если груз откло- 
иеи вправо ог точки О, н х,, если 
груз отклонен влево от точки О. 
° = 20 см — начальное отклонение 
груза. По условию 


_ № — 9 «057 . 
Ве ‚07. {7) 


Найдем закон изменения амплиту- 
ды колебаний груза. Изменение энер- 
гии системы при движении груза равно 
работе силы трения, поэтому, исполь- 
зуя формулу для энергии деформиро- 


- , # (Ах): 
ванной пружины ОА, мо- 
жно записать, что 

Ки? Ех? 


р — 5 = Раф (Уз хи) (5) 


вх? ви? +1 
НЕ Ру (Ха + а). 





Разделив обе части первого уравнения 
на у, -- х,, найдем, что у„— Хи == 


Е 
2—5. Аналогично виз второго 


уравнения получим, что х„— уп = 








Е В 
= 2 ре Сложнв получившиеся 
уравнения, найдем, что 
| Е 
Уп уины=4 у. (9) 


Но 2 == @, поэтому у — и 


= Уз — У =... Ул — Ил41==4 а. (10) 
Амплитуда колебаний груза за 
пернод уменышается на одну и ту же 
величину, равную 4а. Подставив в 
формулу (7} вместо разности и.—и\ 
равную ей разность у,„—и,„_:, Ппо- 
ить — 0,07, или 
(2 
что за период амплитуда колебаний 
груза уменьшается на 0,07у, = 1,4 см. 
Через п колебаний она станет равной 
Уи = У, — п-0,07у.. При этом ам- 
плнтуда колебаний груза, как мы 
уже говорили, не может быть меньше, 
чем а. Так как, согласно формулам 
(7) и (10), 4а = у, — у, = 0,07 в, = 
-= 1,4 см, то а = 0,35 см. 

Из условия уа или 20(1— 
—0,07л)>0,35 получим, что п=< 14,04. 
п — целое число. Поэтому груз со- 
вершит 14 полных колебаний. 

Так как, уаз -= 20(1—0,07.14) = 
— 04 см, то есть у, ;>а, н груз на- 
ходится вне области между точками 
А`и В. Поэтому действующая на груз 
сила натяжения больше силы трения, 
н груз совершит еще часть колебання, 


лучим, что 


Кузлетлесп.го 


остановившись на расстоянии у 
от точки О. Причем груз не может 
дойти до точки О. При движенин 
влево положение его равновесия — 
точка В, и груз не может отклониться 
до точки В на расстояние большее, 
чем у: — а —=0,5 см. 

Путь, пройденный грузом до ос- 
тановки, равен у,.—и. Энергия сис- 
темы в точке, в которой остановится 


В 
груз, равна —>—. Приравняв разность 


энергий системы работе силы трения, 
Кут СЫ 


получим уравнение 5 = 





= Р-р (13—41). Разделив это уравне- 
ние на не равную нулю разность 
у1а—И, Нолучим, что Ау а-РРу = 
== 2Е р. Отсюда 


= 2 уц-2а—уа- 0,3 см. 


Ф1О. Как из четырех тонких проволочных 
слиралей с сопротивленнями 10 ом, 20 ом, 
30 ом и 40 ом, рассчитанных на выделение 
мощности пе более 2 ат на каждой, составить 
нагреватель наибольшей возможной мощ- 
ности, если имеется источник тока с э. д. с. 
20 в и внутренним сопротивлением 20 ом? 

Решение. Докажем вначале, 
что во внешней цепи выделяется тем 
большая мощность, чем ближе сопро- 
тивление нагрузки к внутреннему со- 
противлению источника. 

Ток в цепи, состоящей из вклю- 
ченных последовательно источника с 
э.Д. с. & и внутренним сопротивлением 
ги нагрузкн с сопротивлением К, ра- 


вен 





= 
В +!‘ 


Е. 


Поэтому мощность, выде- 
=“ 


(КРУ Е 


Нарисуем график зависимости № 
эт сопротивления нагрузки К. При 
Ю =0, № = 0; при Ю—оо можно пре- 
небречь г по сравнению с К в знаме- 
нателе дроби. Тогда № == - = 55 

То есть при больших В (В >» /) гра- 
фик зависимости № от К — это ги- 
пербола, асимптотически приближа- 
ющаяся к осн Ю. Так как функция 
\(К) непрерывна, равна нулю при 
Ю =0и убывает при К-—оо, то она 
должна иметь максимум. Найдем его. 


5$ 


ляемая на нагрузке, \ == 








Выражение ра максимально 
Р Г] 7 24 < 1% А ‚ 
бб (Е + г)? 
когда обратное выражение -=— 
{ - г) | 
минимально. Но СЕ. == х 
В? 2 и 22 
ЕыНИЬ аа а: 
а В 
Это выраженне минимально, когда 
минимально выражение — 
2 
и 
Так как + 9 В. го. 


ношепне не средним о 
ским и а геометрическим двух 


г? 
чисел Юн =) то В+ +2 2. Сле- 


т 
довательно, минимум суммы Ю + р Ра- 


вен 27 н достигается при г-==А. 

Итак, мощность, выделяющаяся на 
нагрузке, максимальна при А == 
График зависимости \(Ю} показан 
на рисунке 6. Из графика видно, что 
\{Ю) тем больше, чем ближе А кг. 
Это означает, что из спиралей нужно 
составить нагреватель с сопротивле- 
нием, как можно более близким к 
20 ом. Использовать лишь спираль 
с сопротивлением 20 ом нельзя, так 
как при этом на и будет выделяться 


в. — к -5 ат, а 


каждая из спиралей рассчитана на 
выделенне мощности не более 2 вит. 
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Из всех возлюжных схем соедине- 
ния спиралей наилучшая приведена 
на рисунке 7. Сопротивление такого 
нагревателя равно 20 ом, выделяю- 
щаяся в нагревателе мощность \ -=- 
Е (ёж) 20 -- вт. Нетрудис под- 
считать, что наиболыпая мощность 
выделяется на спирали с сопротив- 
лением 20 ом и равна 1,8 вт. 

Очень хорошее решение этой за- 
лачи прислал Л. Воронов из г. Яро- 
славля. В приложении к решению за- 
дачи он разобрал вопрос о том, как 
зависит к.п. д. электроустановки ог 
сопротивления нагрузки. 


Так как мощность, отдаваемая 


+2 
источпиком, равна &Ё = ‚ а по- 
Юг 


лезная мощность, как мы получили, 
2 


е2В 
равна ЕЛ", то, обозначив отноше- 


ние - через и, получим для к.п.д. 
следующее выражение: 
К & 

К. п.д. велик прн больших сопро- 
тивлениях вагрузки, когда в цепи 
идет маленький ток. Прн «=0, п=0;: 
при < > <, \ —>1. При & = 1, когла в 
нагрузке выделяется максимальная 
мощность, ц=0,5 (50%). При этом, 
конечно, в самом источнике выделя- 
ется такая же мощность, как и в на- 
грузке. Источиик становится исчкой. 





Рис. 8. 


Увеличивая к. п. д. установки, МЫ од- 
новременно уменьшаем полезную 
мощность, выделяющуюся в на- 
грузке. 


ФИ. Три открытые бочки наполиены 
водой и установлены на разной высоте (рис. 8). 
Из каждой бочки проведены вверх трубки, 
соединяющиеся вместе. Трубкн тоже запол- 
нены водой. Куда будет перетекать вода 
по трубкам, если одновременно открыть 
краны К\, К» н Кз? 

Решение. Система из трубок 
будет работать как сифон. Из верхней 
бочки вода будет перетекать в сред- 
июю и нижнюю. Кроме того, из сред- 
ней бочки вода будет перетекать в 
нижнюю. Так как скорость перете- 
кания воды по сифону пропорцно- 
нальна разности уровней воды в со- 
судах, то в том случае, когда уровень 
воды в средней бочке ближе к уровню 
воды в нижней бочке, чем к уровню 
воды в верхней, в среднюю бочку из 
верхней будет перетекать больше воды, 
чем из средней бочки в нижнюю. В 
этом ‘случае будут наполняться как 
нижняя, так и средняя бочки. Если же 
уровень воды в средней бочке ближе 
к уровню воды-в верхней, чем к 
нижней, то будет наполняться лишь 
нижняя бочка за счет вытекания воды 
из верхней и средней бочек. 
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РЕЦЕНЗИИ, БИБЛИОГРАФИИ 





Нет необходимости дока- 
зывать, какую роль сыгра- 


ла астрономия в развитии 


человеческой культуры: 
Звездное небо — это и ча- 
сы, и календарь, м компас. 
Познав законы движения 


планет, люди открыли зако- 
ны механики, а изучая звез- 
ды, поняли законы эволю- 
ции вещества во Всепелной 
и ее структуру. Формируя 
материалистическое — миро- 
воззреныме, астрономия всег- 
да была ареной ожесточен- 
ных идеологических бога 
науки с церковью. До сих 
пор астрономия приносит 
нам удивительные открытия. 
По-новому осветила интерес 
к звездному иебу космиче- 
ская эра. 

Любые занятия астроно- 
миейя начинаются со знаком- 
ства со звездным небом, с 
умения узнавать созвездия 
и наиболее яркие звезды. 
Движение небесной сферы, 
изменение вида звездного 
неба на разных широтах и в 
разные времена года — все 
это нужно понять, делая 
первые шаги в астрономии. 
Этой цели как нельзя лучше 
служит переведениая недав- 
но на русский язык очень 
хоровая книга Г. Рея “). Как 
и многие другие книги, она 
предназначена для первого 
знакомства с небом, но от- 
личается тем, что это пер- 
вое знакомство очень тща- 





*). Г.Рей. «Звезды». Из- 
дательство «Мир», 1969. 
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тельное. Если обычно авто- 
ры ограничиваются указа- 
нием наиболее ярких звезд 
и наиболее заметных со- 
звездий, то Рей описывЕзт 
созвездия целиком. Он по- 
новому соединяет линиями 
звезды созвездий так, что 
получающиеся фигурки на- 
иболее точно соответствуют 
мазвзниям созвездий. Мы 
узнаем в созвездии Близ- 
нецов двух человечков, а в 
созвездии Кита видим чудо- 
юро рыбу кит. При этом в 
очертания созвездий вклю- 
чаются и слабые звезды, ко- 
торые обычно ускользают 
от внимания. В этом есть и 
своя трудность. Из-за боль- 
шой разницы в яркости 
звезд нелегко увидеть на 
пебе те остроумные Фигур- 
ки, которые так четко полу- 
чаются в книжке. Яркие 
звезды навязывают глазу 
другой рисунок. Особенно 
это Относится к светлому 
городскому небу, где звез- 
ды четвертой 
практически не видны. 

После подробного опи- 
сания созвездий в книге 
приведена серия карт звез- 
дного неба в разные часы 
всех  двенадцети месяцев 
года. Все карты даны в двух 
видах: с очертаниями соз- 
вездий и «слепые», что об- 
легчает запоминание карти- 
ны звездного неба. 

Во второй части книги 
объясняются причины и за- 
кономерности движения не- 
бесного свода, изменемие 





величины! . 


ПОЗНАКОМЬТЕСЬ 
СО ЗВЕЗДНЫМ 


НЕБОМ. 


характера движения звезд 
на разных ‘широтах, двыже- 
ние Солнца по поясу зодиз- 
ка, звездное и солнечное 
время. Тот, кто приступят к 
увлекательному занятию — 
изучению звездного неба, 
руководствуясь книгой Рея 
и его советом: как можно 
чаще выходить из дома н 
смотреть на небо, очень 
скоро почувствует себя 
грамотным астрономом-лю- 
т, 

Рей не рекомендует 
пользоваться биноклем, счя- 
тая, что при знакомстэе с 
очертаниями созвездий он 
мешает. Но мы думаем, что 
бинокль окажется полезным 
прн первых наблюдениях, 
особенно в условиях города, 
где без бинокля практиче- 
ски не обойтись. Надо толь- 
ко не закреплять бинокль 
на штативе, а держать егс 
в руках, тогда ограничен- 
ность его поля зрения не 
будет помехой для обозре- 
ния больших участков неба. 

Книга предназначена для 
набяюдений — иевооружеч- 
ным глазом. В ней нет опи- 
сания двойных звезд, звезд- 
ных скоплений, туманностей. 
Для следующего шага а ас- 
трономию уже с помощью 
телескопа необходимо вос- 
пользоваться другими кни- 
гами, но те, для кого книга 
Рея станет первым руково- 
дителем, несомненно попа- 
дают к хорошему учителю. 


Г. И. Косоуров. 
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еркулес (человек с дубинкой) 


Пегас (крылатый конь) 


Изображения созвездий — старые (слева) и нарисованные Р. Реем {справа}. Звезды 
одни и те же, различны только линни, соединяющие их. 





Уголок 
колленционера 


с непрерывным увеличением 
их выпуска такой метод выз- 
вал определенные затрудне- 
ния. Поэтому в последнее 
время распространилось те- 
матнческоз коллекциониро- 
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стали: «Основоположники на- 
учного коммуиизма К. Маркс, 
Ф. Энгельс, В. И. Ленин», 
«Жнзнь и революционная 
деятельность’ В. И. Ленина», 
«СССР — могучая индустри- 


Ученые ВЕН альная держава», «Ученые 
в миннатюрной У нас в Советском Сою- нашей Родины», «Пнсатели 
живописи зе  излюблениыми темами Нашей Родины», «Космос, 


почта СССР ры 


= 


ТЯ 6662 1951. 
С) 


КРУП К РеСЫнИ Ученый 
|22ново ОН иауни" 

ЭРОЕЮЩЯРНИОМ МС РЗРОРОГИр 

Е ТОСОГИУ 


Коллекциоинрованне поч- 
товых марок широко рас- 
простраиено во всех странах 
мира. Для мнллионов людей 
они стали яркими и убедн- 
тельными документами эпо- 
хи, отражающими все мно- 
гообразне жизни народов. 

Собирателями марок былн 
С И У 
кий, академнки И. П. Пав- 
лов, И.П. Бардин, такие 
деятели международного 
коммунистического — движе- 
ния, как В. Пик, Г. Ди- 
митров. Увлекались филате- 
лией президент США 
Ф. Рузвельт, премьер-миин- 
стр Индии Дж. Неру, созда- 
тель теории относительности 
А. Эйнштейн и другие. 

До недавнего времени в 
филателии господствовал 
хронологический принцип, 
то есть марки размещались 
Е ВЕСТ 
последовательности выхода 
их в свет. Однако в связи 


НИ 
сним 

уче ный Я 

ЕЕ ео анны 





«Спорт», «Флора», «Фауна» н 
другие. 

Мы, естественно, будем 
рассказывать о — марках, 
связанных с наукой. 

На фотографии  воспро- 
изведена одна из больших 
серий, посвященная замеча- 
тельным людям науки. Это 
оригинальные портреты про- 
славленных отечественных 
ученых: знаменитого иссле- 
дователя Камчатки С. П. 
Крашенинникова, великого 
математика Н. И. Лобачев- 
ского, создателя теории хи- 
мического строения органи- 
ческих соединений А. М 
Бутлегова, одиого нз осно- 
вателей совремеиного уче- 


ния о фотоэффекте А. Г. Сто-_ 


летоэа, бнолога и эмбриолога 
А. 0. Ковалевского, путе- 
шественника и антрополога 
Н. Н. Миклухо-Маклая, вы- 
дающегося электротехника 
П. И. Яблочкова, изобретате- 
ля первой в мнре лампы 
накаливания А. Н. Лодыги- 
на, знаменитого математика 
— первой в мире женщины 
профессора С. В. Кова- 
зевской, гениального русско- 
го химика, открывшего пе- 
риодический закон химичес- 
кнх элементов, Д. И. Мен- 
та ученого - бнолога 
К. А. Тимирязева, прослав- 
ленного физика, впервые 
обнаружившего световое дав- 
ленне, Л. Н. Лебедева, выда- 


ая СССР 1951: 
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-/ь ен невмиозА ходе ЧемесеЯд иене м4 


ющегося изобретателя в об- 
ласти теорни и техинкн ре- 
активных аппаратов \ и воз- 
духоплавания К. Э. Циол- 
ковского,  осиовоположиика 
эволюционной морфологии 
‘академика А. Н. Севгерцова, 
основатгля физико-химичес- 
кого анализа академика 
И.С. Кирнакова, путешест- 
венника н исследователя Цен- 
тральной Азин П. К. Коз- 
лова. 

На советских почтовых 
марках изображены ученые 
не только нашей страны, ис 
и других стран. Так, напрн- 
ме’, выпущены марки © 
портретамн американского 
общественного деятеля и 
ученого В. Франклина, 
нтальянского физнка Н ма- 
тематика Э. Торричелли, 
немецкого естествоиспытате- 
дя и географа А. Гумбольд- 
та, английского естествонс- 
пытателя Ч. Дарвииа, фраи- 
цузского физика н борца за 
мир Ф. Жолио-Кюри и 
многих других. 

Из почтовых марок можно 
ссставить прекрасную порт- 
ретную талерею великих 
ученых. 

Расскажем об одной мар- 
ке, посвященной великому 
русскому математику Н. И. 
„Лобачевскому (1793—1856}. 
Здесь изображена первая из 
двух вышедщих марок, (2то- 
рая вышла к столетию со 
дия его смерти). Обе марки 
выполнены по рисункам ху- 
дложника В. Завьялова. Пор- 
трет на марке ие похож ни 
на один из сохранившихся 
четырех портретов. Основой 
для него послужил фото- 
снимок. (сделанный лля 
голубого зала Казанского 
университета), о котором 
упоминается в рассказе сына 
Лобачевского, изпечатанием 
в «Историческом вестнике». 
Он пишет, что фотоснимок 
сделан с портрета, «пнсан- 
ного в Казани Крюковым, 
когда отец был еще лет 
сорока, а звезда припнсана 
впоследствии. На портрете 
волосы немного темнее, чем 
былн на самом деле, и отец 
часто говаривал про Крю- 
кова, указывая на портрет: 
«Хотел, видно, сделать брю- 
нетом, да стыдно стало ...» 


Ошдел ведет А. В. Алтыкнс 
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ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 





К статье «Рассмотрим беско- 
мечную десятичную дробь...» 


Задача 1. Для всякого Я дробь Р 
н дробь, имеющая номер А, различаются 
в &-м знаке. 


Задача 2. Строгое доказательство 
проводнтся индукцией по длине слова л. 
Нужио учесть, что слово длины п может 
быть лолучено из однозначно определяемого 
слова длины л—1 прнлисыванием впереди 
одной буквы. Если фикенровано слово длины 
п — 1, то букву можно дописать # способами, 


К статье «Электрическое 
сопротивление — квантовое 
явление» 


1. По заданной величине скорости звука 
в железе с=—5200  м/еек=-5,2.1  см/сек 
находим дебаевскую температуру 69 по фор- 


Ис м 
муле: © = —— -= _—_. Здесь пос - 
` == Г У а десь лостоян 


ная Планка #=6,62.10-27 5рг-сек, постоян- 
мая Больдмана #=1,38-10-\® эрг/град. Что- 
бы узнать число атомов в единице объеме М, 
нам понадобится’ еще плотность железа 
4=7,9 г/смЗ и его атомный вес А=55,85 
(эти цифры легко найти в школьном учеб- 


ннке). Легко сообразить, что № = № —, 


где №5 =6,055. 102? — число Авогадро. Таким 


Е р 6,025. 10:3. 7.9 
образом, для железа М == 55 55 = 
= 6,5.10* атомов в см. Нашу 
формулу для температуры Дебая удобно 
| 
записать в виде 0О= т ИМ — 
ку 4л м. 





3 — 

6.62. 10-2. М = 79 
Ру == 2,07-10-Н.су М. 
=7—1.38:10-.2 ,35 ще 


Подставляя зиачемия с им М для железа, 
получим для него дебаевскую температуру: 
9—= 2.07.10-1.5,2.10°.4,4.107 = 473°К = 
=200? С. В условни задачн удельное сопро- 
тивление было дано прн температуре —100° С, 
то есть 173° К. Следовательно, в этих условнях 


т 
в = 0,37. Из обобщенной кривой (рис. 8} 


Я 
нцаходим, что такому значенню ПЕ отвечает 


Ю 
-р— = 0,30. Отсюда для железа Ке= 
$ 


==0,198 ом- ммм. 


2. Чтобы решить вторую задачу, иужио, 
изменяя масштаб по’обенм осям, совместить 
кривую рисунка | с обобщенной кривой 
(рис. 8). Сделать это можно разными спо- 
собами и лучше ие искать общего рецепта, 
а воспользоваться конкретными особенностя- 
мн кривых. В данном случае удобно то, что 
вдали -от нулевой точки кривые становятся 
практически прямымн. Продолжая (экстра- 
полируя) этн прямолинейные участки до 
оси абсцисс, приходим в точку Т==60?К 


на рисунке Ён 9 =0,15 на рисушке 8. 

Если считать кривые лодобнымн, то это 
60 

значит, что < = 0.20, откуда 0=300°К, 


Тем же способом, что и в предыдущей задаче, 
находнм М№==8,5. 102? атомов в смз и для 
определения скорости звука получаем урав- 


——— 


3, 5 
ненне: 300 = 2,07-10-м СУ 8,5.1022, 
300 


откуда бы а 
2,07-10-11.3/8.5-108 

300 

= 2507. 0-й.43107 = 3, 87. 1ЮЗемДеек = 


= 3,37 км/сек, Эксперимеитальное значение 
по справочнику: 3,56 км/сек. Согласие меж- 
ду расчетом н опытом следует счнтать 
очень хорошим, еслн учесть, что, кроме 
теплового, есть еще структурное сопротив- 
ление и что для точного расчета требовалось 
бы знать сще детальную форму фононного 
спектра меди. 


К статье «Вычисление сумм 


100 1 
В а) 501 ; Е) = 50 П; 
8-1. 1 
6) 3312); Р@®=-ЗЕ—П: 
пз -|-2п 


1 
ры вьч = — Пя \ 


п? -|- Зп | г 
г) Че -2) ; Воспользуемся равенст- 
вами 


1 \ : 

КЕ Е [в= 
быв в ры ь № 

в: ея)= (= зто) 


| 1 
ны а ЕН 2-5) 


отеюда 
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| | 
г =- [жж -зе 5): 


51 (. -- -) х 1 


д) —5 „я 2лп; 





а 
РП о 


вослользуемся равенством 


= 1 1 
605 Ёх т 5 =: 5 [= ( с >= 


отсюда 
51 ( —) х 
Е (Е) = ; 
2 чл -5 
п пх 
е) 9 хелп; 
2 т > 
г Ут = т 
25т т. 
с05 Вх 
ж) се 1°; Е(№) = мы: 


непользуется равенство 

созйх  со5(Е--Юх — 

эпёх эх — 

7. 51 (Е -- 1) хсо5 Ах — мт Ех со -- 1х 
яп Ах $11 (# -- 1) х 








япх 
— этйхяш (ЕЕ Пх° 





2. а) Как в примере 5, получаем 


я 
Ме ПАНА о, 
(971), 
6) пусть 4 — разиость арифметической 


прогрессни, д — знаменатель геометрической. 
Воспользовавшись свойствами знака ХХ, 
налишем: 


п 


Зена" 1) = 


п п 


я \ — 
ны >. а маи = 


; 
АТ = 


63. 


п п 
®) \ 
=а16, р и Ьа в = их 
Е =1 





& -1 
&—1 ЕЯ 
= аё 
ха ат Л 9 1 зы 
— 109" —п4" +9 
А ес але 
ь (4—1 
л а— 1 
1 =. 
{заметнм, что У, в =: У 4"). 
#=1 А-0 


3. а, 


6) ии а би 3а— 1); 


(п--1) И 





2) ЗЕ № 
9 — п = 
8 п о 25т р 
хз 2лЕ; 
28-1 
1 
5 Чери 2 ^1— сои 1х 
25т -5- Аа 
хе 2лЕ: 
К ст тьс «Ш пик 


линзы» 


Если ЮВ и К, — расстояння от экраиа 
с отверстием до источника света и до точки 
наблюдення, г — раднус отверстня, а м— 
число хемиых колец на дифракционной кар- 
тине, считая и темное пятно в центре, то 
длина золны А может быть вычислена по 
формуле 
Е 


га 
—т ЭВА. 
Прн выводе формулы пренебрегают квад- 


ратамн малых величин тА и г2/2К, . 


К ста «Виимание;. в урав- 
ненин — пар зметр!» 


В ответах указаны только те значения 
параметра, при ‘которых уравнения нмеют 
решення. Подразумевается, что при осталь- 
ных значениях параметра уравнения не имеют 
решений. Во вссх ответах, где встречаются 
п, Ё, подразумевается, что п, &=0, = 1,--2,,... 
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1 
1. Если а=--3, то х == -2; если аэ-1, 


а 1 а—1 
О-В, ТО ху И, 


2. Если а=0, то х=0; если а>1, то 


(а— 1} 
еже 
3. Если а=—4, то Хе (08 а+ 
+ 16). 
4. Если 


1 а? 
ее —— > = 
о=а< 2 илн а= 1 то х 2—1: 


5. Если 43 (2Е-- Юл. то х = (— + 


а 
п-т; 


если а-=(2А--Плп, 
тельное число. 
6. Если — 593, 


то х — любое действн- 


тох=(—1)* асзт(И4—а—2)4 аи. 
7. Если 


4п п 
“= ЧЕТ, то х==-5- -{ 284. 


8. Если О<а<\, 1<а<2, а=3, то х== 
=а--2; еслн а>3 или 2<а<3, 10 х.з 
—=#4-2. 


9. Ели 1<а<У2, У? <а<2, 


а>>2, то х=а+!: если а=й, то х=3. 
10. Еслн «< 1—7 13, то 


х=(— 1х 


2—2 У а— 2а—12 
2. 


Хх агсяп [> № дЕ: 
еслн а>>8, то 
х=(— 1х 
} 2—а-7 @а—2а—12 
хагсят [(-) ы | ЛЕ. 
\ 


Ответ на кроссворд, 
опубликованный 
в № З 


По горизонтали: 


7. Скаляр. 8. Орбита. 9. Ин- 
рекс. 11. Нагрев. 13. Монада. 
16. Расход. 18. Разряд. 20. 
Высота. 24. Тангаж. 22. При- 
вод. 25. Магнит. 26. Скачок. 
28. Каркас. 31. Евклид. 32. 
Эгалон. 33. Амосов, 
По вертикали: 
1. Пеленг. 2. Работа. 3. Эк- 


рён. 8. Пример. 5. Восток, 
6. Стена. 10. Условие. 12. 
Анустик. 14. Долгота. 15. 


Причина. 16. Рецепт. 17. До- 
зод. 18. Режим. 19. Диоптр. 
23. Корень. 24. Кардан. 26. 
Синтез. 27. Анализ. 29. Ко- 
лода. 30. Строка. 


Кроссворд 


По гормзонтали: 


5. Одна из декартовых ко- 
ординат. 

7. Описание способа дея- 
ствмй. 

11. Измерительный прибэр. 

12. Известный советский то- 
попог. 


13. 


16. 


17. 
18. 
21. 


22. 
23. 


26. 


27. 


31. 
32. 


33. 


36. 


37. 
38. 





Живой генератор элент- 
ричества. 

Знаменитый француз- 
ский физик и математик 
ЖХ века. 

Поток воды в естествен- 
ном водоеме. 

Описание морей и их 
побережья. 
Выдающийся — француз- 
ский астроном, матема- 
тик и физик ХХ стопе- 
тия, председатель Пала- 
ты мер и весов в пери- 
од введения метриче- 
ской системы мер. 
Образец. 
Крупнейший 
физик. 


Число, делящесся без 
остатка на другое число. 
Замечательная линия в 
треугольника. 


Чувствительный элемент, 
источник информации. 
Вещество в одном из 
своих физических —со- 
стояний. 

Линейка для проведения 
кривых. 

Марка советской ЭВМ. 
Величайший математики 
механик древности. 
Часть двигателя ракеты. 


советский 
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41. Внезапное приложение к 
телу внешних сил, 

42. Соответствие элементов 
множеств. 

43. Колебательное движение 
частиц, 

46. Итальянский ученый 
ХМЩ—ЖХ сзолетый, ко- 
торому принадлежит 
крупнейшее открытие в 
молекулярной физике. 

47. Великий польский астро- 
ном. 


По вертикали: 


1- Тело, ограниченнае ци- 
пиндрической поверхно- 
стью и двумя кругами. 

2. Тончайшая материя, на- 
полнявшая, по предстаз- 
лениям древнегренеских 
философов, мировое 
пространство. 

3. Основное понятие ариф- 
метики. 

4. Понятие из механики. 

5. Синоним слова «множе- 
ство». 

. Потайное устройство в 
механизме. 

. Масса льда, 
силой тяжести. 


6 

8 движимая 
9. Наибольшее 

0 

4 


значение 

функции. 

. Вид движения. 

. Одна из характеристик 

состояния тела. 

45. Два проводника, разде- 
ленных диэлектриком. 

19. Прибор, с помощью ко- 
торого Фуко доказал 
вращение Земли. 

20. Великий итальянский уче- 
ный, один из основате- 
лей точного естествозна- 
ния. 


24. Форма бублика. 
26. Единица измерения вре- 


мени. 

28. Линия, изображающая 
процесс, при котором 
отсутствует теплообмен 


< окружающей средоя. 

29. Знак корня. 

30. Часть прибора для регу- 
лирования уровня жид- 
косты. 

34, Аппарат. 


35. Вид графа. 

39. Собрание 
и таблиц. 

40. Листок с экзаменацион- 
ными вопросами, 

44. Выдающийся немецкий 
физик-теоретик. 

45. Электрод. 


изображений 


Куат песет 
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Куа плесптего 


ЖИЛКОГО 


Этот доклад был прочитан ака- 
демиком Петром Леонидовичем Ка- 
пицей на общем собрании Академии 
Наук СССР в сентябре 1943 г. спустя 
5 пет после открытия сверхтекучести 
жидкого гелия. В конце доклада уче- 
ный сказал о некоторых проблемах, 
стождщих перед экспериментаторами 
и теоретиками, изучающими это яв- 
ление. Сейчас эти проблемы уже ре- 
шены. Экспериментально подтверж- 
дено существование в сверхтекучем 
гелии температурных волн, подоб- 
ных звуковым (второй звук]; иссле- 
дование критических скоростей те- 
чения сверхтекучего гелия привело 
к открытию удивительного явления — 


макроскопических квантовых вихрей. 
2 





ГЕЛИЯ 
| 


Изучение жидкого гелия и его 
свойств относится к области физики 
наиболее низких температур. Это од- 
на из тех областей физикн, где стре- 
мятся изучать явления природы в 
крайних условиях. Открытия новых 
интересных явлений мы можем скорее 
всего ожидать тогда, когда изучаем 
природу в крайних, допустимых для 
нее, условиях, как, например, прн 
исключительно сильных магнитных 
полях, высоких давлениях, высоких 
электрических напряжениях н т. д., 
а также в области глубокого холода, 
приближающегося к абсолютному ну- 
лю. Здесь мы тоже можем надеяться 
обнаружить новые явления, такие 
свойства природы, которые в обыч- 
ных условиях либо ускользают от 
наблюдения, либо просто даже не 
происходят. В этом отношении об- 
ласть температур вблизи абсолют- 
ного нуля особенно интересна. Ра- 
боты последнего десятнлетня это под- 
твердили со всей очевидностью. 

Что такое абсолютный нуль тем- 
пературной шкалы? Последнее оп- 
ределение абсолютного нуля — 
— 273,13° С. Известно, что — аб- 


солютного нуля мы никогда не сможем 
достигнуть. Обычное, школьное, оп- 
ределение абсолютного нуля говорит, 
что это та температура, при Которой 
прекращается тепловое движение ма- 
терии. Но это определение неточно. 
С современной точки зрения, ос- 
новывающейся на теории квантов, 
допускается существование движений 
при абсолютном иуле. Энергия этого 
движения вполне определенная и яв- 
ляется тем минимальным молекуляр- 
ным движением, которое в данном 
веществе может существовать. При- 
веду простой пример. Если сильно 
нагревать вещество, то электроны 
атомов, которые движутся вокруг 
атомного ядра по определенным ор- 
битам, будут под воздействием тем- 
пературных движений отрываться, от- 
летать, наступит так называемая дис- 
социация. При охлаждении вещества 
движение атомов замедляется, элект- 
роны начинают опять обращаться 
по своим орбитам и до самого абсо- 
лютного нуля сохраняют свое дви- 
жение. Но, кроме движения электро- 
нов по орбитам каждого атома в от- 
дельности, еще есть целый ряд ком- 
бинированных движений в твердом 
теле, которые с современной точки 
зрения должны сохраняться до са- 
мых низких температур. Благодаря 
этому так называемому вырождению 
движения в этой области температур 
и могут появиться совершенно новые 
явления, которые мы не можем на- 
блюдать при обычных температурах. 

Одно из таких интересных яв- 
лений, которое уже приобрело ши- 
рокую известность, открыто Камер- 
линг-Оннесом — это явление сверх- 
проводимости. Оно заключается в том, 
что при очень низких температурах 
электрический ток получает возмож- 
ность течь по некоторым проводни- 
кам без сопротивления, без образо- 
вания тепла. Опыт показывает, что 
если в замкнутом сверхпроводиике 
индуктивным путем возбуждается ток, 
он течет, не выделяя тепла и не 
убывая, столько времени, сколько 
экспериментатору удавалось его на- 
блюдать. Другим из таких явлений, 
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которые можно обнаружить только 
при очень низких температурах, яв- 
ляется найденная нами 5 лет назад 
в жидком гелии сверхтеку- 
честь. 

Исследования этого и других яв- 
лений вблизи абсолютного нуля про- 
изводятся посредством самого жид- 
кого гелия как холодильного агента. 
Жидкий гелий — это единственное 
известное вещество, которое даже 
при самых низких температурах 
вплоть до тысячных долей градуса 
от абсолютного нуля при нормаль- 
ном давлении остается жидким и не 
переходит в твердое состояние. Его 
можно превратить в твердое тело 
только при давленни, начиная с 
25 атм. 

Сам по себе жидкий гелий иред- 
ставляет чрезвычайно — интересный 
объект для изучения. 

Гелий ожижается при темпера- 
туре 4,8°К и образует легкую, 
весящую раз в 7—8 меньше воды, 
и прозрачную жидкость. Из-за не- 
болышой теплоемкости жидкий ге- 
лий во время опыта приходится дер- 
жать за хорошей теплоизоляцией в 
вакуумном дьюаровском сосуде, еще 
окруженном другим таким же со- 
судом с жидким воздухом. Экспе- 
риментирование с жидким гелием 
представляет значительные техничес- 
кие трудности. Это объясняет то, 
что до сих пор только в нескольких 
лабораториях холода во всех стра- 
нах жидкий гелий получается в до- 
статочных количествах. 

Еслн понижать температуру жид- 
кого гелия от точки его сжижения 
(4,8°К), то, когда мы достигнем 
температуры 2,19° К, он претерпевает 
изменения, и принято говорить, что 
гелий | переходит в гелий 11. Эту 
температуру называют А-точкой. На- 
ходясь в своем первоначальном со- 
стоянин, жидкий гелий обычно. не- 
прерывно кипит благодаря малей- 
шему доступу тепла которого трудно 
избежать даже при наилучшей тепло- 
изоляции. Ниже А-точки гелий вдруг 
перестает кнпеть, поверхность его 
становится гладкой; это связано с 
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изменением ряда физических свойств 
жидкого гелия. Новое состояние жид- 
кого гелия было впервые обнару- 
жено Камерлинг-Оннесом, начало изу- 
чаться Кеезомом н оказалось чрез- 
вычайно любопытным. 

Кеезом нашел, что гелий ГП при- 
обретает в этом состоянии большую 
теплопроводность. Теплопроводность 
его, изучаемая в капиллярах, ока- 
залась во много раз больше, например, 
чем у меди или серебра, — наиболее 
теплопроводных металлов. Поэтому 
Кеезом и назвал жидкий гелий |] 
сверхтеплопроводным веществом. Я 
повторил опыт Кеезома в несколько 
измененных условиях и в результате 
получил сще большую теплопровол- 
НОСТЬ. 

Попытка осветить эксперименталь- 
ные данные на основании современ- 
ных взглядов на теплопроводность 
вскрыла глубокое противоречие меж- 
ду теорией и опытом. Я не буду 
вдаваться в подробное описание до- 
вольно сложных теоретических воз- 
зрений на теплопроводность, как они 
даны в основном Дебаем. Физическую 
картину теплопроводности мы можем 
представить себе так: повышение тем- 
пературы какого-либо тела в какой- 
либо точке увеличивает среднюю ско- 
рость колебательного движения моле- 
кул вещества; при этом тотчас начи- 
нается процесс выравнивания: более 
«горячие», то есть более возбужден- 
ные, молекулы воздействуют на со- 
седние и приводят их в движение. 
Этот процесс последовательного вы- 
равнивания скоростей будет распрост- 
раняться все дальше и дальше от на- 
гретого места, то есть будет иметь 
место процесс распространения тепла, 
который мы и называем теплопровод- 
ностью. Более подробный анализ, 
произведенный на основанин этих 
воззрений на теплопроводность, по- 
казывает, что для каждого тела в при- 
роде есть предельное количество теп- 
ла в единицу времени, которое можно 
через него провести. Оказалось, что 
такую большую теплопроводность, ко- 
торая экслериментально была обна- 
ружена в наших последних опытах 
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в жидком гелии Г, с помощью этих 
воззрений объяснить нельзя. Выход 
нз этого противоречия мы можем 
искать, либо отказавшись от основ- 
ных взглядов на механизм тепло- 
проводности, которые прочно уста- 
новились в науке, либо надо при- 
знать, что явление теплопроводно- 
сти в гелии И обязано своим 
происхождением какому-либо иному 
механизму. 

Как известно, тепло может пе- 
редаваться не только посредством 
описанного механизма, как оно рас- 
пространяется в твердых телах и, 
как предполагалось, в жидком гелни 
в узких капиллярах. Тепло может 
еще передаваться в жидких и газо- 
образных телах посредством так на- 
зываемых конвекционных потоков.На- 
пример, конвекционные потоки в воз- 
духе хорошю известны каждому, вы 
нх неоднократно ощущали, когда дер- 
жали руку над теплым раднатором. 
Та же рука совсем не чувствует 
тепла, если ее держать на этом же 
расстоянии от радиатора, но внизу, 
так как здесь нет восходящих потоков 
нагретого. воздуха, которые конвек- 
ционным путем уносят тепло вверх. 
Если интенсивную передачу тепла 
в жидком гелии нельзя объяснить 
с точки зрения обычного механизма 
теплопроводности, то мне думалось, 
что, может быть, здесь имеет место 
как раз. именно конвекционная пе- 
редача тепла. Для этого нужно пред- 
положить, что в жидком гелни ПП 
чрезвычайно легко возникают по- 
токи жидкости, которым н обязана 
чрезвычайно большая способность ге- 
лия П переносить тепло. Подсчеты 
показали, что такая интенсивность, 
с которой в жидком гелии переда- 
валось тепло, могла быть осуществле- 
на только такими конвекционными 
потоками, которые должны’ течь в 
этой жидкости с необычайной лег- 
костью. Поэтому по аналогии со 
сверхпроводимостью я предположил, 
что гелий 1! при сверхнизких тем- 
пературах представляет собой жид- 
кость чрезвычайно текучую, то есть 
такую жидкость, которая не имеет 


вязкости *). Оставалось проверить это 
опытом. 

Наблюдать неболыпую вязкость, 
да еще при низкой температуре ока- 
залось нелегкой экснпериментальной 
задачей. Надо было найти специаль- 
ный метод для ес измерения. Когда 
был найден и разработан необхо- 
димый метод, то само наблюдение 
не заняло много времени и показало, 
что вязкость жидкого гелия дейст- 
вительно исчезающе мала. Жидкий 
гелий оказался свыше чем в миллиард 
раз более текучей жидкостью, чем 
вода. Такую текучую среду очень 
трудно себе представить, а между 
тем приведенное число означает пре- 
дел не вязкости, а только чувствн- 
тельности наших измерений. Более 
чувствительного метода мы пока не 
имеем. Поэтому я предположил, что 
есть все основания считать, что жид- 
кий гелий не имеет вязкости; я назвал 
его сверхтекучим. Сначала 
это встретило большие возражения. 
Искали в моих опытах эксперимен- 
тальные ошибки в методике, в из- 
мерениях и прочее. Открытне сверх- 
текучести в жидком гелин, таким 
образом, всесторонне обсуждалось, и 
теперь можно, я думаю, считать 
признанным существование сверхте- 
кучего состояния в гелии 11. 

Когда это явление было впервые 
сформулировано, нам казалось, что 
сверхтекучесть гелия П вполне до- 
статочна, чтобы объяснить болыную 
теплопроводность, наблюдавшуюся в 
жидком гелии в соответствии с той 
картиной существования  конвек- 
ционных потоков, которую я вам 
только что набросал. Но дело ока- 
залось гораздо интереснее и сложнее, 
чем мы думали вначале. 

Рассказ о том, как развивались 
наши взгляды на этот вопрос 
дальше, представляег некоторые труд- 
ности. Я попытаюсь рассказать, с 
какими противоречиями мы сталки- 
вались, как менялись наши взгляды 
и как постепенно складывались у 
нас представления, которые выгля- 

*) То есть лрн его течении не возникает 
потерь энергин на трение. (Прим. ред.). 
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дели бы ни с чем несообразной фан- 
тастикой, если бы их изложить вне 
связи с реальными опытами. 

Если стоять на точке зрения наших 
обычных механических представле- 
ний, вполне исчерпывающе описы- 
вающих поведенне обычных веществ 
при обычных условиях, то оказы- 
вается, что сверхтекучий гелий, как 
показывает опыт, не может пере- 
носить тепло столь интенсивно, как 
требует измерение конвекционных по- 
токов. Мы упираемся в трудность 
найти механизм, который мог бы 
вызвать иеобходимое быстрое тече- 
ние гелия при конвекции. В обыч- 
ном механизме переноса тепла кон- 
векцией мы обязаны движением сре- 
ды тому, что более нагретая жидкость 
или газ становятся несколько менсе 
плотными, почему стремятся кверху, 
как бы всплывая в более плотной 
среде, а более холодные, более плот- 
ные, стремятся вниз, «тонут». Про- 
исходит перемешивание, причем оче- 
видно, что причина, вызывающая двн- 
жение, это — сила тяжести. Но под- 
счет показывает, что этой силы в ге- 
лии |] недостаточно, чтобы вызвать 
такую большую теплопроводность, ко- 
торая наблюдалась на опыте. Это 
делало явление опять нелонятным. 
Надо было искать для его объяснення 
какие-то другие, новые‘ механизмы. 
Рядом опытов, наконец, удалось на- 
толкнуться на совсем новый меха- 
низм движения жидкого гелия И. 

Оказалось, что под влиянием раз- 
ности температур в жидком гелии НП 
возникают очень сильные потоки, не- 
сколько напоминающие конвекцион- 
ные. Под действием разности тем- 
ператур жидкость приходит в дви- 
женне, но это движение совершенно 
особого рода, специфичное для жид- 
кого гелия П, неизвестное ни в какой 
другой жидкости и ни в каких дру- 
гнх условиях. 

Прежде чем пытаться объяснить 
сущность этого движения, познакс- 
мимся с его особенностями. Посмот- 
рим, как оно выглядит на экспери- 
менте. Я не буду детально описывать 
технических подробностен этого эксис- 
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римента. Основные его особенности вы 
можете себе представить из схемы, 
изображенной на рисунке 1. 


В сверхтекучий гелий 11 погруже- 
на колбочка /. В широкой части 
этой колбочки помещена нагреватель- 
ная спираль 2, а колбочка открыта 
с одной стороны 3. Когда к нагре- 
вателю 2 подается ток, около горлыш- 
ка 3 колбочки обнаруживается не- 
прерывный поток вытекающего из 
нее гелия. Поток этот может быть 
обнаружен и даже измерен с помощью 
легкого крылышка, если его под- 
Рис. |. весить у горлышка. Поток на него 
давит и отклоняет его. 


Некоторое, более эффектное и по- 
учительное видоизменение этого олы- 
та для целей демонстрации было 
снято на кннопленку (один из кадров 
которой приводится на рисунке 2). 
Схема заснятого в действии прибора 
изображена на рисунке 3. Стеклян- 
ный «паучок» состоит из «бульбочки» 
2, снабженной несколькими вывод- 
ными трубочками, отогнутыми в одну 
сторону. Таким образом, вся эта 
конструкция повторяет известное «сег- 
нерово колесо» (только по внешности, 
конечно; рассмотрев его, легко убе- 
диться, что у «паучка» нет сквоз- 
ного протока для жидкости). Буль- 
бочка поставлена на ось из острия 
иголки 1. Весь «паучок» погружен 
в жидкий гелий. Гелий, находящийся 
в бульбочке, может быть нагрет с 
помощью пучка света через линзу 3. 
Этот пучок света, падающий на за- 
черненную часть внутрь бульбочки, 
играет роль нагревателя, которым 
в предыдущем опыте была спираль. 
Из трубочек — «ножек-‹паучка», так 
же как из шейки колбочки в пред- 
шествующем опыте, при нагревании 
среднего сосуда происходит ненре- 
рывное вытекание струи. Под дае- 
лением вытекающих струй вращается 
весь «паучок». 








Рис. 2. 





Съемка этого опыта трудна. Жид- 
кий гелий совершенно прозрачен, и 
коэффициент преломления в нем луча 
света таков, что его очень трудно рас- 


Рис. 3 смотреть через стекло. Не легко так- 


же проводить эксперимент в усло- 
внях общей яркой освещенности, ко- 
торая необходима для съемки. По- 
этому понадобилось значительное ис- 
кусство кинооператоров Московской 
кннохроники, чтобы эту съемку про- 
извести. 

Взглянем снова на рисунок 1. 
Теперь я обращу ваше внимание на 
самый большой парадокс этого опыта. 
Если мы обнаруживаем все время 
вытекающую из колбочки жидкость 
и при этом в колбочке не образуется 
пустоты, это значит, что жидкость 
должна все время натекать внутрь 
колбочки. Как же жидкость попадает 
в колбочку? Не может же она вы- 
текать, не попадая туда. Стенки у 
колбочки двойные, простенки между 
ними эвакуированы, ин очевидно, что 
жидкость не может проходить через 
них. Посредством крылышка, распо- 
лагавшегося в самых разнообразных 
положениях у горлышка, никак не 
удалось обнаружить существования 
обратного потока. ` Поэтому перво- 
начально мы решили, что должен 
существовать поток вдоль очень тон- 
кого слоя у самых стенок (тогда 
он не мог бы быть обнаружен крылыш- 
ком). Но ври дальнейших опытах 
эта гипотеза оказалась недостаточ- 
ной. Я стал менять условия опыта: 
вместо колбочки с широким горлом 
я применял очень узкие щели. Идея 
этих опытов состояла в том, чтобы 
по возможности занять все сечение 
щели обратным пристенным потоком 
и таким образом попытаться изме- 
нить характер наблюдаемых явлений. 
Щель в этих опытах изготовлялась 
очень точно из Тщательно (оптни- 
чески) отполированных поверхностей 
и имела ширину до 0,14 р, то есть 
порядка десятитысячных миллимет- 
ра. Но изменений в характере явлений 
не Сыло обнаружено. 

Таким образом, явление станови- 
лось все загадочнее. 

Перед тем как рассказать, как 
оно теперь объясняется, я хочу упо- 
мянуть еще о некоторых опытах. 

Прежде всего позвольте остано- 
виться на понятии обратимости те- 
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пловых явлений. Это понятие впер- 
вые установлено еще более ста лет 
назад Карно; оно дает чрезвычайно 
важную связь между возможностями 
перехода работы в тепло и обратно. 
Обратимыми явлениями в термоди- 
намике считаются такие теоретичес- 
кие процессы, когда тепло превра- 
щается в работу и обратно — работа 
в тепло, причем при этом не проис- 
ходит рассеяния тепла. Полностью 
обратимых процессов вообще в при- 
роде не существует, но к ним можно 
подходить очень близко. Переход теп- 
ла в движение гелия, которое мы 
наблюдаем, например, в нашем «па- 
учке» на рисунках 2 и 3, надо было 
в первую очередь изучить и с этой 
точки зрения. Если разность темпе- 
ратур между гелием в колбочке и на- 
ружным гелнем вызывает движение 
гелия и если это явление обратимо, 
то теоретически должно существовать 
и обратное явление: при вынужден- 
ном движении гелия должна появить- 
ся и разность температур. Если эти 
явления обратнмы, то они должны 
быть связаны между собой опреде- 
ленными количественными — соотно- 
шениями. 

В опыте со щелями удалось по- 
казать, что при передаче давления, 
заставляющего перетекать через щель 
жидкий гелий, действительно воз- 
никаст разность температур. Удалось 
количественно измерить все необхо- 
димые величины и показать, что все 
эти явления в жидком гелии [1 дейст- 
вительно протекают термодинамичес- 
ки обратимо. Если при этом помнить, 
что гелий 1 сверхтекуч и что поэтому 
при его течении нет потерь на трение, 
то нетрудно видеть, что механизм 
температурного течения гелия рабо- 
тает с хорошим коэффициентом по- 
лезного действия. Таким образом, 
например, наш вертящийся «паучок» 
на рисунках 2? и 3 представляет 
собой машину с хорошим коэффи- 
циентом полезного действия. Конечно, 
никакого практического ирименения 
такой механизм иметь не может, и 
трудно ждать, чтобы когда-нибудь 
он его получил. 

- 





Рис, 4. 


Но тут следует отметить, нто это 
удивительное термодинамическое 
свойство гелия ПП, открывающее сов- 
сем новый путь к переводу тепла 
обратным путем непосредственно в 
механическую работу, не имеет нии- 
чего похожего в известных нам до 
сих пор явлениях природы. 

Обратимость термомеханических, 
точнее термодинамических, явлений 
в жидком гелии представляется нам 


чрезвычайно важным обстоятельст- 
вом и для дальнейшего изучения 
явлений при низких температурах. 


Предположим, что у нас есть капилляр 
1 (рис. 4) с двумя сосудами на разных 
уровнях. Между концами его мы 
создаем разность давления. Это мы 
можем сделать, поместив сосудик 2 
на конце капилляра выше сосудика 3 
на другом его конце. Тогда в резуль- 
тате особых свойств гелия и обрати- 
мости процесса у нас на концах 
капилляра в сосудах 2 и 3 возникает 
разность температур АТ. В низком 
резервуаре 3 гелий 1! станет более 
холодным. 

Таким образом, у нас есть метод 
понижения температуры гелия 11, 
кот орый состоит в том, чтобы заста- 
вить гелий [1 течь под давлением. 
Конечно, рисунок 4 является только 
схема тической иллюстрацией этого 
принц нпа, на самом деле опыт, ра- 
зумеет ся, сложнее. 

Но поскольку это явление о стает- 


ся обратнмым до самых низких тем- 
ператур, возникает возможность сде- 
лать очень интересные практические 
выводы. Если проталкивать гелий 
насосиком или каким-либо другим 
нутем через тонкие капиллярные щели 
в некоторый объем, то температура 
в этом объеме ощутительно поии- 
зится. Повторяя эту операцию не- 
сколько раз, мы получаем метод для 
понижения температуры сколь угодно 
низко, и, таким образом, для нас 
откроется путь приближения к аб- 
солютному нулю сколь угодно близко. 
Этот метод имеет важное значение 
для экспериментатора, поскольку до 
сих пор не существовало еще метода, 
даже теоретического, для приблнже- 
ния к абсолютному нулю сколь угод- 
но близко. 

Накануне войны мы началн в на- 
ших работах развивать этот метод 
н сделали несколько успешных опы- 
тов в этом направлении. Мие удалось 
этим методом получить понижение 
температуры на 0,4°. Конечно, по- 
лучение температур в непосредст- 
венной близости к абсолютному нулю 
новым методом является технически 
нелегкой задачей, и сразу на его 
удачу рассчитывать трудно. Тут много 
технических трудностей, и успех во 
многом зависит от искусства и изо- 
бретательности экспериментатора. Но 
все эти возможные затруднения не 
будут означать, что существуют ка- 
кие-то принцилнальные запреты для 
приближения к абсолютному нулю. 

Но перейдем теперь к теорети- 
ческому объяснению механизма яв- 
лення вытекания жидкого гелия из 
сосудика при его нагревании (см. 
рис. 1). Как я уже говорил, перво- 
начально я объяснял явление запол- 
нения сосудика гелием течением гелия 
в обратном направлении в тонком 
слое. Я предполагал также, что энер- 
гетическое состояние гелия ИП в этом 
тонком слое отличается от энерге- 
тического состояния свободного ге- 
лия Ш, и, таким образом, можно 
было объяснить кажущуюся боль- 
шую теплопроводность гелия. Также 
можно было примерно подсчитать воз- 
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можную толщину этого слоя так, 
чтобы скорость течения гелия в нем 
не принимала чрезмерно большое зна- 
чение. Далее, как говорилось, я пы- 
тался в своих опытах обнаружить 
толщину этого слоя экспериментально. 
Для этого я заставлял течь гелий 
в очень тонком слое. Постепенно 
я дошел до толщины слоя гелия в 
0,00014 мм, но опыт показал, что 
характер всех явлений при этом сохра- 
нился. Такимобразом, объяснениепри- 
шлось пересмотреть, и это привело 
к совершенно новым воззрениям на 
природу гидродинамических явлений 
в гелии 1. Первые наброски этих 
идей были высказаны ‘Тиссой, но 
научная разработка их, подведение 
под них теоретического обоснования 
и создание гидродинамической теории 
явления принадлежат нашему уче- 
ному Л. Ландау. 

Постараюсь дать самую общую 
картину этих взглядов. Согласно этой 
теории тот противоток, который я 
пытался объяснить течением гелия 
в одном энергетическом состоянии 
по стенке другого внутри бульбочки, 
заменяется противотоком гелия, про- 
исходящим в самом себе. 

Объяснение этого явления, дан- 
ное Л. Д. Ландау, заключается в сле- 
дующем. 

Жидкий гелий представляет собой 
как бы смесь двух жидкостей. Эти 
две компоненты жидкого гелия на- 
ходятся в двух различных квантовых 
состояниях. Благодаря этому он по- 
казал, что могут существовать одно- 
временно встречные течения одной 
и той же жидкости, которые мы н 
наблюдасм в горлышке сосудика на 
рисунке 1. 

Если бы это теоретическое поло- 
жение не было так полно подкреп- 
лено экспернментальными — доказа- 
тельствами, оно звучало бы как идея, 
которую очень трудно признать ра- 
зумной. 

Теория Ландау хорошо описывает 
физическую сущность тех двух со- 
стояний, В которых гелий может 
одновременно существовать ири тем- 
пературах ниже й-точки. Как я уже 
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говорил, если гелий после сжижения 
продолжать охлаждать, то он будет 
находиться в состоянии обычной жид- 
кости вплоть до 2,19° К, то есть 
А-точки. Тогда, согласно теорни Лан- 
дау, в этой жидкости появляется 
в качестве как бы примеси гелий 
в новом состоянии. Это новое состоя- 
ние характеризуется тем, что в нем 
отсутствует вязкость. Этот гелий пред- 
ставляет собой жидкий гелий П в том 
состоянии, в каком он был бы весь 
при абсолютном нуле. Но при вся- 
кой другой температуре одновременно 
с этим состоянием существует как 
бы смешанный с ним гелий и в нор- 
мальном состоянии. По мере понн- 
жения температуры концентрация ге- 
лия начинает преобладать. Только 
при абсолютном нуле весь гелий, 
согласно теории, должен перейти в 
сверхтекучее состояние. Эта картина 
достаточна для описания наблюдав- 
шнхся нами явлений. Например, яв- 
ление, наблюдаемое в опыте с пе- 
ретеканием гелия из колбочки, изо- 
браженной на рисунке 1, объясня- 
ется следующим образом. Поскольку 
гелий’ в сверхтекучем состоянии не 
испытывает трения ни о стенки, ни 
о гелий, находящийся в нормальном 
состоянии, ноток, текущий по капил- 
ляру, не создает реакции трения 
и может как бы незаметно наполнять 
сосудик *). Наоборот, гелий в нормаль- 
ном состоянии течет из сосудика 
с трением, и поток его является обыч- 
ным потоком жидкости, давно изу- 
ченным гидродинамикой. Этот нор- 
мальный поток ин улавливается кры- 
лышком, поставленным перед горлыш- 
ком трубочки на рисунке 1, в то 
время как ндущий ему навстречу 
поток гелия в сверхтекучем состоянии 
обычными методами не удается об- 
наружить. 

На основании этой же картины 
можно объяснить и большую тепло- 





*) Поток сверхтекучей жидкости ндеаль- 
но обтекает помещенные в него тела, так что 
давления перед телом и за ним одинаковы. 
Благодаря этому крылышко не могло уло- 
вить поток сверхтекучего гелия П в опыте, 
показаниом на рисунке 1. (Прим. рез) 


9 


проводность гелия 1. Как видно, 
в сосуд попадает гелий в сверхте- 
кучем состоянии, а возвращается ге- 
лий в нормальном состоянии. Чтобы 
превратить гелий из одного состояния 
в другое, нужно затратить заметное 
количество тепла. Такой процесс свое- 
образной конвекции и создает впе- 
чатление болышой теплопроводности 
гелия 11. 

Все эти явлення, для объяснения 
которых требуется представить себе 
сложные взанмодействия между дву- 
мя различными состояниями одной 
и той же жидкости в одном и том 
же объеме, с трудом укладываются 
в наши привычные рамки даже фи- 
зического мышления. Чтобы попытать- 
ся несколько облегчить хотя бы по- 
верхностное восприятие этой сложной 
картины механизма теплопроводности 
гелия Й, я позволю себе прибегнуть 
к аналогии с теми встречными пс- 
токами одетых и неодетых людей, 
которые ниркулируют по проходу 
в раздевалке театра. Одетые будут 
представлять собой нормальные атомы 
гелия, получившие около нагревателя 
(«в раздевалке») нужную им энергию, 
а неодетые — это сверхтекучие атомы 
гелия. К сожалению, аналогия болес 
чем неполная, так как атомы гелия 
в  сверхтекучем . состоянни  про- 
ХОДЯТ мимо своих собратьев в нор- 
мальном состоянии без всякого вза- 
имодействия, тогда как не получив- 
шие пальто никак не могут продви- 
гаться черезтолпу безсильного трення. 

На основании этой картины можно 
объяснить, почему при протекании 
гелия |1 через узкое отверстие или 
щель появляется разность темпера- 
тур. Так как гелий в сверхтекучем 
состоянии протекает легче, без тре- 
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лий в состоянии нормальном, то по- 
лучается как бы своеобразная филь- 
трация. После протекания ‘увеличи- 
вается концентрация сверхтекучего 
гелия, а это соответствует такой кон- 
центрации его, которая предпола- 
гает более низкую температуру. 
Между теорией, развитой Л. Лан- 
дау, и экспериментом в основных 
вопросах существует не только ка- 
чественное, но и количественное сов- 
падение. Но есть еще и явления, 
которые ие охватываются теорией. 
Выяснение их — дело будущего. Тео- 
рия указывает на некоторые явления, 
как наличие сосуществования двух 
скоростей звука, которые @це не 
удалось наблюдать в жидком гелни. 
Теорня не учитывает еще критичес- 
ких скоростей, которые в действи- 
тельности наблюдаются. Но мне к=- 
жется, что в основных свонх пунк- 
тах теория очень близко подошла 
к существу объяснения этого изуми- 
тельного явления и представляет 
исключительно ценный вклад в изу- 
чение этого явления. Работа над 
дальненшим разъяснением этих яв- 
лений представляет большой интерес. 





В этой статье рассказыва- 
ется о понятии расстояния, 
которое часто используется в 
современной математике и как 


основа для построения общих 


теорий, и для решения кон- 
кретных задач. Для понима- 
ния второй половины статьи 
требуется знакомство с поня- 


тиями системы координат и 
Н. Б. Васильев числовой плоскости. 


В железнодорожном справочнике указапо, что расстояние от Новосн- 
бирска до Душанбе равно 3895 км; если измерить расстояние между этими 
городами по карте (нли заглянуть в справочник авиационных кассиров), 
то получится другое число: 2100 км. В этом, конечно, нет ничего удивитель- 
ного: поезда не могут ездить почти напрямик, как летают самолеты, поэтому 
железнодорожники и летчики оценивают расстояния по-разному. 

Жители большого города вообще редко измеряют расстояния внутри 
города в километрах. Скажем, еслн москвича спросить: «А далеко ли от 
Университета на Ленинских горах до Бескудникова *)?» — он скорее всего 
ответит: «Часа полтора», — и это будет более полезный ответ, чем «28 кило- 
метров». Например, от того же Университета до Щелковской расстояние 
в километрах больше, а «расстояние» в минутах — меньше: туда можно ло- 
ехать (с пересадкой) на метро не больше чем за час. 

Еще один пример совсем другого рода. Рассмотрим три слова: адсорбния, 
абсорбция и аберрация. Каждое из этих слов содержит девять букв. Мы на- 
рочно выбрали такие слова, точные значения которых, возможно, не впол- 
не ясны читателям, — нас интересует сейчас только написание этих 
слов, а не их значение. Как вам кажется, какие из них больше похожи друг 
на друга, «ближе» друг к другу, а какие — «дальше»?. Совершенно ясно, 
что первые два слова очень близкн, а аберрация находится довольно да- 
леко от них — несколько ближе к слову абсорбнция. Можно ввести и коли- 
чественную характеристику того, насколько два слова (из одинакового 
числа букв) близки друг к другу,— принять «расстояние» между словамн 
равным числу мест, на которых в этих словах стоят разные буквы. Тогда 
«расстояние» адсорбция — абсорбция равно 1, абсорбция — аберрация — 3, 
абсорбция — аберрация — 4; абстракция и обструкция находятся на рас- 
стоянии 2, а самолет и бегемот — на расстоянии 6. Запишем это так: 

р (самолет, бегемот)-=6, р (адсорбция, аберрация}=4, и т. п.**). 

Все «расстояния», о которых мы сейчас говорили, и обычное расстоянне 
между двумя точками на плоскости или в пространстве обладают некото- 
рыми общими свойствами. Таких основных свойств немного, но уже дос- 
таточно для того, чтобы, приняв их за аксномы, построить содержательную 
н полезную теорию. Здесь мы не собираемся излагать эту теорию, а ограни- 


чимся обсуждением некоторых первоначальных понятий н отдельных при- 
меров. 


*) Район новостроек на севере Москвы. 
**) р — греческая буква +ро». 
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Рис. Га. Рис. 1,6. Рис. |. в 


АКСИОМЫ И ПЕРВЫЕ ПРИМЕРЫ 


Пусть нам дано искоторое множество Х. Мы говорим, что на нем опре- 
делено расстояние, еслн каждым двум элементам а и © множества Х сопостав- 
лено некоторое пеотрицательнсе число о(а, 6) — «расстояние от а до 
6», — причем выполняются следующие три условия (сы. рис. 1,0,6,8): 

Г. р (@, 5)=0 тогда и только тогда, когда а=6. 

2”. р (@, 6) =р(, а) для любых двух элементов ан 6 из Х. 

3. р (а, д= ра, 6) + (6, 6) для любых трех элементов а, би с из Х. 

Множество с определенным на пем расстоянием («метрикой») называет- 
ся метрическим пространством *). Сами элементы х при этом называются 
обычно пючками метрического пространства. 

Прочтем еще раз формулировки аксиом, которым должна удовлетво- 
рять фуикция р от пар ‹ точек, задающая расстояние. 

1”. Расстояние от а до 6 равно 0 тогда и только тогда, когда а совнадает 
с 6. 
2°. Расстояние от а до 6 равно расстоянию от 6 до а («аксиома симметрии»). 


а 





На этнх рисунках для каждых двух точек указано «расстояние» между ними. Выпол- 
няется ли для этого «расстояния» акснома 3” метрического пространства? 





*) Корень «метр» встречается во многих русских словах и происходит от слова ше{- 
гоп — мера, размер. 
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Рис. 2, а. Рис. 2, 6. 


3°. Расстояние от а до с не больше суммы расстояний от а до 6 и от до 
с («аксиома треугольника»). 
Начнем с самых простых примеров метрических нространств. 
Прнмер 1. Х — числовая нрямая, то есть множество всех веществен- 
ных чисел *). Расстояние р определяется по формуле 


р(у=Е- и. (1) 
Напомним, что [а — | =а— 5, если а>=6 иб-—а, если 6-а, так что во всех 
случаях р(а, 6) равно длине отрезка. числовой оси с концамн аи 6 (рис. 2, а). 
Проверим, что р удовлетворяет всем трем требованиям 1’—3°. Очевид- 
но, что [а — 6] = 0 в том и только в том случае, если а=6б, и что всегда 
4—& = 6 —а. 
Неравенство 37 тоже почти очевидно (рис. 2, 6). В каждом из возможных 
случаев взаимного расположения точек а, 6 и с на прямой, включая такие, 
когда две из точек а, © и с совпадают, неравенство 


«—=<|а-—Ы-18-—4 (2) 
легко доказать и формально, не ссылаясь на рисунок. Например, если 
ф=а-<с (нижний рис. 2, 6), то 

а—-ф=с-а, 
а Ц — с =а-- В -+с—б=а+с- 26 > а-+с-—2а=с-а, 


ни поэтому верно (2). 
Пример 2. Х — любое множество, 
0, если а=Ь, 


кб) = 3 
ВЯ ря (9 


Все аксиомы 1°`—3°, очевидно, выполнены. Это, как говорят, «дискретнсе» 
пространство, в нем все точки стоят как бы отдельно, не слишком близко 
друг к другу. 

Пример 3, о котором мы уже пемного говорили выше. Предполо- 
жим, что у нас есть план Москвы, на котором перечислены все остановки 
городского транспорта и для каждого промежутка между остановками ука- 
зано, за сколько минут нроходит этот промежуток автобус (соответственно 
трамвай, метро, троллейбус). С помощью такого плана для любых двух 


*) Это множество обычно обозначается буквой Р. 
13 


Куапетссте.ги 


остановок а н $ можно найти велични- 
ну Ка, 6) — минимальное вре- 
мя, необходимое для того, чтобы по- 
пасть из а в Ь (не будем в нашей «моде- 
ли» учитывать время, затраченное на 
пересадку с одного вида транспорта на 
другой и на ожидание, хотя и это 
можно сделать). Проверим, выпол- 
няются ли для функции свойства 1°— 
37; другими словами, будет ли множе- 
ство всех остановок Х с расстоянием 
{ метрическим. пространством. Свойст- 
во 1°, как всегда, очевидно; 3“ тоже не 
вызывает сомнений: ясно, что можно 
схать из а вс через 6, поэтому минн- 
мальное время {а,с) заведомо 
Рис. 5. не больше Ка, В) -|- ЦЬ, ©. А вот свой- 

ство 2°, особенно теперь, когда в 
Москве стало много улиц с односторонним движением, может, копечно, 
нарушаться. Проверьте, что для функции 

# (а, 5) _ Е @, 5) 10.9) 





выполнены уже все свойства 1—3”. 
Вот сще один пример, когда расстояине измеряется не в километрах. 
Пример 3’. Пусть Х — множество городов СССР, куда летают са- 
молеты, и р(а, 5} — стоимость билета (в рублях) из города а в город В (по 
наиболее дешевому маршруту). Нетрудно видеть, что это — метрическое 
пространство. 


МЕТРИКИ НА ПЛОСКОСТИ 


Занявшись несколько экзотическими примерами метрических  ирост- 
ранств, мы оставили в стороне самый естественный. 

Прнмер 4. Х — множество всех точек плоскости, р — обычное рас- 
стояние, с которым мы имеем дело в школьной геометрии, то есть (А, В) — 
длина отрезка, соединяющего две точки А и В. Свойства 1?и 2” здесь и во 
всех следующих примерах совершенно очевидны, и мы не будем больше о 
них говорить. А свойство 3” здесь — не что иное, как утверждение в тре- 
угольнике каждая сторона не больше суммы двух других» *). При обычном 
построенин курса геометрии это утверждение является несложной теоремой. 

Вы, вероятно, Знасте, что на плоскости с прямоугольной системой коор- 
динат Оху расстоянне р(М.. М,) между двумя точками М(хь ии 
М.(х,›, и») выражается такой формулой (см. рис. 3): 


© ((Хи, 91), (Ха, 52} = У {ха — хо) @ — 95)". (4) 


Таким образом, то же самое метрическое пространство можно описать без 
всяких ссылок на геометрию следующим образом: Х — множество всех 
пар (х, у) вещественных чисел **), расстояние между парами (хи, и) и 
(х., 92) задается формулой (4). Но при этом, чтобы проверить свойство 3°, 


*) Случай, когда три точкн лежат на одной прямой, мы уже разобрали выше (пример 1). 
**) Зто множество имеет специальное обозначение 2? н называется чнсловой плоско- 
Стью. 
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пришлось бы доказывать такое неравенство: 
У (>, — 3)" + (1 — 93) = У (>, (и, — и) + 
те УС, — хз) -- (у. — из)?. 


Попробуйте сделать это! Удобно ввести специальные обозначения: х; —ха-=Н1, Хо Хз. 


У— Уз, и И3= 0»: ТОГДА Хх: — Ху-=и, Иа, 91—13=6-- 90. и последнее неравенство 
записывается несколько короче: 


Уи «И ий И шея 


{кстати, подобная замена обозначений сильно сократила бы и доказательство неравенства 
(2)). После двукратного возведения в квадрат и упрощения вы получите эквивалентное 
очевидное неравенство 


ше 2+ и? 121» и102< ==> (и 08—21) 0. 
Подумайте, когда это неравенство обращается в равенство? Что это означает на геометри- 
ческом языке? 

В принципе все геометрические теоремы можно было бы доказывать на 
числовой плоскости чисто алгебраически и таким образом построить курс 
геометрии; но, как видите, доказательства теорем на этом пути не всегда 
становятся проще,— вместо «неравенства треугольника» нам пришлось 
доказывать довольно хитрое алгебраическое неравенство. 

Мы уже говорили о том, что на одном и том же множестве можно по- 
разному определять расстояния. Вот два примера метрик на числовой 
плоскости Ю*, отличных от {4). 

Пример 5. 

©’ (Ма, М») = |, — и — 92, (5) 
то есть р’(М,, М.) равно сумме длин проекций отрезка М.М, на оси Ох и 
Оу. 

Пример 6. 

р” (М,, М.) = тах | [х, — и], х.— у: ] (6) 
(запись тах |а, 6} означает наибольшее из чисел а, 6) то есть р”(М., М,) 
равно нанбольшей из длин проекций отрезка ММ» на оси Ох и Оу. 

Неравенство треугольника в двух последних примерах легко доказы- 
вается с помощью неравенства (2). Скажем, для 0”: 


| — хз = [а — ха] -1- а — Хз] << тах {[х, — х»|, у, — уз | + 
+ тах { [ха — хз], [уз — из}, и |, — УЗ 5 И — + 6 — 93 < 
тах { [х, — ху, — из] } тах [ха — хз|, [9 — 5] |, 
поэтому наибольшее из двух чисел |х,—х., и, —и9:| не превосходит 
р"(хи, хз) + р”(х., Хз). 
Точно так же на множестве АЗ всех наборов (х, и, 2) из трех веществен- 


ных чисел расстояние между «точками» (х1, И\, 21) и (х, у», 2.) можно 
задать любой из формул 


у (<, — х,) | (и — 12) + (21 — 25), (4’) 
ре - 2-Е, — 92] 8, — 24, (5') 

нли 
тах | |х, —х.|, И — 1:1, 1—2» }. (6°) 


В случае (4’) мы получаем обычное трехмерное пространство, которое 
изучает школьная стереометрия и которое является удобной абстрак- 
цией реального пространства, в котором мы живем. Все аналогичные 
т-мерные пространства (т-=2, 3, 4, ...) также полезны — с их помощью 
удобно строить всю теорию функций от т переменных, причем иногда удоб- 
нее пользоваться одной формулой для расстояния, нногда — другой. 


Кумис госстю.ги 
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Рис. 4. 


ОКРЕСТНОСТИ 


Вернемся теперь в двумерное пространство — на плоскость В? — и 
обсудим один наглядный способ сравнить разные расстояния (4)— (6). 

Пусть точка О=(0, 0) — начало координат. Найдем множество точек, 
находящихся от точки О на расстоянии, меньшем заданного числа г. Все 
знают, что это множество — внутренность круга с центром О радиуса г 
{рис. 4, а); разумеется, речь идет о расстоянии (4), то есть о множестве то- 
чек (х, и), для которых и х*-+ у? <Сг. А каковы будут «круги радиуса г», 
если расстояние определять но формуле (5) илн (6)? Множество точек (х, и), 
для которых |х] + [И < г — это внутренность квадрата с вершинами (0, г), 
(—г, 0), (©,— Ри (., 0) {рис. 4, 6); а множество точек тах{|х|, |у|} <г, 
доугими словами, множество точек, Для которых  одно- 
временио |х|<хи и |И<г— это, очевидно, квадрат с вершинами 
(—г, —Ю), (—№, п, (г, —П и (г, 7 (рис. 4, 4). - 

Обычно, когда речь идет о метрических пространствах, вместо сло 
«круг радиуса г с центром а» говорят «г окрестность точки а». 

Определение 1. Пусть Х — метрическое пространство, р — 
расстояние в А, г — положительное число. Тогда г-окрестностью точки 
а называется множество всех точек т из Х, для которых р(т, а)==г. Коротко 
это множество можно записать так: {[т: р(т, а)=!"}. 

Таким образом, ма рисунках 4, а, 6, в изображены г-окрестности точ- 
ки (0, 0), если расстояние ка плоскости задается соответственно формулами 
(4), (5) к (6); иетрудио сообразить, что г-окрестность любой другой точки 
(хо, Ио) в этих метрических пространствах выглядит ‘точно так же, как ок- 
рестность точки (0, 0} — просто центр круга или квадрата сдвигается в точ- 
ку (хо, уо). 

Посмотрим, что представляют собой г-окрестности в метрических про- 
странствах, о которых мы говорили раньше. В примере 1 г-окрестность точ- 
КИ @ ЧИСЛОВОЙ ОСН 


[хх и-а=!] 


— это отрезок длины 2г, середина которого лежит в точке а (рис. 5). В при- 
мере 3” 20-окрестность Москвы — это множество городов, куда можно уле- 
теть на самолете не болес чем за 20 рублей; в примере 2 г-окрестность сос- 
тоит всего из одной точки, если г<1, и содержит все множество Х, если г>1. 
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а х 
—+-— ты с оеЕРАЕЕЕ НОЕ ЕВ сое «а. 


Рис. 5. Рис. 6. Рис. 7. 


РАССТОЯНИЯ МЕЖДУ ФУНКЦИЯМИ 


Расстояние удобно определяется не только для чисел или точек плоскс- 
сти и пространства, но и для многих других математических объектов. 
Вот два примера из геометрии. На множестве всех прямых, проходящих 
через данную точку О, за расстояние между двумя прямыми можпо принять 
величину меныисго из образуемых ими углов (на рисунке 6 показано, как 
выглядит окрестность одной из прямых). Расстояние между двумя выпик- 
лыми многоугольниками Мун М, на плоскости можно определить так: для 
каждой вершины многоугольников М, и М, находим расстояние *) до бли- 
жайшей к ней вершины другого многоугольника, и из йсех этих чисел 
берем наибольшее; таким образом, в г-окрестность данного многоугольни- 
ка М, (рис. 7) попадают такие многоугольники М, у которых все вершины 
лежат в кружках радиуса г с центрами в вершинах М ‹, причем в каждом 
кружке лежит хотя бы одна вершина М; проверьте, что множество выпук- 
лых миогоугольников с таким расстоянием — метрическсе пространство. 
Число таких примеров легко можно было бы увеличить. 

Но наиболее важные применения, которым теория метрических прост- 
ранств обязана своим возникновением и развитием, связаны не с геометрией, 
а с анализом и теорией функций. 

Очень часто, чтобы исследовать данные функции или просто вычислять 
их значения, удобно приближенно заменить их другими, более простыми 
функциями, скажем, многочленами. Вы, вероятно, слышали, что при х, 
близком к нулю, этих приближенно равен х (здесь утх означает синус 
чнсла х, то есть синус угла в х радианов). Еще более точная формула: 


о 3 
ЗП ха х— =. Пусть, например, х изменяется на отрезке О х=— =. 


е 
Как оценить, насколько хороню функция {, (х) = х— 5 приближает функ- 


цию |[.(х)-=5тх, как велико «расстояние» между этими функциями? 

Одно из естествениых расстояний такое: найдем при каждом х разность 
1) — 1.©), возьмем то х==Х., где эта разность наибольшая (по модулю), 
и положим р(Й,, [2) = [#1 (0%) — Ё < |. 


*) Имеется в виду «обычное» расстояние (4). 
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Рис. 8. Рис. 9. 
Для наших конкретных функций 


; 3 д 3 ок р 
р, 14) = | 1-5 — [5 — —зт- || 0,0075. 


(Можно доказать, что максимум достигается в точке х =. 


Точно так же в общем случае примем за расстояние между Функциями 
ри. Ёь, определенпыми на отрезке [а, 6]. величину 
р (1, {,) = тах [11 (Х—Ь 0). (7) 
а%х<ь 
Проверьте, что аксномы 1’—3” здесь выполнены! При этом г-окрестность 
данной функции (рис. 8) состоит их всех таких функций, графики которых 
лежат в полоске ширины 2г вокруг графика функции [{. 
Очень часто применяются и такие расстояния: 


о(Ёа, Ь) 5.) 


где $ величина площади, заключенной между графиками 
Нир (8) (фис. 9) и особенно такос: 
о (Й, [2) = у (В.Р), (9) 


где 5, |+) — величнна илощади, заключенной между графиком функ- 
ции у ==(р: (х)— В (<) и осью Ох. 

Расстояние (7) мало, когда значения функций [1 и [, близки для всех 
значений аргумента, а расстояния (8) и (9) показывают, насколько функции 
Ни близки «в среднем» (на небольших отрезках они могут значительно 
отличаться друг от друга). Пусть, например, #1(1) и {7.(1) — потенциалы 
двух определенных точек электрической цепи в момент времени Ё; тогда 
мощность выделяющаяся на участке цепи между этими точками за про- 
межуток времени а=5Ё5, пропорциональна $ (}., [>) (сопротивление 
постоянное; мощность пропорциональна {},(—{.(1))"): таким образом, 
мощность тем больше, чем больше расстояние (9). А если нам важно, что- 
бы напряжение {[,(2—[,(] всевремя не превышало какой-то вели- 
чины У. то мы должны оценивать расстояние по формуле (7): нужно, 
чтобы величина пах + © —Р (| не превосходила У. 

а 


ЗЕ 


Заметим, что мы здесь не даем точных формулировок, что значит «площадь между двумя 
трафиками», и не обсуждаем, для каких функций можно ввести расстояния (8) и (9); то же са- 
мое относится н к расстоянию (7}— ясно, что оно определено не для любых, даже не для лю- 
бых ограниченных функций. Например, если одна из фуикций {(х) == 0 для всех х, 05х51, а 
другая {.(х)==х, если 0-5 х<1, и рь (1-70, то нет такой точки х, где |15(х) — и(х)[ достигает 
максимума. Всем этим тоикостям уделяется много места в учебниках математического ана- 
лиза. 


ЕЩЕ ДВА ОПРЕДЕЛЕНИЯ 


Для математика термин «г-окрестность» звучит не очень иривычно. 
Гораздо чаще говоряг «г-окресгность» нли *6-окрестность»; дело в том, что 
греческие буквы Ен 6 обычно употребляются для обозначения положитель- 
ных чисел, которыми оценивают небольшие отклонения или точность ири- 
ближения, и по традиции фигурируют в определенни основного понятия 
теории метрических пространств — понятия предела. 

Определение. Точка А называется пределом последовательностн 
Мь М,, М», ..., если для любого положительного числа г существует та- 
кой номер п (зависящий от г), что все члены последовательности, начиная 
сх,, содержатся в Е-окрестности точки А. (Здесь Му, М., М.,... и ДА — 
точки метрического пространства Х.) 

Подчеркнем, что это определение годится для л юбого метрического 
пространства, то есть мы сразу дали определенне предела н для чисел на 
прямой, и для точек на плоскостн, и для прямых (проходящих через одну 
точку) на плоскости, и для функций, определенных на отрезке. 

Например, можно доказать, что функция Кх)=зт х, азх<Ь, является 


пределом последовательиости функций {., /ь. Ёь, .... гле 
хз хз ей 

= —{ — Ё__—_—___——_ 

БЕ О: О Ут 


— независимо ог того, каким расстоянием пользоваться: (7), (8) или (9) 
и какие числа взять в роли аи 6. 

Определение 3. Пусть Х и У — два метрических пространства, 
Е — отображение множества Х в У*): х, — точка в Х, Е(хо)=уе. Тогда 
Е называется непрерывным в точке хо, если для любого положительного 
числа г найдется такое 6 (зависящее от =}. что все точки из и у 
отображаются в =-окрестность точки ус. 

Наглядно можно представить себе дело так: функция «рвется» в точке 
Хо. если для точки х, даже очень близкой к Хо, значение функции может ока- 
заться далеко отстоящим от ус. Легко доказывается, что любая «школьная» 
функция представляет собой отображение свсей области определения Е в 
числовую прямую, непрерывное в каждой точке Е. Вот пример непрерыв- 
ного отображения множества выпуклых многоугольников (мы говорили 
на странице 17 о том, как превратить его в метрическое пространство) 
в числовую прямую: каждому многоугольнику ставится в соответствие его 
площадь. 

Понятия предела и непрерывной функции будут еще, несомненно, об- 
суждаться на страницах нашего журнала. Оказывается, используя только 
основные свойства расстояния 1`—3”, можно доказать многие теоремы, 
связанные с этими понятиями. 

Теорня метрических пространств, возникшая в начале ХХ века в рабо- 
тах Фреше и Хаусдорфа (прекрасная книга Мепаейге которого переведе- 


*} То есть функция с областью определення Х, принимающая значения в У (см. 
статью А. Н. Колмогорова «Что такое функция», «Кванта, № 1). 
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Ре 10. 


на на русский язык *), излагается сейчас в первых главах учебников с та- 
кими, приблизительно, названиями, как «Элементы функционального 
анализа», «Введение в тсорию множеств и функций», «Основы современ- 
ного анализа», «Топологические пространства». Разумеется, большая 
часть этой теории, связанная с понятием предела, содержательна только 
для пространств с бесконечным числом точек. Но в то же время общее по- 
нятие «расстояния» полезно и для некоторых задач про конечные множест- 
ва; в частности, «расстояние между словами», о котором мы говорили в 
начале статьи, оказалось очень удобным инструментом в бурно развиваю- 
щейся сейчас зеории кодов, исправляющих ошибки. Тем, кто хочет более 
подробно познакомиться с теорией метрических пространств ‚рекомен- 
дуем прочитать книжку Ю. А. Шрейдера**) «Что такое расстояние». 


Задачи 


1. Докажите, что для любых четырех точек А, В, С, ) метрического пространства 
р(А, С-В, БА, В-НР(В, С-ЕЬ(С, Б)--рФ, А). 

2. Докажите, что для любых п точек А;. А»,..., Ал (п>3) р(А,. А)-Ер(А., АЗ... Е 

НРА л-1. Ал )>р(Аз, Ап). 
3. Доктор Шарадек, знающий хорошо стратегию, интересовался последней войной и в 
1940 году познакомился с картой французского театра военных действий. Отсюда, вероятно, 
и возникла следующая задача. Расстояние (по воздуху, как и все расстояния в этой задаче) 
из Шалона до Витри равно 30 Жи, из Витрн до Шомона 80 ки, из Шомона ‘до Сэн—Кантэна 
235 км, из Сэн — Кантэна до Ремса 86 км, из Ремса до Шалона 40 км. Вычислить в этом замк- 
цутом многоугольнике расстояние от Ремса до Шомома. Без карты это умеет делать только 
доктор Шарадек ***). 

4. а) Докажите, что еслн р(М‚, М.)=ги г из<г, то гу-окрестность точки А1. не имеет 
общих точек с г»-окрестностью точки М» (рисунок 10 иллюстрирует этот факт для расстоя- 
ний (4) и (6) на плоскостн). 

6) Докажите, что если р(М., М.)=гин г.—И>го, то гэ-окрестность точки М. целиком 
содержится в г:-окрестности точкн М.. 

5. Множество Е точек метрического пространства Х называется =-сетью, если =-окрест- 
ности точек множества Е (все вместе) целиком покрывают множество Х; другими словами, 
если для каждой точки х из Х найдется хотя бы одна точка множества Ё. отстоящая от х не 
более чем на в. (Здесь г — некоторое положительное число.) 


Например, множество черных точек на рисунке 11, а является тб сотью для отрезка чис- 
ловой оси 0х1 с обычным расстоянием (2). Разумеется, оно является также в-сетью при 


*) Хаусдорф, Теорня множеств, ОНТИ, 1934. . 
*^) Ю. ЛА. Шрейдер, «Что тако» расстояние» М. Физматгиз, 1963. 
***) Г. Штейнгауз, Сто задач, Физматгиз, 1959, задача № 100. 
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Рис. 11. 


1 1 
любом >. На рисунке 1, б множество черных точек является — сетью для квадрата 


0=х=1, 0=у=1 на плоскости Оху с расстоянием (6). Для каких 2 это же множество явля- 
ется =-сетью в смысле расстояний (4) и (5) на том же квадрате? 

6. Метрическое пространство Х называется ограниченным, если существует такое число 
с. что расстояние между любыми двумя точками Х не превосходит с. 

Докажите, что если при каком-нибудь 8 пространство имеет конечную =-сеть, то оно огра- 
ничено. 

7. Пусть №(е)— нанменынее число точек в =-сети пространства Х, М(=)— наибольшее 
число точек в Х, расстояння между любыми лвумя из которых не меньше а. 

Докажите, что ^1(2=)-< (= Ме). 

8. Пусть С — множество функций, определенных на отрезке [0, 1] н припимающих зна- 
чения на том же отрезке, графики которых —. ломаные ликин. Будем определять расстояние 
в С по формуле (7). 

Доказать, что можно выбрать бесконечное количество функций из С. все попарные 


1 В 
расстояния между которыми равиы единице. Вывести отсюда, что ири =< >57 В С нельзя вы- 


брать конечную =-сеть. 

9. Может ли в некотором метрическом пространстве быть так, что 3-окрестность точки А 
целиком содержится в 2-окрестности другой точки В и не заполняет ее целиком? Каков будет 
ответ. если заменить Зн 2 другими числами? 

10. Доказать, что среди л-значных чисел из двух цифр Ги 2 нельзя выбрать более чем 

я 





яр) ЧИСел так, чтобы любые два из них отличались друг от друга по крайней мере в 


трех разрядах. ы 

11. С помощью задачи 4 а) докажите, что две разные точки А и В не могут быть предела- 
ми одной и той же последовательности. 

12. Постройте пример последовательности функций, определенных на отрезке [0, 1], 
которая стремится к пределу {, если пользоваться расстоянием (8), и не нмест [о пределом, 
еслн пользоваться расстоянием (7). 

13. Пустьр, и р.— два расстояния на некотором множестве Х — обладают тем свойством, 
что р.(А, В) Ер.(А, В) для любых двух точек А и В, где # — некоторое положительное 
число (одно и то же для всех Аи В). 

Докажите, что если Р является пределом последовательности Му. Мо, М;,... в смысле 
расстояния ро. то Р будет пределом этой последовательности в смысле расстояния ру. Поль- 
зуясь этим, докажнте, что на плоскости утверждение «пределом последовательности АИ, 
М2, Мъ,... является точка Р» имеет один и тот же смысл, независимо от того, каким из рас- 
стояний (4). (5), (6) мы пользуемся. 

14 а). Придумайте расстояние р на множестве всех прямых на плоскости, для 
которого выполнялось бы следующее условие: если  последовательности точек Аз, Аг, 
Аз,.-.н В,. В», В-.... вмеют пределами две различные точки А и В, то последовательность 
прямых А,В,. А.В. АзВ,... имеет (в смысле расстояния р) пределом прямую АВ. 

6} Докажите, что подобное расстояние р нельзя задать так. чтобы расстояние между 
любыми двумя пересекающимися прямыми зависело только от угла между нимн. 
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ИДЕАЛЬНЫЙ ГАЗ 


Я. А. Смородинския 


ОТВЕРГНУТАЯ РАБОТА 


В 1845 году в Английскую Ака- 
демию наук (ес называют Королев- 
ским обществом) была представлена 
работа Ватерстона. В ней было по- 
казано, что давление газа на стенки 
сосуда можно объяснить ударами ато- 
мов. 

Хотя сама идея о том, что газ 
состоит из атомов, была не нова, 
мало кто принимал всерьез утверждсе- 
ние, что атомы могут свободно ле- 
тать от стенки к стенке сосуда, а 
потому упругие свойства газа можно 
свести просто к механике атомов. 
Поэтому работа Ватерстона не понра- 
вилась членам ученого общества и 
была отклонена. Лишь много лет 
спустя ее нашел в архиве Релей и 
опубликовал в 1892 году в журнале, 
который называется «Философские со- 
общения Королевского общества» н 
который выходит и в наши дни. 

Релей, между прочим, заметил, 
что Ватерстон поступил непредусмо- 
трительно, не рассказав в начале 
статьи о своих предшественниках. 
Между тем еще Даниил Бернулли 


в 1727 году подозревал о связи дав-. 


ления газа с квадратом скорости 
движения его частиц. Если бы Ва- 
терстон упомянул своего великого 
предшественника, писал Релей, то 
у рецензента Королевского общества 
не хватило бы смелости объявить 
работу «бессмысленной, непригодной 
даже для чтения перед обществом». 
22 


Этот лечальный эпизод дорого стоил 
физике. То, что было сделано одним 
человеком и осталось незамеченным, 
было открыто впоследствии лишь в 
результате работы нескольких чело- 
век, а окончательная формула была на- 
писана Максвеллом только в 1859 году. 

История эта поучнтельна, и ин- 
тересно проследить, как постепенно 
улучшалась теория, и увидеть, сколь- 
ко труда было потрачено на то, 
чтобы получить очень простую, на 
наш взгляд, формулу, которая свя- 
зывает давление газа и среднее ариф- 
метическое квадрата скорости его 
молекул: 


Р = - пт < р. 


Здесь Р — давление газа, п — ко- 
личество молекул в | см3, т — масса 
молекул, <*> .»„— среднее арнф- 
метическое квадрата скорости мо- 
лекул. 


ИДЕАЛЬНЫЙ ГАЗ 


Прежде чем говорить о том, как 
выводится эта формула, посмотрим, 
что она означает. Формула показы- 
вает, что давление газа прямо про- 
порционально числу молекул в едн- 
нице объема, а, значит, обратно про- 


1 
порционально объему газа Р 


(значок — означает «пропорциональ- 
но»). Это закон Бойля-Марнотта. Но 
закон Бойля-Мариотта описывает пс- 
ведение идеального газа. Значит, и 
формула, которую мы написали, спра- 


ведлива для идеального газа. Что 
же такое идеальный газ? Иногда 
говорят, что это газ, состоящий из ато- 
мов, размерами которых можно пре- 
небречь, то есть считают, что идеаль- 
ный газ состоит из материальных 
точек. Но так говорить опасно. Точки 
не имеют размеров и, следовательно, 
не сталкиваются друг с другом. Но 
если молекулы не сталкиваются друг 
с другом, то их скорость не будет 
меняться со временем (разве только 
при столкновении со стенками). Пред- 
положим, что какой-то сосуд напол- 
нили газом. Он был пущен туда в виде 
струи, так что большая часть молекул 
газа летела в одном направлении. 
Мы даже можем предположить, что 
сосуд заполнялся так, что в него 
бросали молекулу за молекулой. Ес- 
лн бы молекулы не сталкивались 
друг с другом и при ударе о стенки 
отражались от них, как от зеркала, 
то они так бы и двигались, не меняя 
абсолютной величины той скорости, 
с которой попали в сосуд. В действи- 
тельности же все происходит нначе. 
Молекул в сосуде очень много, они 
часто сталкиваются друг с другом, 
каждый раз меняя свою скорость. 
Поэтому очень скоро (и чем больше 
молекул, тем быстрее) скорости у раз- 
ных молекул станут самыми раз- 
личными и в сосуде установится то, 
что физики называют «тепловым рав- 
новесием»: давление ин температура 
во всех местах внутри сосуда будут 
одинаковыми *). В состоянии такого 
«теплового равновесия» во всех час- 
тях сосуда установится одно и то же 
«распределение скоростей». Это зна- 
чит, что, например, доля молекул, 
имеющих скорость 100 м/сек, будет 
во всех местах одинаковой. 

Это очень важный факт, который 
очень трудно доказать строго. Но 
опыт подтверждает, что, несмотря 
на то, что в сосуде с газом все время 
происходят столкновения беспорядоч- 
но движущихся молекул, приборы 


*) Мы, конечно, считаем, что  стенкн 
сосуда имеют одну н ту же температуру, 
и сосуд достаточно мал, чтобы не ечитаться с 
изменением силы тяжести с высотой. 
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показывают неизменное давление н 
температуру. 

Самое удивительное, что такое 
«состояние теплового равновесия» со- 
вершенно не зависит от того, как 
именно сталкиваются молекулы. Ес- 
ли они сталкиваются редко, то рав- 
новесие будет устанавливаться мед- 
ленно, если столкновения частые, рав- 
новесие установится быстро. В газе 
установление равновесия происходит 
настолько быстро, что в большинстве 
практически важных случаев мы мо- 
жем не интересоваться, как происхо- 
дит установление теплового равно- 
весия. Важно, что столкновения про- 
исходят и равновесие наступает. Здесь 
пренебрегать размерами молекул и 
их столкновениями нельзя. 

Зато после того, как в сосуде 
установилось состояние теплового рав- 
новесия, столкновения уже ничего 
не меняют, и то, происходят они 
или нет, уже не может оказать за- 
метного влияния на давление и тем- 
пературу газа. Именно поэтому мож- 
но считать, что в состоянии теплового 
равновесия молекулы не имеют раз- 
меров и вовсе не сталкиваются. Такая 
модель молекул — материальных то- 
чек, не сталкивающихся между собой, 
и принимается обычно за модель 
идеального газа. 

КАКОЙ ГАЗ ИДЕАЛЬНЫЙ? 


Такое определение идеального газа хо- 
рошю для теории. Надо еще знать, какой газ 
в действительности (на опыте) ведет себя как 
идеальный. Для проверкн можно воспользо- 
ваться одним нз законов, которым подчиня- 
ется идеальный газ. Удобнее всего уравне- 
ине состояния идеального газа (уравненне 
Клапейрона). Для одного моля газа оно выг- 


лядит так; 
РУ=ВКТ, 


ИВ: 
где К = 8,3 градус. моль 


Чтобы формула Клапейрона хорошо опн- 
сывала состояние газа, газ должен быть до- 
статочно разрежен. Это означает, что иде- 
альным газ можно считать тогда, когда 
объем, который занимают самн молекулы, 
пренебрежимо мал по сравненню с объемом 
газа, и взаимодействие молекул также очень 
мало. В этом случае газ можно заменить мо- 
делью невзанмодействующих материальных 
точек, не забывая, однако, что как только 
что-лнбо выведет газ из состояния теплового 
равиовесия, столкновение молекул и их вза- 
имодействие опять вступят в игру. 23 





Рыс. 1. 


На практике принято описывать уравне- 
ние состояния реального газа формулой более 
общей, чем формула Клапейрона: 


РУ — ВТ |! ++ +...). 


В этой формуле В, С, ... — коэффициенты 
{их иазывают вириальными коэффициентами), 
которые определяются экспериментально. 
Если они все малы, то газ идеальный. С по- 
вышением давлення газа (или понижением 
температуры) делается существенным все 
большее и большее число членов в этой форму- 
ле. Обычно в формуле такого типа пишут не 
болыне 2—3 членов, когда же нх перестает 
хватать для описания опыта, предпочитают 
записывать данные в форме таблицы. 

Для некоторых газов значения вярналь- 
ных коэффициентов приведены в таблице. 

















ЕЕ 
смз смз ы ыы 
Таз РЕ м — | Е 5 
На 
Конптон 0 —63 3-13 0—150 
(Кг) 100 | —29 2.103 | атмос- 
300 | 2.103 фер 
Азот 100 —162 85 090—200 
(№2) 200 | —3+ 12 атмос- 
300 | —3 7,4 фер 
Воздух 50 | —528 | —3-103 | 090—100 
. 100 —153 108 атмос- 
500 —Н 904 фер 


Попробуйте сами оценить, с Какой точ- 
ностью можно описывать этн газы как 
идеальные. 
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СТОЛКНОВЕНИЕ МОЛЕКУЛ С0 
СТЕНКОЙ 
Когда молекула сталкивается со 
стенкой и отскакивает от нее, стенка 
получает некоторый импульс. Пред- 
положим сначала, что молекула от- 
ражается от стенки упругим образом. 
На рисунке 1 изображена схема та- 
кого удара. Ось Ог направлена пер- 
пендикулярно стенке, оси Ох и Оу 
расположены как-то в плоскости. Раз- 
ложим скорость молекулы на со- 
ставляющие по трем осям. При уп- 
ругом ударе угол падения © равен 
углу отражения В, поэтому компо- 
ненты скорости и, и ине изменяются. 
Компонента же и, при упругом уда- 
ре меняет знак. Таким образом, легко 
подсчитать, что молекула изменит 
свой импульс (количество движения) 
на величину 
ти,—ти,=та,—(—то,)=2то,= 
=2 тосо$ @, 
где и — величина скорости молекулы. 
Задача, как видите, несложная, 
и Ватерстон ее решил верно. Сле- 
дующий, кто занялся этой задачей 
(и опубликовал свою работу в 1856 
тоду), был Крениг. Он неверно посчи- 
тал, что молекула при ударе пере- 
дает стенке весь свой импульс ту,, 


1 


и получил результат вдвое меньше. 


Можно, однако, подумать, что в 
нашем выводе сделано одно очень 
существенное упрощение: мы при- 
няли, что удар упругий. В дейст- 
вительности же это предположение, 
как ни удивительно, несущественно. 
Молекула может отразнться как угод- 
но, но результат от этого не меняется. 
Предположение об упругом харак- 
тере удара не изменяет результат, 
зато делает вывод очень простым. 

Такое замечательное свойство — 
независимость результата от закона 
отражения — является следствием теп- 
лового равновесия между газом и 
стенками сосуда (которые поддержи- 
ваются при постоянной температуре). 
Опять (как и при столкновениях 
молекул} от того, каким именно об- 
разом отражаются молекулы от стен- 
ки, окончательный результат — те- 
пловое равповесие — нс изменяется. 


: 


| 


у 


КАКАЯ СКОРОСТЬ У МОЛЕКУЛЫ? 


Так как сила, действующая на 
стенку, равна передаваемому ей им- 
пульсу, деленному на время удара, 
то фактически мы получили формулу, 
которая показывает, какую силу ис- 
пытывает стенка от удара молекулы. 
Но чтобы вычислить эту силу, надо 
знать скорость молекулы. У разных 
молекул, конечно, скорости разные. 
Чтобы пойти дальше и вычислить 
давленне газа, надо сделать какие-то 
предположения о том, какие скорости 
у молекул. Упомянутый уже Кре- 
ниг допускал, что не будет большой 
ошибкой считать, что все молекулы 
движутся с одинаковой по величине 
скоростью и что каждая из них дви- 
жется в одном из трех возможных 
направлений, параллельных осям ко- 
ординат. Раньше Кренига (но позже 
Ватерстона) этой задачей занимался 
Джоуль (в 1851 г.). Он правильно 
понял связь между ударами молекул 
о стенки и давлением газа, но также 
не смог получить верной формулы. 
Наконец, в 1857 году Клаузнус, 
не оставляя еще предположения о 
равных скоростях, вывел новую фор- 
мулу, предположив, что молекулы 
движутся во всех направлениях. Толь- 
ко еще через 2 года Максвелл *) 
пришел к правильному выводу. Макс- 
веллу удалось сделать значительно 
болыше. Он сумел понять, .как рас- 
пределены молекулы по скоростям, 
то есть какая доля молекул имеет 
заданную скорость. Но об этом мы 
здесь уже рассказывать не будем, 
оставив этот более трудный вопрос 
до другой статьи. 


ДАВЛЕНИЕ ГАЗА 
Сформулируем теперь два пред- 
положения, которые позволят но- 
лучить формулу для давления почти 
так же, как. это делал 125 лет назад 
Ватерстон **). 


*) Максвелл доложил свою работу 21 сен- 
тября 1859 г. Ее русский перевод иапечатан 
в сборнике «Основатели кинетической теории 
газов», вышедшем в 1937 году. 

**) До Ватерстона некоторые, например 
Герарт (1821 г.), считали, что давление про- 
порционально первой степени скорости. 
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Рис. 2. 





Так же как и Ватерстон, будем 
считать, что когда газ находится 
в тепловом равновесии, то: 1} моле- 
кулы газа сталкиваются лишь со 
стенкой и не сталкиваются между 
собой, 2) молекулы сталкиваются со 
стенкой упруго. . 

Возьмем наполненный газом куб 
с ребром, равным 1 м. После всего 
сказанного уже легко поверить, что 
результат не зависит от того, какой 
формы сосуд мы возьмем, но вывод 
формулы облегчается, если форма 
сосуда кубическая. 

Нарисуем систему координат так, 
как на рисунке 2. Сосчитаем коли- 
чество движения, которое получает 
красная стенка за | сек. По второму 
закону Ньютона оно равно силе, 
действующей на стенку со стороны 
молекул и, так как площадь стенки 
равна | м?, то это и будет величина 
давления газа на стенку. 

Каждый раз, когда молекула 
столкнется со стенкой, она передаст 
стенке количество движения 2т5,. 
Отскочив от стенки, молекула по- 
летит к противоположной и через 
время 92/и, стукнется опять о красную 
стенку. Это означает, что за | сек 
одна и та же молекула идеального 
газа ударится о стенку 0./2 раз. 

Таким образом, за „время 2/и, 
молекула передаст стенке количество 
движения 2то, а за |1 секунду 


[ 2 
Это, . —2- = то». 
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Рис. 3. 


Речь шла об одной молекуле. 
Такой же расчет надо сделать для 
всех п молекул в сосуде и затем 
просуммировать вклады всех моле- 
кул в давление: 

Р=(ту,) (т м,).-+... Ни). 

Таким же способом можно сосчи- 
тать и давление на зеленую стенку. 
Оно, очевидно, выражается через ком- 
поненту скоростей о,, а в остальном 
нмеет тот же вид: 

Р=(ту (ти)... (пи). 

Мы написали слева ту же букву 
Р, так как давление на все стенки 
одно и то же. 

Мы можем, наконец, написать та- 
кое же выражение для третьей синей 
стенки: 

Р=(ти) (то)... (то). 

Сложив теперь все три формулы 
и учтя, что (см. рис. 3) 

М я 
то есть что для каждой частицы сум- 
ма квадратов ее трех составляющих 
равна квадрату длины вектора ско- 
рости, получим | 
Зр-т (и... Ни) 
или 





2 2 2 
о 9 95 Е Эй 
рт... 5 и 
Давление газа равно двум третьим 
от суммы кинетических энергий всех 
молекул, заключающихся в | см". 
Мы вынесли массу за скобку, так 
26 
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как она одинакова у всех молекул 
(мы решаем задачу об однородном 
газе, а не о смеси). -.. 
Вместо суммы квадратов скоростей . 
введем среднее арифметическое от’ 
квадратов скоростей: 
НЯНИ. 
п И 
тогда формулу, которую мы только 
что вывели, можно записать так: 


1 5 
Р=—_тп <*>. 


Это и есть формула, которую мы хо- 

тели получить. 
КИНЕТИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ 
МОЛЕКУЛ И ТЕМПЕРАТУРА 
Перепишем нашу формулу иначе; 

2 т< > 
то 
Если куб имеет объем У и в нем нахо- 


дится № молекул, то п-т. 





Для такого куба 
ого т йе. Вер 
НН, в 
Но как мы знаем, для | моля газа 
справедливо соотношение (закон Кла- 
нейрона} 

РУ=ВТ. = 
Предположим, что у нас в сосуде 
как раз один моль. Тогда № — это 
просто число Авогадро: №=6,02Ж 
Ж10?3 молекул. 

Сравнивая последние две формулы, 
мы получаем замечательный резуль- 
тат: ь 


Справа стоит среднее арифметическое 
от значений кинетической энергин 
всех молекул. Слева же стоит тем- 
пература. 

Таким образом, мы получили за- 
мечательную связь между средней 
кинетической энергией молекулы ин 
температурой. 

Если еще обозначить 


Г > дж. 
в = 1,3806. 10-8 — = — 


ша с эрг 
= 1,3806. 10-1 реа 





(эта величина называется постоян- 
ной Больцмана), то 


3 
< ры = ОИ Г: 


Формула выглядит так, как будто бы 
на каждое из возможных трех пер- 
пендикулярных направлений —дви- 
жения приходилась бы энергия, рав- 


1 
ная {в среднем) —5-А Е (на каждую 


молекулу). Это утверждение — част- 
ный случай закона равнораспредс- 
ления, породившего много сноров 
в прошлом веке. 

Добавим сще одно замечание. 

Во все нашн формулы входила 
величина среднего арифметического 
квадрата скорости молекул газа, или, 
говорят, квадрат средней квадратич- 
пой скорости. Велика ли средняя 
квадратичная скорость, то есть 
у <>? Это мы можем вычи- 
слить по макроскопическим велиуи- 
нам — давлению газа и его плот- 


1: 7 
ности р -= к (М-—=т-К№ — масса газа), 


причем нам не нужно знать массу 
молекул газа или делать какие-либо 
предположения о его свойствах: 


3 <> р=ир, кв — 
ра ЗРУ 


—} №т } 


Из этой формулы можно найти, что 
при 15°С и давлении 1 атм ор. нь. 
для молекул водорода — равно 
1888 м/сек, для молекул кислорода 
474 м/сек и т. д. 


ЗАКОН ДАЛЬТОНА 
До сих пор мы говорили об одном 
газе. А что, если в сосуде находится 
смесь газов? Легко сообразить, что 
в этом случае вместо формулы (+) 
для смеси-из двух газов мы получим 
такую формулу: 


| 
Р= Ш ти <, + 





рав 
ИЗ-—-- 


1 
5 ПЬЙ: Зе, 


} 
Но —— "ип, <> .р, — этодав- 


ление, которое было бы 
4* 


в сосуде, 
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сслн бы в нем находился только 
5 1 
первый газ, а —_Пып, < 01 > р, — 


давление, которое было бы в сосуде, 
если бы в нем находился только второй 
газ. Так мы пришли к закону Даль- 
тона: давление смеси газов равно 
сумме их парциальных давлений, то 
есть давлений, которое производил 
бы каждый из газов, если бы он 
один занимал данный объем. 

Так как температура газов, со- 
ставляющих смесь, одинакова, то из 
этих же рассуждений нетрудно по- 
нять, что величины < 6 >р для мо- 
лекул компонент смеси относятся, как 
обратные величины их масс. То есть 
из того, что 


1 1 
2"! <#> срЕ == —5 т» а Пер? 


(благодаря равенству температур га- 
зов), следует 
<">е» __ ль 


<> ср, = пи 

Достойно удивления, что все тот 
же Ватерстон, приехав из Бомбея, 
докладывал в 1851 году Британской 
ассоциации: 

«Равновесие по давлению и тем- 
пературе между двумя газами имеет 
место, когда число атомов в единице 
объема равно и когда живая сила 
каждого атома одинакова». 

Если заметить, что живой силой 
(1$ На, как писали тогда) называли 
кинетическую энергию (в отличие от 
мертвой силы — энергии потенциаль- 
ной), то увидим приведенную выше 
формулу. Но и на этот раз никто 
не обратил внимания на доклад Ва- 
терстона. 


ЗАДАЧИ 


1. Вычислите среднюю квадратичную ско- 
рость молекул азота и углекислого газа при 
атмосферном давленни и температуре 15? С. 

2. Цилиндрический сосуд закрыт сверху 
поршием с площадью $ и массой М. На нем 
без потери энергии подпрыгивают № шарн- 
ков массы т каждый (М=т). Найти давле- 
ние газа под поршнем. 

3. В воздухе при Т-==300`° К хаотически 
движутся пылинки © массой 107*2г. Считая пы- 
линки идеальным газом, оценить скорость 
их теплового движения. я 


ЛАБОРАТОРИЯ «КВАНТА» 


ГЛАЗАМ 


Для человека зрение — основной источник информации об 
окружающем его мире. Мы привыкли абсолютно доверять 
глазам. Слова «не поверил глазам своим» означают крайнюю 
степень удивления. В привычных условиях такое доверие 
вполне оправдано. Глаза вместе с соответствующими отделами 
мозга составляют тончайший аналитический аппарат, безотказно 
служащий нам в самых разнообразных условиях: при ярком 
солнечном свете и когда света совсем мало, в покое и при 
быстром движении. Изображение, которое получается на сетчатке 
глаза, представляется нам лишенным каких-либо недостатков. 
Оно вполне резкое, перспектива правильная, прямые линии 
представляются прямыми, вокруг предметов нет радужной 
окраски — хроматической аберрации. Не следует думать, что 
наш глаз действительно является идеальным инструментом. 





Объективные исследования показы- 
вают, что глазу свойственны все 
недостатки лниз. Но наше сознание 
из несовершенного нзображения на 
сетчатке глаза воссоздает правильное 
представление об окружающем нас 
пространстве. 

Приведем такой пример. Человек, 
у которого появилась близорукость, 
впервые надел очки. Первое время 
он видит перспективу снльно иска- 
женной. Прямые линии представля- 
ются ему искривленными, плоскости— 
кривыми и покатыми. Иногда это 
вызывает даже легкое головокруже- 
ние. Но проходит некоторое время, 
н человек сквозь очки начинает пра- 
вильно восиринимать и перспективу 
и прямолинейность. Мир снова пред- 
стает перед его взором в правильном, 
неискаженном виде, хотя изображение 
на сетчатке по-прежнему искажено. 

В необычных условиях, когда гла- 
за получают противоречивую инфор- 
мацию, когда велики контрасты, когда 
правильная оценка расстояний, раз- 
меров, соотношеннй затруднена или 
когда отдельные участки сетчатки 
утомлены продолжительным воздей- 
ствием какого-либо раздражнтеля, на- 
ше сознание начинает ошибаться. Воз- 
никают различные обманы зрения. 
Вы безусловно сами не раз встре- 
чались с различными примерами та- 
ких любопытных иллюзий. Мы при- 
ведем описание нескольких опытов, 
показывающих, как ошибаются наши 
глаза. Делаем мы это не с целью 
подорвать ваше доверие к зрению, 
а для того, чтобы показать, какую 
большую роль в формировании об- 
разов играет синтетическая работа 
мозга. 

Для первого опыта, который обыч- 
но выдают за доказательство того, 
что на сетчатке, как и в фотоаппа- 
рате, получается перевернутое изо- 
бражение, необходимы два кусочка 
картона, например, две открытки. В 
одной нз них проколчте толстой нг- 
лой отверстне около 0,5 мм н держите 
его перед глазом на расстоянии 2— 

см, глядя на освещенный пей- 
заж, светлое небо или лампу. Краем 
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второй открытки перекрывайте по- 
степенно зрачок перед самым глазом, 
вдвигая открытку снизу. В поле 
зрения глаза вы увидите тень края 

открытки, опускающуюся сверху. 
Разберем оптическую схему этого 
опыта подробнее. Пока перед гла- 
зом нет открытки с отверстием, все 
точки поля зрения посылают в глаз 
лучи через весь зрачок (рис. 1, а), 
и от каждой точкн зрачка свет распре- 
деляется по всей сетчатке (рис. 1, 6}. 
Если поставить перед глазом открыт- 
ку-с отверстием, каждая точка поля 
зрения будет изображаться лучами, 
проходящими через небольшую часть 
зрачка. Верхние точки поля зрения 
изобразятся лучами, проходящими че- 
рез инжнюю часть зрачка, нижние 
точки — через верхнюю. Закрывая 
краем открытки нижнюю часть зрач- 
ка, мы затеняем верхнюю часть поля 
зрения и видим край открытки, опус- 
кающийся сверху. Легко понять, что 
этот эффектный опыт никак не за- 
висит от хода лучей в глазу и не может 
служить доказательством переверну- 
тости изображення на сетчатке. Поле 
зрения уже сформировано до зрачка. 
В этом легко убедиться, поместив 

на место глаза матовое стекло. 
Второй опыт показывает, как 
справляется зрение с противоречивой 
информацией. Сверните из листа бу- 
маги трубку диаметром около 2 см 
н смотрите через псе одним глазом 
на расположенные впереди предметы. 
Перед вторым глазом поместите ла- 
донь руки, держа се на расстоянии 
10—15 см перед лицом, вплотную 
к трубке. Вы отчетливо увидите дыру 
в вашей ладони, сквозь которую вид- 
ны окружающие предметы. Изобра- 
жение средней части ладони  пол- 
ностью подавлено изображением, ко- 

торое видит глаз через трубку. 
Более тонкий опыт с разной ин- 
формацией для правого и левого 
глаза можно провести так. Нодвесьте 
на белой нитке какой-нибудь неболь- 
пой светлый предмет. Раскачав по- 
лучившийся маятник в одной плоскос- 
тн, смотрите на него с расстояния 
2—3 м. Поместите перед одним глазом 
29 
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светофильтр средней плотности лю- 
бого цвета. Вы увидите, что маятник 
колеблется не в одной плоскости, 
а как бы описывает эллипс. Пере- 
местите светофильтр к другому гла- 
зу, и направление движения маят- 
ника по эллипсу изменится на об- 
ратное. 

Следующий оныт изображен на 
рисунках 2,а ин 2,6. На рисунке 2, а 
показана известная иллюзия излома 
ирямой, пересекающей черную поло- 
су. Но мало кто знает, что достаточно 
дополнить рисунок лебедкой и под- 
нимаемым грузом (рис. 2,6), под- 
сказав тем самым сознанию, что пря- 
мая — это натянутый трос, и иллюзия 
нзлома исчезнет. 

Последний опыт связан с ситуаци- 
ей, когда для интерпретации образа 
сознанню предоставляется возмож- 
ность выбора. На рис. 3 даны две 
фотографии частн лунного пейзажа 
в районе Моря Дождей и горного 
хребта Аленнин. На одной из них 
вы видите лунные кольцевые горы, 
а на другой видны кольцевые овраги, 
рельеф вывернулся. Переверните жур- 
нал, и обращение рельефа произой- 
дет на другой фотографни. Обратите 
внимание, что эти фотографии со-` 
вершенно одинаковы, но одна из 
них перевернута. 

Эффект обращения рельефа часто 
возникает при наблюдении Луны в те- 
лескоп. Космонавты, побывавшие на 
Луне, столкнулись с реальной труд- 
ностью правильного восприятия мест- 
ности, лишенной воздушной перспек- 
тивы в условиях большюй контраст- 
ности пейзажа. Эффекты обращения 
направления движения можно на- 
блюдать, глядя на силуэт вращаю- 
щейся антенны раднолокатора, Вам 
будет казаться, что антенна в неко- 
торые моменты внезапно меняет на- 
правление вращения. Раньше это яв- 
ление рекомсндовалось наблюдать на 
силуэте ветряной мельницы. 

Много различных интересных ил- 
люзий связано с восприятием цвета. 
Об этом мы поговорим в следующий 
раз. Обманы зрения — это не просто 
занятные фокусы. Изучение работы 


Рис. 2, а 





зрительного апнарата в необычных 
условиях позволяег глубже познать 
сложные процессы, происходящие в 
глазу и В нашем сознании ири син- 
тезе образов окружающей нас дей- 
ствительности. 

Тем, кто захочет более подробно 
познакомиться с опытами но физио- 
логической оптнке, можно рекомен- 
довать недавно переведенную книгу 
Дж. Грегга «Опыты со зрением» (из- 
дательство «Мир», Москва, 1970 г.). 
В этой книге дано описание боль- 
шюго количества элементарных опы- 


Рис. 3. 
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тов по исследованию работы глаза. 
Все они внолне доступны шжкольни- 
кам, и болыцая часть их весьма 
поучительна. Следуег только преду- 
поедить читателя, что в тех местах, 
где автор касается физической оп- 
тики, язык книги становится весьма 
далеким от научного. 

В библиотеке вы, вероятно, най- 
дете также кингу Минарта «Свет н 
цвег в природе» {издательство «На- 
ука», Москва, 1969 г.} и книгу Арта- 
монова «Иллюзия зрения»  (изда- 
тельство «Наука», Москва, 1969 г.). 
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ОТКУДА ПРОИЗОШЛИ 
НАЗВАНИЯ ЗВЕЗД И 
СОЗВЕЗДИЯ 
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Изображения созвездий даны по звездному атласу известного астро- 
нома ХУП в. Гевелия, работавшего в Гданьске (издан в Ташкенте в 
1968 г.). На рисунках 1—5 изображены созвездия Болышой Медведицы, 
Волопаса, Андромеды, Эридана и Ориона. 
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Если вы посмотрите на звездное 
небо, то при некотором воображении 
в россыни более или менее ярких 
звезд увидите различные фигуры. Эти 
фигуры можно составлять различны- 
ми способами. Уже в древней Греции 
было выделено 48 таких фигур, за- 
полнивших почтн все звездное небо, 
они получили название «созвездий». 
Некоторые звезды не входили в соз- 
вездия, а характеризовались тем, око- 
ло какого созвездия они расположены. 

Еще древние вавилоняне, астро- 
номические знания которых оказали 
сильное влияние на греков, выделили 
12 созвездий зодиака, то есть 12 
созвездий, расположенных вдоль боль- 
шого круга небесной сферы, по ко- 
торому совершает свое видимое го- 
дичное движение Солнце (этот круг 
называется эклиптикой, от гречес- 
кого слова эклейпсис — «затмение», 
так как затмения происходят, когда 
Луна попадает на этот круг). Число 
созвездий зодиака равно числу ме- 
сянев, и Солнце проходит каждое 
из них за месяц. Изображения и наз- 
вання созвездий зодиака и соответст- 
вующих месяцев приведены на ри- 
сунке (см. заставку). 

Первоначально вступление Солн- 
ца в созвездие Овна приурочивалось 
ко дню весеннего равноденствия, но 
за две тысячи лет этот день несколько 
сдвинулся по отношению к созвез- 
диям зодиака. Заметим, что Овен и 


Телец — устаревнше названия барана 
и быка (ср. «овца» и «теленок»). 
Под Стрельцом, то есть стрелком, 
понимали кентавра, вооруженного лу- 
ком со стрелами, под Козерогом — 
козла с рыбьнм хвостом, Рыб пред- 
ставляли в виде двух рыб, соединен- 
ных тесьмой. Слово зоднак, от гре- 
ческого сдова зодион -— «животное», 
объясняется тем, что большинство 
созвездий зодиака имеют вид живот- 
ных. Фигуры созвездий зоднака и 
их названия в настоящее время почти 
такие‘ же, как у греков: разница сос- 
тонт только в том, что греки называ- 
лн созвездие Весов «Клешнями» и 
рассматривали какклешниСкорпиона. 

Севернее зодиака греки распола- 
гали 2| созвездие, а южнее — 15 
созвездий: созвездия южиого —по- 
лушарня греки знали хуже, так как 
в древности путешественники редко 
доходили даже до экватора. Уже в 
новое время были добавлены неиз- 
вестные грекам Южный Крест и дру- 
гие южные созвездия, 

Названия созвездий объясняются 
теми фигурами, которые получались 
прин соединении звезд, образующих 
созвездие линиями. Разные народы 
по-разному истолковывали эти фигу- 
ры. Например, в ковше Большой Мед- 
ведицы греки видели медведя, а ара- 
бы —- погребальную процессию в виде 
гроба, перед которым идут плакаль- 
шины, возглавляемые «предводите- 
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лем плакальщиц». Некоторые созвез- 
дия связаны между собой: Волонаса, 
то есть настуха, греки рассматривали 
как сторожа медведиц. Шесть созвез- 
дий — северные созвездия Цефся, Кас- 
снопен, Апдромеды, Персея, Пегаса 
н Кита — также связаны общей лс- 
гендой 0б эфнопском царе Кефее 
(Цефей — латинская форма этого нме- 
ни), его жене Кассионее и дочерн 
Андромеде. Согласно этой легенде 
Кассиолея оскорбила морских иимф 
перенд и в наказание за это морской 
бог Посейдон послал морское чу- 
довние Кита (представлявшегося зве- 
рем с лапамн и страшной пастыо) 
опустошать берега Эфиопии. Для спа- 
сепия страны Кефей должен был при- 
нести в жертву свою дочь, имя ко- 
торой озцачаст «ие видевщая мужа». 
Девушка уже была прикована к ска- 
ле, когда появился на крылатом коне 
Пегасе Персей герой, убивший ужас- 
ную Медузу Горгону, взгляд которой 
обращал всех, кто встречался с ней, 
в камень. Сам Персей в борьбе с Мс- 
дузой Горгоной смотрел не на нее, 
а на сс отражение в своем щите. Пер- 
сей отрубил голову Горгоны и явился 
к Андромеде с этой головой. Показав 
ее Киту, он превратил сего в камень, 
освободня Андромеду и женился па 
ней. Расположение указанных созвсз- 
дий соответствует моменту прибытия 
Персся. 

Созвездие Геркулеса получило свое 
название только в новое время. греки 
вазывали его «Коленопреклоненный>. 
Созвездие Эридана также получило 


свсе название в новее время. греки 
называли его «Рекойх. Эридан — древ- 


нес название реки По, а также одно 
низ имен мифического сына Солнца 
Фаэтона, согласно легенде упавшего 
на землю и утонувшего в По. 


Созвездие Орисиа получило свое 
названне по имени мифического стрел- 
ка, убитого богнней Артемидой за 
та, что он вызвал ее ка состязание в 
метании диска. 


Созвездие Корабля Арго внослел- 
ствии было разделено на Корму, Пз- 
руса, Комиас и Киль, а из мелких 
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звезд, не входящих в известные рань- 
не созвездня, были образованы но- 
вые созвездия: Гончие Псы, Щит Со- 
бесского, Ящерица, Рысь, Единорог 
н Секстант. 

Еще более любопытны названия 
звезд. Пожалуй, только название По- 
лярной звезды, звезды @ созвездия 
Малой Медведицы (яркие звезды со- 
звездий принято обозначать грече- 
скими буквами а, В, \, ... примерно 
в порядке их убывающего блеска)и 
звезд, носящих собственные имена 
людей, понятны без обращения к 
словарю. Полярная звезда получила 
свое название потому, что она нахо- 
дится вблизи Северного полюса мира, 
вокруг когорого происходит видимое 
суточное вращение звездного неба. 
Собственные имена имеют звезды а 
ни В созвездия Близнецов — Кастор 
н Поллукс; они названы так по именам 
двух мифических близнецов — сыно- 
вей Зевса и Леды, иа Гончих Псов — 
Сердце Карла, — получившая свое 
название уже в новое время. 

Очень немногие звезды имеют гре- 
ческие и латинские названия, боль- 
минство этих названий арабского про- 
исхождения. Это объясняется тем, 
что в средние века центр передовой 
науки находился на Ближнем и Сред- 
нем Востоке, где языком науки был 
арабский язык (как до этого в элли- 
нистических странах — греческий, 
а позже в Европе — латинский). 
Важный вклад в науку того времени 
внесли ученые Средней Азии н Азер- 
байджана: ал-Хорезми и ал-Бируни 
из Хорезма, ал-Фергани из Фергавы, 
Ибн Сина из Бухары, Омар Хайям, 
работавший в Самарканде, Мерве н 
других городах, Насир ад-Дин ат- 
Туси и его ученики, работавшие в 
Мараге и Тавризе (Азербайджан), 
Улугбек и ученые его школы в Са- 
марканде, много важных открытий 
было сделано также учеными Ира- 
на, Ирака, Сирии, Египта, Северо- 
Западной Африки и мусульманской 
Испании. Труды этих ученых попа- 
дали в Западную Европу через Испа- 
нию и Италию, а потом через Конс- 
тантинополь, и переводились на ла- 
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тинский язык. Со многими трудами 
античной науки европейцы познако- 
мились сначала по их арабским пе- 
реводам н только потом — с их гре- 
ческими орнгиналами. 

Большинство арабских названий 
возникло следующим образом. В зна- 
менитом труде александрийского аст- 
ронома Клавдия Птолемея (11! век 
н. э.), обычно называемом нами «Алма- 
гест», имелся каталог 1022 звезд, 
положения которых были измерены 
астрономами того времени. Европей- 
цы познакомились с «Алмагестом» 
по его арабскому переводу, чем и 
объясняется сго название: одно из 
греческих названий этого сочинения 
«Мегисте синтаксис» — «Величайшая 
система» — арабы переделали в ая- 


-Маджистн, откуда и получилось на- 


ше название. Каждую звезду Пто- 
лемей характеризовал небольшим опи- 
санием, указывающим место этой звез- 
ды в созвездии. Именно от этих опи- 
саний в арабском переводе и произош- 
ли наши названия. Некоторые наз- 
вання, впрочем, восходят не к Го- 
лемею, а к староарабским названиям 
звезд. Таблица названий некоторых 
звезд приведена на стр. 36. 

Заметим, что название Антареса 
объясняется тем, что эта звезда, как 
и Марс, красного цвета и является 
как бы заместителем Марса (наши 
названия планет — имена римских бо- 
гов, соответствующих греческим бо- 
гам Гермесу, Афродите, Аресу, Зев- 
су и Хроносу, именами которых на- 
зывали планеты греки). 

От названия звезды Регул про- 
исходит слово «регулировать», так 
как этой звездой пользовались при 
регулировании полевых работ в Древ- 
нем Египте. 

Названия Мира н Проксима были 
даны учеными сравнительно недавно: 
название Мира было дано этой звез- 
де за ее удивительные свойства (эта 
звезда является долгопернодичной пе- 
ременной звездой}, название Прок- 
сима было дано ученымн после того, 
как было обнаружено, что эта звез- 
да расположена ближе всех звезд 
к Солнечной системе. 
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25 р 
=8 = 2= | От какого слова 
№ Соззездие я я ы Название ЗЕ пронзошло Значение этого слова 
ВЕ ся 
]. Малая Медведица а Полярная | лат. | роаг! относящийся к полюсу 
2. Большая Медведица| & Дубхе араб.! дубб медведь 
3. В Мерак > марак брюхо 
4. № $ Фекда » фахд бедро 
5. » 6 Мегрец » маграз начало хвоста 
6. ›» 1 Алькаид » ал-каид предводитель плакальщиц 
Бенстнаш банат на’ш 
7. Дракон а Тубан » ту’бан дракон 
8. Цефей [о Альдерамин| » ал-дира” правая рука 
ал-ямин 
9. Волопас [= Арктур греч. | арктурос страж медведей 
10. Северная Корона [22 Альфакка | араб.| ал-факка чаша нищих 
11. Геркулес [2 Рас Альгете! » ра’с ал-джати | голова коленопреклонен- 
ного 
12. Лира [+2 Вега араб.| ваки` падающий (Орел) 
13. Лебедь & Денеб » данаб хвост 
14. » 6 Гиенах » джанах крыло 
15. Кассиопея а Шедар » садр грудь 
16. > В Каф » каф ладонь 
17. » 6 Рукба » рукба колено 
18. Персей а Мирфак » мирфак локоть 
19. » В Альголь » ал-гул чудовище (Горгона} 
20. Возничий @ Капелла лат. | сареНа козочка 
21. ;. В Менкалинан| араб. | манкаб ли-л- | плечо возничего 
анан 
22. Змееносец « |Рас Аль-хаге » рас’с ад-хавва| голова заклЛинателя 
23. в В |Цельбальрай| » калб ал-рай | собака пастуха 
24. Змея &« | Унук-Эль- | » | 'Унк-ал-хийя | шея змеи 
хайя 
25. Орел [22 Альтанр ы ал-танр летящий (Орел) 
26. Пегас [2 Маркаб з маркаб седло 
27. Андромеда а Альферрац | » сирра ал-фарас| пуп коня (звезда относн- 
лась к Пегасу} 
28. » В Мирак . марак брюхо (одной низ Рыб) 
29. » 7 Аламак > ал-маук сандалия 
30. Овен а Хамал » хамал баран (Овен) 
31. » В Шератан » шаратан два знака (общее назва- 
ние © н В Овна} 
32. » $ | Ботейн » | бутейн брюшко 
33. Телец 1 Плеяды греч. | пленадес дочери Плейоны 
н др- 
34. » а Альдебаран | араб. | ал-дабаран идущий вслед (за Плея- 
дами) 
35. » %. 8 | Гиады » гюадес дождливые 
36. Лев « | Регул лат. | тещи царек 
37. » 8 | Денебола | араб.| данаб ал-асад | хвост льва 
38. Дева [2 Спика лат. | зрка колос (в руке у Девы) 
39. Скорпион а Антарес греч. | анта Арес вместо Марса 
40. » В Акраб араб. | акраб скорпион 
41. Стрелец | Альрамк > ал-рами стрелок 
42. Водолей а Садалмелек | № са`д ал-мулк | счастье государства 
43. Кит В Денеб Кейто » данаб кайтос | хвост кита 
44. ь о Мира лат. | тиа удивительная 
45. Орноп а Бетельгейзе] араб. | "бт ал-джауз | подмышка великана 
46. » 8 Ригель * НАЖл_ нога 
47. » $ Беллатрикс | лат. еа(гах воительница (покровн- 
тельница воинов} 
48. » 5 Минтака араб.| мантака пояс 
49. Эридан а Ахернар » ахир нахр конец реки (Эридана) 
50. Заяц |. Арнеб ‚ арнаб заяц 
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В этом номере мы продолжаем пе- 
чатать задачи, предлагавшиеся на 
всесоюзных олимпиадах по математи- 
ке и физике 1970 года. (В скобках 
после задач указан класс, в котором 
они предлагались.) 


М46. Сколько в выпуклом мно- 
-гоугольнике может быть сторон, рав- 
ных по длине наибольшей диагонали? 
УПИ 

Г. Гальперин 

М№М47. Из цифр | и 2 составили пять 
п-значных чисел так, что у каждых 
двух чисел совпали цифры ровно в 
т разрядах, но ни в одном разряде 
не совпали всё пять чисел. Доказать, 
что 


3 
<<. ах-х) 

М48. В остроугольном треуголь- 
нике АВС биссектриса АБР, медиана 
ВМ, и высота СН пересекаются в 
одной точке. Доказать, что угол ВАС 
больше 45°. (Х) 

№49. На карточках написаны все 
пятизначные числа от 11111 до 99999 
включительно. Затем эти картсчки 
положены в одну цепочку в произволь- 
ном порядке. Доказать, что получив- 
шееся 444 445-значное число не может 
быть степенью двойки. (Х) 

М50. Вершины правильного п- 
угольника покрашены несколькими 
красками (каждая — одной краской) 
так, что точки одного и того же цвета 
служат вершинами правильного мно- 
гоугельника. Доказать, что средн 
этих многоугольников найдется два 
равных. (Х) 

Н. Васильев 

$55. Оцените, на какую высоту 
поднимется стрела, пущенная из лука 
вертикально вверх. Масса стрелы 20 г, 
длина тетивы | м. Тетиву оттягивают 
на 5 см. Натяжение тетивы считать 
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Рис. 1. 


постоянным и равным 25 кг. (1Х) 
$56. Почему флаг «нолощется» 
на ветру? (1Х—Х) 

$57. Два одинаковых шарика, 
связанных невесомой пружинкой, двн- 
жутся по гладкому горизонтальному 
полу с одинаковой скоростью, пер- 
пендикулярной вертикальной  стен- 
ке. Опишите, как происходит соуда- 
рение системы со стенкой. Как будут 
двигаться шарики после удара? Удар 
шарика о стенку абсолютно упругий, 
время соударения пренебрежимо мало 
по сравнению с периодом колебаний 
шарнков на пружинке. (1Х). 

Ф58. В магнитном поле с большой 
высоты падает кольцо, имеющее ди- 
аметр 4 и сопротивление г. Плоскость 
кольца все время горизонтальна. Най- 
ти установившуюся скорость паде- 
ния кольца, если индукция поля из- 
меняется с высотой по закону 
В= В, 1-+ ав). (Х) 

$59. Какое из ребер проволочного 
куба следует удалить, чтобы сопро- 
тивление между точками А и В (см. 
рисунок) изменилось как можно силь- 
нее? Сопротивления всех ребер куба 
одинаковы. (УПГ) 

Б. Б. Биховцев 

Ф6б0. В плоском зеркале видно изо- 
бражение свечи. Что произойдет с 
ним, если между зеркалом и свечой 
поставить плоскопараллельную стек- 
лянную пластинку? (УНП 
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Куаг. тесте. 


РЕШЕНИЯ 


ЗАДАЧНИКА веванта 


М8. Двое играют в такую нгру. Из кучки, 
где иместся 25 спичек, каждый берет себе 
по очереди одну, две илн три спички. Вы- 
игрывает тот, у кого в конце игры — после 
того, как все спички будут разобраны, — 
окажется четное число спичек. 

Кто вынгрывает при правильной игре — 
начинающий или его партнер? Как он дол- 
жен играть, чтобы выюграть? Как изменится 
отвст, если считать, что выигрывает забрав- 
шнй нечетное число спичек? 


Исследуйте эту игру в общем слу- 
чае, когда спичек 21-1 и разрешается 
брать любое число спичек от 1 до т. 


Решение 

Для того чтобы говорить об игре, 
необходимо как-то назвать ее участ- 
ников. Условимся раз навсегда на- 
зывать одного из них Я, а другого 
Он. 

Прежде всего немного обобщим 
условие задачи. Число № спичек, ле- 
жащих на столе в начале игры, может 
быть любым, а не только нечетным. 
Нри этом для четных № один из игро- 
ков выигрывает, если в конце игры 
у обоих четное число сличек, а дру- 
гой — если нечетное. 

Мы рассматриваем, строго говоря, 
сразу бесконечное число игр, так 
как № и т могут быть любыми на- 
туральными числами. Даже если т и 
М№ заданы, возможны два варианта: 
Я выигрываю, если в конце игры у 
меня 1) четное, 2) нечетное число- 
спичек. 

Будем говорить сначала обо всех 
варнантах этой игры вместе. 
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Давайте подумаем о том, что надо 
помнить игроку в ходе игры. Надо ли 
ему помнить все его ходы и ходы его 
противника с начала игры? Нет, в 
любом варнанте ему достаточно знать 
следующее: 

Г) сколько осталось спичек на 
столе, 

2) четное ли у него число спичек, 

3) чей ход. 

Если заданы эти три параметра, 
то мы будем говорить, что задано 
состояние игры. В каждом таком 
состоянии игрок может сделать т 
разных ходов (или меньше, если на 
столе осталось спичек меньше чем 
т). Каждый его ход переводит игру 
в другое состояние, когда ходит его 
партнер. 

Состояния игры удобно изображать 
на бумаге в виде клеточек или кру- 
жочков, а возможные ходы в виде 
стрелок. Так мы и сделаем. 

Таблица на рисунке | составлена 
для случая, когда т-=2 (можно брать 
только одну или две спички за ход), 


В таблицах на рисунках 1—4: 

Г столбец — номер строкн т, показывает, 
сколько спичек осталось на столе. 

| столбец — у меня четное число спичек 
мой ход. 

ИТ столбец — у меня четяое число спичек. 


его Ход. 
ГУ столбец — у меня нечетное чнсло спичек, 
мой ход. 
\ столбец — у меня нечетное число спичек 
его ход. 


риреттистт> 





Рис. 1. 
ходов игры с 9-2. 


Таблица возможных состояний и 


н Я выигрываю, если в конце игры 
у меня четное число спичек. Фактиче- 
ски нарисованы только те состояния, 
когда нё& столе осталось не более семи 
спичек. 

Цветные стрелки показывают, как иг- 
роки могут ходить: игрок, чей ход в 
этой клетке, может пойти по любой 
стрелке, из нее выходящей. Напрни- 
мер, первая слева клетка в строчке с 


номером 5 (серая) соответствует тому. 


состоянию игры, когда На столе ос- 
талось 5 спичек, у меня четное число 
спичек и мой ход, а две выходящие 
из этой клетки стрелки показывают, 
в какие состояния Я могу перевести 
игру очередным ходом. 

Таблинцу можно продолжать вниз 
сколько угодно далеко. Стрелки, вы- 
ходящие из любой клетки, получаются 
параллельным сдвигом из стрелок, 
выходящих из какой-то одной клетки 
того же самого столбца (в верхних 
двух клетках некоторые стрелки, ра- 
зумеется, «выпадают»). 

Назовем состояние вышгерышным и 
поставим в соответствующую ему клет- 
ку букву В, если, когда игра начи- 
нается из этого состояння,’ Я могу 
выиграть, как бы Он ни старался 
мне помешать. 


Куап-тссте.ги 


Назовем состояние проигрышным 
н поставим в соответствующую ему 
клетку букву П, если, когда игра 
начинается из этого состояния, Он 
может выиграть и, если Он не ощм- 
бется, Я не смогу этому воспрепятст- 
вовать. 

Приступим теперь к основной части 
решения: расставим во все клетки 
таблицы буквы В и П. Мы сделаем 
это сначала для игры, соответствую- 
щей рисунку 1. В нулевой строке бук- 
вы, конечно, надо поставить так: 
ВВПП, поскольку мы считаем, что Я 
выиграл, если в конце игры у меня 
четное число спичек. Дальше буквы 
надо расставлять сверху вниз по 
следующему закону. 


1. Если мой ход (то есть клетка 
находится во И или Т\У столбце), 


_ то в нее ставится: 


буква В, если хоть одна стрелка 
из нее ведет в клетку с буквой В; 
буква П, если всякая стрелка, 
выходящая из нее, ведет в клетку 
с буквой П. ИЕ | 
И. Если его ход (то есть клетка 
находится в Ш или У столбце), 
то в нее ставится: Е 
буква П, если хоть одна стрелка 
из нее ведет в клетку с буквой П; 
буква В, если всякая стрелка, 
выходящая из нее, ведет в клетку 
с буквой В. 


Поскольку все стрелки в таблице 
ведут снизу вверх, то этот закон дает 
возможность заполнить всю таблицу, 
сколько бы мы ее ни продолжали. 

В нашем случае (т=2) для того, 
чтобы заполнить клетки п-й строки, 
достаточно знать только, как заполне- 


-ны клетки (п—!)-й и (п—2)-й строк. 


В действительности вовсе не нужно 
чертить все стрелки, как на рисунке 1. 
Достаточно отдельно (на куске каль- 
ки) начертить «шаблон» — совокуп- 
ность стрелок, выходящих из клеток 
одной строки, и, прикладывая этот 
шаблон по очереди ко всем строкам 
таблицы, заполнять их буквами В и 
П, следуя правилу, выписанному на 
голубом фоне. На рисунке 2 показан 
тот момент, когда мы заполнили всю 
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Рис. 2. Таблица вынгрышных н проигрышных 
состояний игры с 71=2. 


таблицу до 5-й строки и готовы за- 
полнять 6-ю. Так можно заполнить 
таблицу до любого места, например 
до 25-й строки и посмотреть, какая 
буква будет стоять в 25-й строке на 
первом месте. Если это В, то игру, 
в начале которой на столе лежит 
25 спичек, начинающий выигрывает, 
а если это П, то пронгрывает. 

На самом деле, дальше пя- 
той строки таблицуза- 
полнять не нужно. Дело в 
том, что 4-я строка совпадает с нуле- 
вой, а 5-я с первой. Поэтому 6-я 
обязательно совпадет со 2-й (так как 
каждая строка определяется двумя 
предыдущими). Тогда 7-я строка сов- 
падет с 3-й, 8-я с 4-й ‚ 9-яс5-й ит. д. 
Строки будут повторяться с периодом 
4, откуда следует, что всякая 

строка с номером 4 А будет ВВПП; 

строка с номером 4А--1 будет 
ПВВП; 

строка с номеррм 4А--2 будет 
ВПВП; 

строка с номером 4Е--3 будет 
ВПВП. 

В частности, 25-я строка будет 
ПВВП (25=4.6-1). 

То, что период обязательно должен быть, 
можно было предвидеть заранее. Действитель- 


но, пусть мы заполнили таблину до какой-то 
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строкн- Далыше все зависит от того, как за- 
полнены две последиие строки. Число всех 
способов заполнить две строки буквамн Ин В 
конечно (оно заведомо не больше 28). Зна- 
чит, при заполнеини таблицы не может все 
время появляться новая пара строк. А когда 
какая-то пара строк повторихся, начнется 
пернодичность. 

После того как в таблице расстав- 
лены буквы В и П, становится ясной 
и стратегия, которой Я должен при- 
держиваться, чтобы выиграть: нуж- 
но каждый раз делать такой ход, 
который ведет в клепку с буквой В. 
Закон расстановки букв В н П, ука- 
занный выше, составлен именно так, 
что если Я один раз попал в клетку В, 
то дальше Я смогу каждый раз хо- 
дить в В, и противник не сможет мне 
помешать. 

Случай, когда Я выигрываю, если 
у меня в конце нечетное колн- 
чество спичек, исследуется аналогич- 
но. Можно поставить в нулевой стро- 
ке ППВВ и заполнять дальше табли- 
цу по тому же самому закону. Пе- 
риод снова будет равен 4. Но можно 
всего этого и не делать, а исполь- 
зовать для этого случая тот же рн- 
сунок 2. 

Заметим, что не дать игроку пе- 
ред началом игры ничего и потре- 
бовать, чтобы у него в коице было 
нечетное число спичек, это все рав- 
но, что дать ему перед началом игры 
одну спичку и потребовать, чтобы у 
него в конце игры было четное чис- 
ло спичек. Таким‘ образом, В этом 
новом случае Я выигрываю, если В 
таблице на рисунке 2 в клетке на 
пересечении №-й строки и 

ТУ столбца стонт В, если Я на- 
чинаю, 

\У столбца стоит В, если Он начи- 
нает. 

Заметим также, что шаблон не изменится, 
если поменять местами П столбем с ТУ, 
а }И сУ\. В первой строке после такой пе- 
рестановки вместо ВВПП будет стоять ППВВ. 
Поэтому таблицу для того случая, когда Я, 
чтобы вынграть, должен забрать нечетное чис- 
ло спичек, можно получить из таблицы для 
разобранного случая указанной перестанов- 
кой столбцов. Это же отиосится и ко всем 
другим значениям 17. 

Пусть теперь т-=3. Таблица по- 
прежнему будет состоять из тех же 


_ 


лв НЕ, 
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Рис. 3. Таблица к игре с м3. 


четырех столбцов. Шаблон изменится 
(см. рис. 3). Теперь каждая строка 
зависит от предыдущих трех строк. 
Для расстановки букв В нм ИП при- 
менимо правило, выписанное на 
страниие 39. Расставляя буквы, мы 
убеждаемся, что период состоит из 
восьми строк. В частности, 25-я стро- 
ка совпадает с первой: ПВВП. 

Таким образом, в случае т=3 и 
\! =25 получается такой 

Ответ: если выигравшим счита- 
ется игрок, забравший четное чи- 
сло спичек, то начинающий проигры- 
вает, аесли выигравшим считается за- 
бравший нечетное число спи- 
чек, то начинающий выигрывает. 

Общий случай исследуется ана- 
логично. Длина нернода оказьвает- 
ся равной т-- 2, если т четно, и 
2т -- 2, если т нечетно. Эти перио- 
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шаблон 


Рнс. 4а. Таблица к игре с четным т я шаблон 
для т 8. 


ды изображены на рисунках $ а, 6. 
Шаблоны, данные для т=8 и т=9, 
позволяют понять, какими будут зваб- 
лоны в общем случае. Рисовать 
стрелки здесь было неудобно. Клетки, 
закрашенные каждым цветом,— это 
состояния, в которые может пойти 
игрок из клетки, в которой стоит 
точка того же цвета. Правила рас- 
становки букв В и П те же самые, 
выписанные на странице 39. 
Проверку того, что периоды дей- 
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Рис. 4, 6. Таблица к нгре с нечетным ти 
шаблон дяя тя9. 
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ствительно таковы, предоставим чи- 
тателю. Заметим только следующее. 
Чтобы быть уверенным в том, что 
период будет повторяться, необхо- 
димо проверить расстановку букв во 
всех строках первого периода и в 
т первых строках второго периода. 

Как видим, при больших т чаще 
всего кто начинает, тот и выигры- 
вает. Все буквы, нарушающие это 
правило, на рисунках 4, а, б обве- 
дены кружками. Итак, начинающий 
проигрывает только в следующих слу- 
чаях. 


Выигрывает наб- 


Вынгрывает наб- 
равший «нечет» 


равший «чет» 








т четно | М дает остаток || № дает остаток 
при деленин на] т--1 или Опри 


т--2 делении па т -|-2 





М№ даст остаток 
О или л1-|-2 нри 
делении на 


2т--2 


т нечетно| № дает остаток 1 
нли | при 
делении на 
2т--2 





М9. Рассмотрим следующие свойства те- 
траэдра (тетраэдром мы пазываем произволь- 
ную треугольную пирамиду): 

1) все грани равновелики; . 

2) каждое ребро равно противоположному; 

3) все грапи равны; 

4) центры описанной и 
совпадают; 

5) суммы плоских углов при каждой вер- 
шине тетраэдра равны. 

Докажите, что все эти свойства эквивалент- 
НЫ. 

Постарайтесь найти другие 
вые им свойства тетраэдра. 

Решен ие. В этой задаче очень 
важно выбрать рациональный путь 
доказательства: разобраться, какое 
свойство из какого легче выводить. 
Будем, как это принято, вместо слов 
«из... следует...» ставить стрелку: — 

Нам удобно добавить еще нес- 
колько свойств тетраэдра: 

6) сумма плоских углов при каж- 
дой вершине равна 180°; - 

7) развертка тетраэдра представ- 
ляет собой остроугольный треуголь- 
ник, в котором проведены средние 
линии (рис. 5); 

8) все грани — остроугольные тре- 
угольники с одинаковым радиусом 
описанной окружности; 


вписанной сфер 


эквивалент- 
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Рис. 5. 

9) проекция тетраэдра на каждую 
из трех плоскостей, параллельных 
двум противоположным ребрам — пря- 
моугольник, — 

и доказать, что свойства (1)—(9) 
эквивалентны, в таком порядке: 





Большинство из двенадцати теорем, 
обозначенных здесь стрелками, поч- 
ти очевидно. Докажем их по порядку. 

(5) => (6). Сумма всех плоских уг- 
лов всех граней тетраэдра равна 
сумме углов четырех треугольников, 
то есть 4.180°`=720°, поэтому, если 


суммы углов при каждой  вер- 
шине равны, то каждая их них равна 
180°. Обратное: (6) =, (5) очевидно. 

(4) = (8). Если Ю — радиус опи- 
санной около тетраэдра сферы, г — 
радиус вписанной сферы и центры 
этих сфер совпадают, то точка ка- 
сания сферы с каждой гранью ле- 
жит внутри этой грани и удалена 
от каждой вершины треугольника 


на у/ Е? 12,-то есть является центром 


Рис. 6. 


описанной около этого треугольника 
окружности радиуса у/ А? — г?. 

(8) —> (4). Ясно, что в любом тет- 
раэдре перпендикуляры, опущенные 
из центра О описанной сферы на гра- 
ни, попадают в центры описанных 
окружностей, и если радиусы всех 
этих окружностей равны В,, то точ- 
ка О одинаково удалена от всех 
граней (на расстояниег = И К*—^Ю*). 
Если основания перпелликуляров ле- 
жат внутри граней, то О — центр вии- 
санной сферы радиуса г. 

(8) => (6). Если радиусы описан- 
ных окружностей граней АВС и ОВС 
тетраэдра АВСРО равны, то -=ВАС = 
—=- ВРС, поскольку эти углы опи- 
раются на равные дуги ВС в равных 
окружностях (здесь существенно, что 
^АВАС и Л ВОС — остроугольные!). 
Это относится и ко. всем другим па- 
рам смежных граней. 

Таким образом, 

ВОС + =СрА -- «АБВ = 
= =ВАС + =СВА -|- АСВ = 180° 
н аналогично для всех других вер- 
ШИН. 

(6)—=(7). Развертка произвольного 
тетраэдра  АВСР — шестиугольник 
р,АР.ВЬ.С, разбитый на четыре 
треугольника (рис. 6). Очевидно, что 
из (6) следует, что отрезки Р.А и 
АД., Р.В и ВО., О.С и СО, лежат 
на одной прямой, то есть точки А, 
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В н С — середины сторон ДБ... 
(как на рис. 5). Этот треугольник 
остроугольный, так как в трехгран- 
ном угле тетраэдра (при вершине О) 
каждый из илоских углов меньще 
суммы двух других. 

(9) == (7), (7) = и (7) = () 
очеридны. (2) => {3) также очевидно 
(треугольники равны по трем сто- 
ронам); (3) ==, (1) очевидно. 

сталось доказать только, что 
(1) =: (9). Это место оказалось самым 
трудным для читателей. 

(1) => (9). Заметим, что если р, и 
р. — параллельные плоскости, АК и 
ВН — два отрезка. концы А и В 
которых лежат в плоскости р., а 
концы К и Н — в плоскости рь, то Рис. 7. 
отрезки АК и ВН равны тогда и 
только тогда, когда равны их проек- 
ции па илоскость ра (или р.). Это 
легко доказывается с помощью тео- 
ремы Пифагора (рис. 7). 

Проведем параллельные нлоскости 
р: ир» через ребра АВ и СДО тетраэд- 
ра. Пусть С, и Др, — проекции то- 
чек Сид на плоскость р, (рис. 8, а), 
О — точка пересечения С.Д), и АВ. 
Если площади ДСАБ и ДСВО рав- 
ны, то равны высоты АК и ВН этих 
треугольников, следовательно, равны 
проекцин этих высот на р;: АК, == 
—ВНь, и поэтому АО=ОВ (рис. 8, 6), 
отсюда следует, в частности, что точ- 
ки Л и В лежат по разные сгороны 
от прямой С, О,. Точно так же, 
поскольку площади ЛАСВ и ЛАРВ 
равны, С,0О=Р,0. — Следовательно, 
АС,ВО, — параллелограмм, то есть 
АС,=ВО, иС,В=Д.А, откуда АС= 

ВР и ВС==АО. Точно так же до- 
казывается, что АВ = СО, поэтому 
ЛС,ВО, — прямоугольник. 





МТО. Четыре круга, Центры которых яв- 
ляются вершинами выпуклого четырехуголь- 
ника, целиком покрывают этот четырсхуголь- 
ник. Доказать, что из них можно выбрать три 
круга, которые покрывают треугольник с 
вершинами в центрах этих кругов. 


Решение. Основная  труд- 
ность в этой задаче — придумать 
такое рассуждение, которое бы 


охватывало все возможные случаи Рис. 8, 6. Проекция тетраэдра на плоскость. 
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ии 


ото 






расположения окружностей и все 
возможные по форме четырехуголь- 
ники. 

Идея приводимого ниже решения 


‘принадлежит Н. Васильеву. 


Обозначим круги с центрами А, 
В, С, О в вершинах данного четырех- 
угольника АВСР через КА, Кь, 
Кс, Кь, нх раднусы — через гад, гв, 
гс, Го. Предположим, что утверж- 
дение задачи неверно. Тогда каждый 
круг имеет общую точку с частыо 
противоположного ему треугольника, 
не покрытой тремя другими кругами: 
например, Кд должен содержать точ- 
ки ЛВСР, не покрытые пи одним 


Рис. Ш, а. 


Куапетссте.ги 





Рис. 10. 


из кругов Кв, Кс, Ко. Пусть О — 
точка пересечения диагоналей. До- 
кажем при нашем предположении, 
что ГАОА,. то есть что круг КА с0- 
держит точку О, Остальное уже яс- 
но: точно так же можно будет Дока- 
зать, что точка О принадлежит Кв 
и Кс, а отсюда очевидным образом 
следует, что эти круги покрывают 
ДАВС. Посмотрите на рисунки 9,10: 
если ОЁ и ОМ — перпендикуляры, 
опущенные на прямые АВ и ВС, то 
Кл покрывает ДОА1., Кс — ДОСМ, 
Кв — ДОВЁ и ЛОВМ, а эти четыре 
прямоугольных треугольника заведо- 
мо покрывают ДАВС, даже если 


Рис. 11, 6. 








Рис. |2. 


один из треугольников ЛОВ или ОВС 
(как на рисунке 10} тупоугольный. 

Приходим к протнворечию с на- 
шнм предположением, следовательно, 
утверждение задачи верно. 

Итак, осталось доказать, что гд> 
ОА. Нам понадобится следующая, 
почти очевидная 

Лемма. Пусть задан выпук- 
лый четырехугольник РОЮ$ и круг 
Кв (не содержащий АРОР целиком). 
Тогда из рсех точек, лежащих внут- 
ри ДАРОВ и вне Кр, ближайшей к 
точке 5 будет: 

а) основание Р перпендикуляра 
$ЁР, опущенного из точки $ на пря- 
мую РВ, если эта точка ЁЕ лежит 
вне круга Кв (рис. 11, а); 

6) точка Е пересечения окруж- 
ности Как с отрезком РА, если точка 
Е лежит внутри круга Кр (рис. 11.6). 
{Здесь важно, что угол ОЮ$ четы- 
рехугольника меньше 1807; доказа- 
тельство леммы оставляем читателю.) 

Можно считать, что —=АОВ< 90? 
(нначе мы взяли бы не В, ар). Пусть 
ВВ, 1 АС; АЛ, | ВЬ В.А. 1 ВР 
(рис. 12). Предположим, что гд< ОА и 
Е — ближайшая к Оточка К д (она ле- 
жит на отрезке ОА и АЕ=гА, ЕМ — 
перпендикуляр, опущенный из Е на 
ВР. Ясно, что тогда АМ`АЁЕ. До- 
кажем, что тем не менее гд>АМ, 
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отсюда будет следовать, что наше 
предположение (гд< ОА) неверно. 

Докажем сначала, что гв `>ВМ. 
Применим лемму к АЛСЬ, кругу Кл 
ни точке В. Рассмотрим два случая: 

а) Е лежит между Ан В,. Тогда 
гв >ВВ, >ВА.>ВМ; 

6) Е лежит между О и В,. Тогда 
(по лемме) 


гв ->ВЕ->ВМ. 


Итак, мы знаем, что точка М 
принадлежит Кв. Применяя лемму 
к АВСО, кругу Кви точке А (заме- 
тим, что М лежит между О и А,, 
так что всегда имеет место случай 6)}, 
получим гл >А АТ. Круг замкнулся, 
требуемое противоречие получено. 


Ф!2. Два одниаковых тяжелых стальных 
шарика вращаются на легких стержнях длины 
Ти 21 вокруг точек 01, О, расстояние между 
которыми равно 31 (рис. 13). В начальный мо- 
мент шарнки находятся в точках Ан В, имея 
скорости и и 20 соответственио. Сколько раз 
столкиутся шарики за время {2 За какое вре. 
мя шарикн столкнутся Ё раз? Соударення ша- 
риков считать абсолютно упругими. 


Решение. Так как шарики 
одинаковы, то при абсолютно упругих 
соударениях они будут обмениваться 
скоростями. Это следует из законов 
сохранения энергин и импульса (ко- 
личества движения) шариков прн соу- 
дарении. В первый раз шарнки столк- 
нутся, когда каждый из них сделает 
по Половине оборота вокруг точки, 


относительно которой он вращается. 
л-21 
2: 





На это потребуется время & = 


я/ = 
==. После соударения левый шарик 


будет иметь скорость 25, а правый — 
скорость ъ. 
Второе соударение шариков про- 


4п 
через т 


после первого, когда правый шарик’ 
совершит один оборот вокруг точкн О\. 
Левый шарик совершит за это время 
четыре оборота вокруг точки О — у 
него вдвое большая скорость, и вра- 
щается он по окружности вдвое мень- 





изойдет время — Б= 


-=---% 


Ро о 
и ` 
“ 
ь 
ое: РА и 
р > +: 
и и ` 
1 `’ ` 
м 1 
т 
АФ— о В = 
° а ь ' 
` 1 р 
` ы О 1 
ыы хо ыы 7 Га 
ыы “ 2% 
в „ 
“ # 
^ ре 
НЫ. :. у 
Рис. 13. 


шего радиуса. При соударенин шарн- 
ки опять обменяются скоростями, и 
третье соударение произойдет через 


время Ё, = 





р 241 
2 = „— после второго, 


когда каждый из шариков совершит 
один оборот. Таким образом, после 
каждого нечетного соударения левый 
шарик будет иметь скорость 2%, 
а правый — скорость и, и поэтому 





следующее, четное, соударение бу- 
дет происходить через время Ё = = 
К. 
Е 


После каждого четного соударения 
левый шарик будет иметь скорость в, 
а правый — скорость 2 и следующее, 
тенерь уже нечетное, соударение ша- 
риков будет происходить через вре- 


мя ==... = ги после 





четного. 

Теперь нетрудно подсчитать, что 
если Е — четное число, то А-е соуда- 
рение шариков произойдет через время 


Бе ие 

= (38—12, 
так как всего между аа про- 
изойдет > четных соударений и -- 
нечетных. Это означает, что правый 
шарнк должен совершить = 5 обо- 


ротов, имея скорость 29 (здесь мы 
учли, что до первого соударения 
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шарик совершает лишь половину обо- 
Е 
рота) н -5- оборотов вокруг точки (О), 


имея скорость и. 
Если А нечетио, то до А-го соуда- 
рения правый шарик должен совер- 


ШИТЬ 
Бе 





оборотов, имея скорость а, 


И 





т 


скорость 2 9. Поэтому от начального 
момента до момента Ё-го соударения 
в этом случае должно пройти время 


Е и, Ем ‚ — 2): 
= Ви = РЕ 


№ 06 
0 оротов, нмея 


Подсчитаем теперь, сколько раз 
шарики столкнутся за время #. Бу- 
дем считать, что >. Между дву- 
мя последовательными нечетными соу- 
дарениями шариков проходит время 
1==Ё2Р-- РЕ”. Нечетных соударений пос- 
ле первого будет столько, сколько 
раз № содержится в #—&: 


п= [= ] 


(знак [ | означает «целая часть 
числа»). 

Всего между шариками пронзой- 
дет п-| нечетных соударений. До 
последнего нечетного соударения прой- 


1 . 
бд, 
За это время между шариками должно 


произойти еще и п четных соударений. 
Кроме того, если сставшееся время 


ГРУ — 
#—|| 7 ' ] № -+ ‚ больше, чем Г, то 
УЗО 
произойдет еще одно нечетное соуда- 


ренис. Таким образом, за время [ 
шарики столкнутся 


м [а [|+ 


К] и 


22 








дет время, равное [-— 











а 


тек 


и 611 
а-я | каг 9, 


--1 раз. 
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$13. Два одинаковых цилиндра с поршия- 
ми соединены трубкой {рис. 14). В цилиндрах 
находится воча. Сверху на поршни ставят 
одинаковые цилиндрические стаканы с рав- 
ными количествами воды. Затем в один из ста- 
канов опускают тело массы ле, а в другой — 
тело массы М, которые не тонут. 

На каких расстояниях другот друга будут 
находнться концы поршней н уровни воды в 
стаканах, когда система придет в равнове- 
сие? Плошади дна стаканов — $. площади 
поршней — 52. 


Решение. Так как цилиндры 
ссединены трубкой, то давления воды 
в цилиндрах на одинаковых уров- 
нях должны быть одинаковыми. Оди- 
наковы и давления в цилиндрах на 
том уровне, на котором находится 
нижний край левого поршня. Но 
давление в левом цилиндре (рис. 14) 
(Мо -г М) а 

За ? 
а давление на этом уровне в правом 
где М, — общая масса поршня, ста- 
кана и воды в стакане, а пои — дав- 
ление столба воды высотой у. Тогда 
из условия равновесия получим: 


на эгом уровне равно 


цилиндре равно 


(Мо + М)а в (М. Е -- ра. 


5: 


Решив это уравнение, найдем что 
М—т 


о 65: 
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Теперь определим величину х. При 
погружении тела в стакан сила дав- 
ления на дно стакана возрастает на 
величину, равную весу этого тела. С 
другой стороны, так как тело не то- 
нет н само не давит на дно, то изме- 
нение силы давления на дно — это 
изменение силы давления воды на 
дно за счег того, что увеличивается 
уровень воды. Если уровень воды в ста- 
кане поднялся на Ах, то давление воды 
на дно возросло на рёАх, а сила дав- 
ления — на раАх5.. Таким образом, 
для левого стакана реАх, о, = Ма, 
где Ах, — изменение уровня воды в 
м 
051 
гично найдем, что в правом стакане 
уровень воды при погружении в него 
тела поднялся на Ах, = 5 . Так 

1 
как расстояние между дном левого и 
дном правого стаканов равно у, то 


левом стакане: Ах, -= Анало- 








х=у+ Ах, — Ах, об 


Ф14. Две трубы с сечениями $5, и $. с0- 
единены друг с другом и заткиуты поршнями, 
массы которых ла; и т» (рис. 15). После взрыва 
в пространстве между поршнями поршин вы- 
летают из труб. Один из них вылетел со ско- 
ростью и. С какой скоростью вылетел второй, 
если: а) трубы закреплены и не могут пере- 
мещаться, 6) трубы не закреплены и их общая 
масса равпа №? Тренисм поршней о стенки 
труб пренебречь. 


Решенне. Рассмотрим вначале 
случай, когда труба закреплена. Дав- 
ленне газов на поршни одинаково, 
а силы давлений относятся, как пло- 
щади поршней. Так как эти силы 
действуют на поршни одннаковое вре- 
мя (мы считаем, что после того, как 
один из поршней вылетел из трубы, 
давление на второй поршень скач- 
ком падает до давления снаружн), то 
отношение средних сил давления 
на поршни равно отношению площа- 
дей поршней. Это дает нам возмож- 
ность найти отношение импульсов 
поршней после их вылета из трубы. 
Начальные импульсы поршней рав- 
ны нулю, а изменения их импульсов 
равны средним силам, умноженным 





Рис. 15. 


на время взрыва. Поэтому отношение 
импульсов поршней после их вылета 
из труб равно отношению средних 
сил давления, действующих на порш- 
ни, и, значит, равно отношению пло- 
щадей поршней. 

Для определенности будем счи- 
тать, что со скоростью и вылетел 
левый поршень (рис. 15). Скорость 
правого поршия обозначим н. Тогда 


по $: . 
мы можем записать, что —— =: 
тои 5: 
отсюда и=и 2 
тол ° 


Теперь рассмотрим случай, когда 
трубы не закреплены. Тогда после 
взрыва они приобретут скорость, ко- 
торую мы обозначим и,. Сравнивая 
так же, как это мы делали для порш- 
ней, средние силы давлений, дейст- 
вующих на левый поршень и на стык 
т, (5 — $1) 

М; * 
Что же касается поршней, то наши 
рассуждения справедливы для них 
и в этом случае. 


труб, найдем, что и, =0 


Ф15. Через стенки холодильиика про- 
никает за час количество тепла @-=190 ки- 
локалорий. Температура внутри  холодиль- 
ника Т,=-5?С, а в комнате Т,=+20°С. 
Какую минимальную мощность потребляет 
этот холодильник от сети? 


Решение. Холодильник — это 
‚ тепловая машнна, работающая по 
обращенному циклу. Если прямая 
тепловая машина поглощает количест- 
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во тепла @, при высокой температу- 
ре Т, и отдает меньшее количество 
тепла @, при низкой температуре Т., 
совершив работу А = О,—0,, то 
холодильная машина поглощает ко- 
личество тепла @, у холодного тела 


прн температуре Т, и отдает количест- 
во тепла @, более нагретому телу 


при температуре Т.. При этом к 
холодильнику нужно, конечно, под- 
вести энергию А'=@,— 0). 


Коэффициент полезного действия 
А 
прямой тепловой машины \==-— -= 


9. 
в —“ не может превышать ве- 
ЕЯ 
личины ——®. Причем, для того, 


Г. 
чтобы к. п. д. машины был макси- 
мальным, она должна была бы рабо- 
тать по обратимому циклу. Если бы 
холодильная машина работала по то- 
му же циклу, что и прямая, то = 


= О0., ©. = 0, н А’=А. К. п. д. хо- 
лодильной машины был бы в этом слу- 


в и __ 

чае равен 1. = Нов 
р | ]х 0—0. 

этом случае к. п. д. прямой машины 


9. —@, >. ТТ, 


авен г и поэтом 
р 9. Т» . у 
т 
= =-т-. Используя это соотно- 
2 
щение, и что к. п. д. холо- 


дильной машины не может превышать 
величины 








Вычисленный по этой формуле 
к. п. д. холодильника (иногда его на- 
зывают «колодильным  коэффициен- 
том») может быть и большеединицы. 
Это связано с тем, что, отдавая энер- 
гию @., мы потребляем не только 
энергию А, но еще и энергию О@., 
получаемую от охлаждаемого тела. 
При вычислении же к. п. д. машины, 
затраченной мы считаем лишь энер- 
гию А, потребляемую от сети, так 
как только ее нам приходится опла- 
чивать. 
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Теперь подсчнтаем, какую мини- 
мальную энергию нужно подводить 
к идеальной холодильной машине, 
имеющей максимальный к. п. д. Так 


как Ч -пА=АА 
2 


—тТ, , 
= О-“-ТЬ. Подставив сюда @,= 
1 

==190 ккал 7,9- 10$ дж, Т,=218° К 
н Т,—=293? К, найдем, что А=4,3Х 
х 0 дж электроэнергии в час, или 
мощность, потребляемая холодильни- 
ком от сети, равна = 12 вт. 

Конечно, у обычных тепловых ма- 
шин к. п. д. значительно ниже, и, 
следовательно, холодильник потреб- 
ляет от сети большую мощность, 
чем получилось у нас. Это связано 
с тем, что в холодильных машинах, 
как н втенловых, всегда происходят 
необратимые процессы. 


то А= 





Ф!6. Автомобиль веса р, обе оси у кс- 
торого ведущие, трогается ‹ места. Двигатель 
звтомобиля работает < постоянной мощностью 
\№, коэффициент трения скольжения колес 
о дорогу равен К. Найдите зависимость ско- 
рости автомобиля от времени и нарисуйте 
график этой зависимости. Сопротивлением 
воздуха и треннем в механизмах пренебречь. 


Решение. В начале движения 
автомобиля его скорость мала и коле- 
са проскальзывают относительно до- 
роги. Это связано с тем, что мощ- 
ность, развнваемая двигателем, пос- 
тоянна. Так как мощность иропор- 
циональна скоростн вращения колес 
и моменту приложенных к ним сил, 
а скорость вращения колес мала, то 
момент сил, приложенных к колесу 
от двигателя, больше момента силы 
трения колеса о дорогу. Поэтому 
колеса автомобиля проскальзывают, 
и часть мощности двигателя расхо- 
дуется на работу против сил трення. 
Сила тяги, сообщающая автомобилю 
ускорение, равна в это время максн- 
мально возможной снле трения Ёр. 


Ер Ев 





Ускорение автомобиля а == 


& 
а скорость У=а!= АВЕ. Но это верно 
лишь до тех пор, пока есть проскаль- 
зывание. После того как оно прек- 
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ратится, вся мощность двигателя бу- 
дет идти на разгон автомобиля. При 
этом будет выполняться соотношение 


Ет-о = 1, (1) 


гле Р; — сила тяги. (Конечно, сила 
тяги — это всегда сила трения колес 
о дорогу — единственная внешняя 
сила, приложенная к автомобилю, но в 
том случае, когда нет проскальзыва- 
ния, сила трения уже не равна ве- 
личине Ар.) 

Так как в тот момент, когда пре- 
кращается проскальзывание, ЁР.= р, 
ив то же время уже верна формула (1), 
то скорость автомобиля, при которой 
прекратится проскальзывание колес 


№ 
относительно дороги, равна и, = ——. 





Кр 
Этой скорости автомобиль достигнет 
ый № 
через время == о В. 
р ремя & а Е После 


начала движения. 
№ 
Итак, при < нор” = КГ, то 


есть скорость автомобиля пропорцио- 
нальна времени движения. 

Так как при #2>Ё вся мощность 
двигателя расходуется на разгон ав- 
томобиля, то изменение кинетической 
энергии автомобиля равно работе, 
совершенной двигателем: 

1? тот 


2 2 





=и.(—&). 0) 


Подставив сюда выражения для 9; н 
1, получим 





я 
Скорость автомобиля неограниченно 
возрастает со временем. График за- 
висимости 5(1) показан на рисунке 16. 

А как же обычные автомобили? 
Ведь они не могут набрать слишком 
большую скорость. Чего же мы не 
учли? Во-первых, мощность двига- 
теля обычного автомобиля не постоян- 
на, и поэтому в начале движения, ког- 
да мощность, развиваемая двигателем, 
не слишком велика, колеса не прос- 
кальзывают. Во-вторых, мы не учли 
силы сонротивления воздуха, кото- 
рая может быть довольно большой 


Рис. 16. 
при больших скоростях движения 
автомобиля, не учли потерь мощ- 
ности в механизмах и трения качения 
колес о дорогу. Подумайте, как учет 
этих факторов изменит уравнения 
(1) и {2). 


Ф!7. Между пластинками накоротко замк- 
нутого плоского конденсатора поместили пла. 
стину, имеющую зарял 9. Пластину перемеща- 
ют параллельно самой себе на расстояние х 
(рис. 17). Какой заряд проходит при этом по 
внешней цепи конденсатора, если расстояние 
между его пластивами равно 4? 


Решение. Для решения зада- 
чин нам необходимо знать, какое поле 
создает большая однородно заряжен- 
ная пластина (болыная по сравне- 
нию с расстоянием от пластины до 
точки, поле в которой нас инте- 
ресует). Будем исходить из того, что, 
как мы знаем, электрическое иоле 


[^ 
в плоском конденсаторе равно ты 
0 9 
Ё=——=— где — емкость кон- 
= =в$, ИД С — емкос 


денсатора, и — разность потенциалов 
между его пластинами, @ — заряд 
конденсатора, $ — площадь пластин, 
Я — расстояние между пластинами 
и &› — электрическая постоянная. Но 
поле в конденсаторе равно сумме 
полей, создаваемых его пластинами. 
Это означает, что каждая из пластин 
конденсатора создает ноле, равное 

| 


а Такое пол@ должна созда- 
05 
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> 
х 


ты м т о с ть в сы авы мы 


еб. 


Рис. 17. 


вать и просто одна большая равно- 
мерно заряженная пластина. 
Таким образом, мы нашян, что 
средвяя подвижная пластина создает 
поле > 25. Но поле системы зарядов 
равно сумме подей, создаваемых каж- 
дым из зарядов в отдельности. Поэто- 
му ноле между обкладками равно сум- 
ме полей, создаваемых обкладками 
н перемещаемой пластиной. Будем 
считать, что суммарный заряд нако- 
ротко замкнутых пластин равен ну- 
лю *}. Тогда, если заряд одной из 
обкладок равен (@, то заряд второй 
обкладки равен минус О, и поле, 
создаваемое этими пластинами, точно 
такое же, как ноле в конденсаторе 


с зарядом @ Ё- 5. С одной сто- 
роны от пластины поля обкладок н 
подвижной пластины направлены в 
одну сторону, с другой — в проти- 
воположную. Поэтому слева от плас- 
тины (рис. 18) (для определенности 
мы считаем, что 920} поле ЕЁ, = 





РЕ 429 : 
2 #5 1$ а 05 ‚ а спра 
ва от нее поле 
И И Я ыы 
22 2 29° 2.5 


*) Нетрудко обобщить задачу на случай, 
когда суммарный заряд обкладок коиденса- 
тора не равеи нулю. Ответ в этом случае 
остастся прежним. 
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Рис. 18. 


Работа, необходимая для того, 
чтобы перенести единичный положи- 
тельный заряд от одной обкладки 
нашего конденсатора к другой, равна 
А-=Е.а.--Е.4.. Но ведь конденса- 
тор накорогко замкнут, и разность 
потенциалов между обкладками равна 
нулю. а Е. а. + Е. 4.=0. 

о 
Или п а- а (9—а,) = 
— 0. Упростив это уравнение, полу- 
чим 

9 (а — а, + д4, = 0. (1) 

Когда средняя пластина перед- 
вннется на расстояние х, по проводу, 
соединяющему обкладки, пройдет за- 
ряд А 0, нзаряды обкладок будут рав- 
ны ОАО н —0О_ ЛО. Так каки в 
этом случае разность потенциалов 
между обкладками равна нулю, то, 
рассуждая так же, как в первом слу- 
чае, получим уравнение 
9 2®0-— 49) 

2$ 


2(0 — А0) — 
Ча -а,-ю-0 








(ах - 


ВЛиИ 


(9 — 20) 9—4 —х + 


аа +» =0. (2), 


Вычитая из уравнения (2) уравнение 
(1), найдем, что А9-9-т. 
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Ошибка историков] 


Есть старая шутка. Если 
ходить вокруг Северного 
полюса с запада на восток, 
то, пересекая линию дат”) 
надо каждый раз сбрасы- 
вать день. Если обойти по- 
люс раз 10, то можно вер- 
нуться назад на 10 дней. Чем 
не машина времени? 

Ошибку в рассуждениях 
найти нетрудно. Мы забы- 
ли, что при переходе грани- 
цы часовых поясов надо 
прибавлять каждый раз по 
одному часу. Поэтому, сбра- 
сывая сутки, мы просто 
компенсируем поправки, ко- 
торые сами вносили. Зна- 
чит, если не обращать вни- 
мания ни на часовые пояса, 
ни на линию дат, то с ча- 
сами и календарем будет 
все в порядке. 

Тогда возникает новый 
вопрос. При Магеллане не 
было ни часовых поясов, ни 
линий дат. Почему же исто- 
рики утверждают, что экс- 
педиция Магеллана «поте- 
ряла день», закончив кру- 
госветкое путешествие (с 
востока на запад}? Не ка- 
жется ли вам, что историкн 
ошиблись? 


Задача — шутка 


Недавно я был в гостях 
у моего учителя. Он заметил: 
в год когда ты родился (обо- 
значим его через х) мне бы- 
ло 2 УХ лет. По какому по- 
воду я был у него в гостях 





*) Условная линия, про- 
веденная в основном по ма- 
ридиану 180” долготы, ии- 
где не проходящая по су- 
ше. К востоку от нее кален- 
дарное чнсло на 1 день 
меньше, чем к западу. 


позабыли 





ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 





РЕШАЯ НЕРАВЕНСТВО 
С ПАРАМЕТРОМ... 


1. ТЩАТЕЛЬНО ИССЛЕДУЙТЕ ВСЕ 
СЛУЧАИ 
Пусть надо решить относительно 
х следующее линейное неравенство: 
Зах !- 4 х За—5 
За +9 Зарз 1—9. 


Казалось бы, что может быть 
проще? Следуя известному школь- 
ному правилу, соберем все члены, 
содержащие х, в левой части нера- 
венства, а свободные члены — в пра- 
вой: 

Зах х 4—5, 4 

2+9 @+3 3-51 а 9, 


и упростим полученное неравенство: 


а— 1 а? — | 


аз“ Ч и-5' (1) 


Теперь осталось «всего лишь» разде- 
лить обе части неравенства на коэф- 
фнциент при неизвестном. 

Но именно на этом шаге — при де- 
лении обеих частей неравенства (1) 
на коэффициент при неизвестном — 
нужно быть предельно осторожным, 
нбо в неравенстве содержится пара- 
метр. 

Неравенство с параметром — это 
по существу множество неравенств, 
каждое из которых получается из 
заданного при конкретном значении 
параметра. Представьте себе, — что 
приятель предложил вам решить 
неравенство с параметром, а сам за- 
думал конкретное числовое значение 
параметра. Вы не знаете задуманного 
значения, и ваша задача — не дать 
застигнуть себя врасплох, тщательно 
исследовать все случаи, которые мо- 
гут представиться. После того как 
вы решили неравенство, и приятель 
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объявил вам задуманное им значение 
параметра, вы должны найтн в своем 
ответе случай, относящийся именно 
к этому значению. 

Вернемся к нашему примеру. Мо- 


тут представиться 4 случая: 


1) одна или обе части неравенства 
не имеют смысла; 

2) коэффициент при неизвестном 
равен нулю; 

3) коэффициент при неизвестном 
положитёлен; 

4) коэффициент при неизвестном 
отрнцателен. 

Первый случай возникнет при а= 
=-3. При этих значениях парамет- 
ра, разумеется, неравенство (1) не 
нмеет решений. 

Второй случай возникнет при а=1. 
При этом значении параметра не- 
равенство (1) принимает вид 0-х 0 и 
решений, очевидно, не имеет. 

Третий случай возникнет при 
а<—З или при а>>, аэ3. Разделив 
обе части неравенства (1) на положи- 


телеьное число получим: 


а— 1 

а+3' 

„а+1 
аз. 

Четвертый случай возникнет при 
—3<а< 1. Разделив обе части не- 
равенства (1) на отрицательное чис- 

а — | . а+1 
ло [3 получим: х > Ра 

Объединяя полученные результа- 
ты, запишем 








Ответ: если а= 1, а=- +3, то ре- 
шений нет; 


еслна< —3, 1<а<3, а> 3, то 


хх а+Т1. 





Рис. 1. 
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если —3<а< 1; то ха. 


Приведенный ответ содержит в 
себе решение неравенства (1) для 
любого значения параметра. Именно 
это и является главной целью при 
решении неравенства с параметром. 

Используя рисунок 1, решите не- 
равенство с05х—>@а и докажите, что 
ответ такой: 

если а5—1, то —©<<х<о; 

если —1<а<, то 

п, 2Ал хот. + 2Ал, 
где т, =—агссоз а, т.=агссоз а; 

если а=1, то х=2ёл; 

если а>, то решений нет. 

(2—0, 1, ...) 


2. НЕ ТОРОЦИТЕСЬ С ВЫВОДАМИ 


Рассмотрим еще один простой при- 


мер. Решим неравенство Их >> а, 
Велик соблазн написать х>>а? и зая- 
внть, что эта запись содержит в себе 
все решения неравенства. Но не сле- 
дует торопиться с выводами, когда 
решается неравенство с параметром: 
ведь а может быть меньше нуля; 
тогда решением неравенства Их >> а 
будет любое неотрицательное значение 
х; если же а-—0, то возведение в 
квадрат обенх частей неравенства 
Их ->а является равносильным преоб- 
разованием, выполнив его, получим 
х`>а*. 

Ответ: если @<0, то х—>0; 

если а-—0, то х>а?. 

А теперь перейдем к рассмотре- 
нию более сложных примеров. 

Пример 1. Решить неравенство 


РВ 
У хх <а-х. (2) 
Решенне. Область допустимых 
значений неизвестного определяется 
неравенством х*--х—>0. Кроме того, 
ясно, что если а—х<0, то неравенст- 
во (2) не имеег решений, поэтому 
ограничимся случаем ах >0. Но 
при выполиении условий 

р хх 0, 

а—х>0 

обе части неравенства (2) можно воз- 


(3) 


вести в квадрат (это не приведет к по- 
явлению посторонних решений). Пос- 
ле возведения в квадрат и приве- 
дения подобных членов получим: 
{1--2а)х<а*. (4) 
Неравенство (4) имеет следующие 
решения: 


1 


если о 

то хх о; 
сли а> — ох ие 
о 


2 


если а<—-, то > Ты. 


Но не следует торопиться с вы- 
водами и считать, что тем самым по- 
лучены решения неравенства (2). Из 
найденных решений неравенства (4) 
нужно отобрать те, которые удовлет- 
воряют условиям (3). Для облегче- 
ння дальнейшей работы решим относи- 
тельно х систему неравенств (3} для 
любого значения а. 

Первое неравенство снстемы (3) 
нмеет решения х=<—1 или х>0. Вто- 
рое неравенство имеет решения х<а. 
Дальнейшие рассуждения зависят от 
того, как расположено число а от- 
носнтельно чисел — Ти 0. 

Разобрав случаи а —1, 
—1<а=<0, а>>0, получим следующие 
решения системы (3): 


а} если а<—1, то ха; 

6) если —1<а= 0, то х— 1; 

в) если а`>0, то х<—1 или 
О=х<а. 


Отберем теперь из найденных вы- 
ше решений неравенства (4) те, ко- 
торые удовлетворяют — полученным 
только что условиям а), 6}, в). Это 
н будут решения исходного неравенст- 
ва (2). 


1 
Прн а = — = неравенству (4) удо- 
влетворяют все действнтельные числа. 


Условие 6) заставляет нас огранн- 

читься значениями х>—1. Итак, 
1 

если а= —-5_, то неравенство (2) 

имеет решения: х<— 1. 
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При а> — ка неравенство (4) име- 


2 
ет решения хи. 


Рассмотрим, в соответствии с ус- 
ловиями 6) и в), два случая: 


1 
—5-<а=< Оиа>0. 
В первом случае нам нужно найти 
все х, удовлетворяющие системе не- 
а 
равенств х—[ и х< р Та- 
кими будут значения х——1. 
Итак, если — -- <а=0, то не- 


равенство (2) имеет решения х=— 1. 
Во втором случае, то есть при 
а>>0, нам нужно взять такие х, ко- 
торые удовлетворяют одной из сис- 
тем неравенств: 
а? 


а? 
рт = 





х=— 1, Оха. 
Первая из этих систем имеет реше- 
ние х=— 1. Чтобы решить вторую сис- 


тему, нужно сравнить между собой 
2 


а 
числа аи 15а‘ Составим разпость 
а? а (а-| 1) г 
Та =. (5) 


Ясно, что прна`>>0 эта разность ноло- 
а? 
жнтельна, следовательно, ту < 4. 


Значит, вторая система имеет следую- 
а? 
щие решения: 0 у. 
Итак, если а`>0, то неравенство 
(2) имеет решения х<— 1; 


2 


а 
а т 


При а< - неравенство (4) 


03 
нмеет решения х >> д. Рассмот- 


рим, в соответствии с условиями 
а) и 6), два случая: 


а=—|и —1<а<—-. 
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В первом случае нам нужно ре- 
шить следующую систему неравенств: 
а? 
х> та, 
х< а. 
Но из равенства (5} следует, что при 
м. справедливо неравенство 


оэтому система не имеет 
ати -. 15а, ПОЭТОМУ 


решений. Таким образом, если а= 
< — 1, то неравенство (2) не имеет 
решений. 

Во втором случае, то есть при 


1 
— | <а<- > нам нужно решить 


следующую о и 
х > Теа | + 1+ 2а' 


х=-—1. 


Сравним числа и —1, для чего 


а? 
1-+ 2а 
составим разность 
(рее 


СТ 2а * 





а? 
1-5 2а — 
При —1<а< — -- эта разность 
а? 
1+ 2а <—1. 


Но тогда последняя система не- 
равенств имеет такие решения: 


у. 


отрицательна, значит, 


а? = 
Е 


Так выглядят решения неравенства 
1 
(2) в случае —1 <а<—- 
Объединяя полученные результа- 
ты, запишем 
Ответ: если а=-—1, 
ний нет; 


если —1<а<--, то 


то реше- 


а? 
а 


} 
если — = = 


если а`> 0, то х=<—1; 


* 


а=0, то х=— 1; 


а? 
а Е. 
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3. БУДЬТЕ ВНИМАТЕЛЬНЫ 


Пример 2. 
ство 


Решить неравен- 


1 | 
> 1. 


Решение. Преобразуем нера- 
венство к виду 
ах —х +1 
м0. (6) 
Разложим числитель на множи- 
тели, найдя предварительно его кор- 
НИ; 


1+ У — 44 . 

п Де 

док, В ИА, 
2а 


Тут надо быть внимательным, чтобы 
не пропустить случай отрицательно- 
го дискриминанта квадратного трех- 
члена. 


Это будет при а> --. Но тог- 


да ах?—х--1>0 при всех х и, 
следовательно, неравенство (6) В этом 
случае имсет решения `х`>0. 


Приа= а х.=хХ,=2, и нера- 
венство (6} можно переписать так: 
— 02 
О, 
4х 


Последнее неравенство нмеет рещения 


0<х<2, х>2. 


Пусть теперь а<+—-. Тогда не- 


равенство (6) преобразуется к виду 
а (х— хи) (х—х.) 
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и мы замечаем, что следует различать 
два случая: а>>0 или @<0 (случай, 
когда а=0 рассмотрим в конце ре- 
шения). 


Если О<а<: + ‚ то неравенство 


(7) принимает внд о, 
откуда х7>х,; б<х<х.. 
Если а<0, то неравенство (7) 
принимает вид 
&— мо —^) 
а 


откуда (учитывая, что при а<0 
х:<0<х,) получаем х<х,; 0<х<х.. 


При а--0 исходное неравенство 
принимает вид 


1 
я 
Решив это неравенство, получим: 
0х1. Объединяя все полученные 


результаты, запишем 
Ответ: если @а<0, то хх 


Ее или Оххх 
ре - 


если а=0, то Е 
если 0<а<-т, то х> 
Те, нли 
уг ЕЫ 
24 


1 
если а=-ур, то 0х2, или 


х>2; 
если а> —, тт х>0. 
Пример 3. Решить неравен- 


ство |овии, (х* — 2х а) > — 3. 
Решение. Данное неравенство 
равносильно системе неравенств 


я — 2х + а> 0, 
— 2х +а_ 8. 
Переп ишем снстему следующим обра- 


зом: 

ие 

ТВ 1) < 9—а. 
Обозначим х—1 через у и перепишем 
полученную систему в виде цепочки 
неравенств: 

1—2 <9—а. 
Если мы сейчас будем вниматель- 
ными, то заметим, что при а—>9 
эта цепочка не имеет решений, а при 
а>>1 неравенство #2>1—а выполня- 
егся при всех у, поэтому решениями 
цепочки в случае 1<а<9 будут реше- 
ния неравенства у2<9—а, то есть 


—И9—а<у<у9-а. 
Если, наконец, а=1, то, решив 


цепочку, получим 
—У9Э—а<у<-—И!-а; 


У!1-а<у<У9-а. 


Куататесетв.ги 


Ответ: если а= 1, то 
1—ИУ9—ахи- И! Ша, 

нли Г-УИТ-а<х< 1+9 а: 
если 1<а<9, то 
1—-ИУ9—а<«х<1+И9—а; 
если @-—>9, то решений нет. 
Пример 4. Решить неравенство 


<а (>09. @® 


(физфак МГТУ, 1966 г.) 
Решение. Замечаем прежде все- 
го, что неравенству удовлетворяют 


все х, при которых с0$ х >0 (тогда 
1 


05 х 
Будем теперь искать решения сре- 
ди тех х, для которых со$ х< 0. 
В этом случае неравенство (8) при- 
ннмает вид 





с0$ Хх — 
©0$ 


212 с0$ Х). 


с0$х — асо$ х — 120, 


Иа 4 
откуда получаем с05 х > а 


и 21 д 
ИЛИ Е Поскольку 


мы рассматриваем случай с05 х<0, 


2 
‘то неравенство с0зх > 9+ И +4 


2 
мы отбросим. 


Итак, с0$ х => Е От наше- 


го внимания не должен ускользнуть 

тот факт, что при некоторых зна- 
итд 

а— }ра?--4 
2 


чениях а число может 


оказаткя меныше —1 (ведь в этом 
случае последнее неравенство не будет 
иметь решений). Поэтому нам еще 


— У +4 
предстоит сравнить числа “ ати +* 


и —!. Легко показать, что 
аи 
Е > —1[ (проверьте это!). 





Ответ: — 5 4-21 <х< + 
-- 2х, или атссов а ИИ + 
2х9 
— агссо$ Е. +2Ел 
(Е =0, +1, +2, ...) 
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ха= 1+2 а 





Рис. 2. 


4. НЕ ЗАБЫВАЙТЕ О ГРАФИЧЕС- 
КОМ МЕТОДЕ 


Пример 5. Решить неравенство 
2Их+а>х+ 1. (9) 


Решение. ОДЗ определяется 
неравенством х--а->0. Соответственно 
на рисунке 2 синим цветом закраше- 
на полуплоскость под прямой х{а=0 
(область, в которой решений заведо- 
мо быть не может). Знак правой час- 
ти неравенства (9) неизвестен, воз- 
водить обе части неравенства в квад- 
рат нельзя. Рассмотрим два случая: 

1. х{+ 10 или х<—| — нера- 
венство (9) выполнено автоматически. 
На рисунке 2— соответствующая часть 
ОДЗ закрашена в оранжевый цвет и 
обозначена [. 

2. х+ 1-0 илн х>—1. В этом 
случае можно. возвести обе части 
неравенства (9) в квадрат. Полу- 
чим 4 (ха) > х?-+- 2х + 1, откудаа > 


№». - (х— 1). На рисунке 2 парабола 
1 2 
= =. (х— 1)" проведена пунктиром 


И только при х—>— 1 (в соответ- 
ствии с условием случая 2). Область, 
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где а> (и 1)? на рисунке 2 ок- 


рашена тоже в оранжевый цвет, но 
обозначена 1]. 

Таким образом, область; окрашен- 
ная оранжевым на рисунке 2, дает 
множество пар (х; а), удовлетворяю- 
щих неравенству (9). Чтобы получить 
решение неравенства (9) при опре- 
деленном значении а, проведем через 
соответствующую точку на оси Оа 
прямую, параллельную оси Ох. Абс- 
циссы точек отрезка этой прямой, 
заключенного в «оранжевой области», 
и будут решениями неравенства (9) 
прн выбранном значенни параметра. 
Для записи ответа нам нужно пере- 
писать уравнения линии, ограничн- 
вающих «оранжевую область» следую- 
щим образом: х=—а; х=1-—2Иа 
(уравнение ветви параболы на от- 
резке —1=<х=1); х=1+ 2Т]а (урав- 
нение ветви параболы при х—>1. 
Уравнения х=1—-2Уа и х=1!+ 
+ 2У аполучены из уравнения а == 

1 
= чт 1). 

Ответ: если а<0, то рещений 
нет; 


если 0<а< 1, то 
оу еже зу а: 
если > 1, т—а=5х<1+2Иа. 
Заметим, что при таком методе 
решения х и а совершенно равно- 
правны, и только для оформления 
ответа пришлось «распределять ро- 
ли» между ними *). 
Пример 6. Решить `неравенст- 
во ы 
ЮЕ (а+2х—х) < 2. (10) 
’2а 


Решение, ОДЗ неравенства оп- 
ределяется следующими условиями: 


а>0, а ее а`> х* — 2х. 


*) Пример 5 взят из книги М. И. Башма- 
кова и 3. И. Боревича «Коикурсные задачи 
по математике» (издательство ЛГУ, 1968 г.). 
В этой книге читатель найдет ряд примеров 
неравенств с параметром, многне из которых 
решены графическим методом. 





Рис. 3. 


Соответственно на рисунке 3 за- 
крашены синим цветом те области и 
проведены пунктиром те линии, все 
точки которых не принадлежат ОДЗ 
и поэтому не могут являться решених- 
ми неравенства (10). 


Если ера то неравенст- 
во (10) преобразуется к виду 
а-- 2х — хз > (У?а )?, откуда 
ак хех. 
Значит, в этом случае неравен- 
ству (10) удовлетворяют те пары 


(х; а), которые служат решениями 
следующей системы: 


а > 0, 
0 
ах хе — 
[а<— + 2х. 
Эти решения заполняют зону [ на 
рнсунке 3. 
Если а> >, то 


(10) преобразуется к виду 


а 2х — (У 2а)?, 


откуда а>—х?-- 9х. 

Значит, в этом случае неравенст- 
ву (10) удовлетворяют те пары (х;а), 
которые служат решениями следую- 


неравенство 


Куап.тссте.ги 


щей системы: 
мг 
ых. 
а=> № — 2х, 
а > — 2х. 


Эти решения заполняют зону И на 
рисунке 3. 


Ответ: если а=0 или ав 


йо 
то решений нет; 


если о<а<--, то 
1—И1Г-а << 1+ИТ-&а 
если -<3а= 1, то 
Ура +у 12а 
Ут а«х<и1+ИТа: 
если а>> 1, то 
1 Игга<х< 14+ Ут а. 


5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 


Решая неравенство с параметром, 
‘цательно исследуйте все случаи, не 
торопитесь с выводами, будьте вни- 
мательны и не забывайте о графиче- 
ском методе. 


Упражнения 


Решить относительно х следующие 
неравенства: 


1. 2х +- З(ах — 8) (= <4{*+-=)- 


—5. 
_2ах + 3_ 
2. 5х — 4а < 4. 
3. |< в 





Ух Их Та. д 
4 х-- ЧЕ х=а (2>0). 
15 зт х — 2а изтх — 224+2`>0. 


У МЕЛ 


у е-ю + уха 
(использовать графический метод). 
8. 105. (х — а > 2 


(использовать графический мстод). 
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иликого 
МАТЕМАТИЗА, 
АКАДЕМИКА 


—= 
у“ 


чз р 


почта 4 О ссср 
обе, Л ьныЕ 


м 
КОЛЛЕКЦИОНЕРА 


Центр отечественной 
науки 


ри: к А-КыЫ < ДИМА 7 
И 


ть вел РАМЕ 


а 


Академия наук — высшее 
научное учреждение стра- 
ны — была учреждена в Пе- 
тербурге указом Петра | 
(1724 г.) и открыга после 
его смерти 12 ноября 1725 г. 
Первыми академиками были 
исключительно иностранцы, 
н среди них такие знамени- 
тые озропейские ученые, 
как мотематики Бернулли 
и Эйлер. Портрет Леонарда 


“Эйлера на фоне здания Ака- 


демии нзук в Ленинграде 
вы видите на марке худож- 
ника А. Завьялова, выпущен- 
ной в 1957 г. к 250-летию 
со дня рождения великого 
математика, 

Первым русским акаде- 
миком стал величайший уче- 
ный, писатель и поэт, сын 
крестьянина Архангельской 
губернии — М. В. Ломоносов 
(1711—1765  гг.). Ему пос- 
вящен ряд советских ма- 
рок. Когда в 1925 г. отмеча- 
лось 200-летие Академии, в 
ознаменование этого собы- 
тия выпустили две марки по 


. рисунку художника Н. Алек- 
‘ сеева с портретом №. В. Ло- 


моносова на фоне здания 
Академии наук в Ленингра- 
де. Одна мз них показана на 
Фотографии. 

В ознаменование 200-ле- 
тия основация Академии в 
1945 г. по ‘рисункам худож- 


ника В. Климашина выпуще-_ 


на серия из двух марок. На 
С Е 
М. В. Ломоносова на фоне 
здания Академии наук в 
Ленинграде, а на другой — 
здание Академии наук в 
в Москве. 


Куат. тесте. 





В 1949 г. снова выпуска- 
ется серия из трех марок по 
рисункам художника В. Кли- 
машина, посвященная памя- 
ти первого русского акаде- 
мика №. В. Ломоносова. На 
двух из них — портрет 
М. В. Ломоносова (по гра- 
вюре М. Шрейера), а не 
третьей — здание кумстка- 
меры в Ленинграде, где ра- 
бэтал великий ученый с 
1747 по 1765 г. 

В 1955 г. празднэвалось 
200-летие Московского уны- 
версытета, носящего имя 
М. В. Ломоносова. В честь 
этой даты выпускаются две 
марки, на одной из которых 
(см. фото}— портрет М. В. 
Ломоносова на фоне старо- 
г› здания умиверситета (ри- 
сунок художника С. Поман- 
ского). В феврале 1956 г. 
появляется специальный 
блок, состоящий из четырех 
марок этого же рисунка. 

В декабре 1956 г. выхэ- 
дит серия марок, посвящен- 
ная выдающимся писателям 
нашей Родины, и мы снова 
видим на одной мз этих ма- 
рэк портрет М. В. Ломоно- 
сова на фоне зданыя кунст- 
камеры. 

Наконец, 8 ноябре 
1961 г.— новая серия из трех 
марок в честь 250-летия со 
дня рождения русского уче- 
нэго-энциклопедиста, поэта, 
преобразователя — русского 
литературного языка №. В, 
Ломоносова. На марке (сто- 
имостью в 4 копейки) па- 
мятник М. В. Ломоносову — 
скульптор Н. В. Томский — 
на фоне высотного здания 
МГУ (рисунок С. Поманско- 
го). 

На марке стоимостью в 
6 копеек — портрет М. В. Ло- 
моносова — по гравюре 
М. Шрейера— и на марке 
стоимостью в 10 копеек — 
портрет М. В. Ломоносова 
на фоне поморского села 
близ Холмогор и кунстка- 
меры (рисунок Е. Комарова). 


Отдел ведет А. В. Алтыкис. 
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Немного © пределах 


1. Для разгона предлагаем разобраться 
в парадоксе Зенона: быстроногий Ахиллес 
не сможет догнать черепаху. Ведь сначала 
он должен достигнуть точки, где она была 
в начальный момент, но за это время чере- 
паха переползет в другую точку. Когда 
Ахиллес достигнет м этой точки, черепаха 
уползет еще дальше м так до бесконечно- 
сти. Где противоречие? 





2. На чугунную плиту с некоторой высоты 
бросили целлуломидный шарик. При каждом 
отскоке кинетическая энергия  шарыка 
уменьшается в четыре раза. 

Наступит ли момент, когда шарик будет 
неподвижно лежать на плите (рис. 1)? 





Рис. 2. 


3. В ящике с двумя отверстиями сидит 
заяц. С одной стороны к ящику крадется 
лиса, а с другой волк. 

Выглянуа в одно из отверстий, заяц за- 
млетил лису и за 1 секунду прыгнул к друго- 
му. Увидев волка, заяц за !/; секунды прыг- 
нул обратно к первому отверстию. От него 
за '/з секунды ко второму, за '/3 секунды к 
первому м так далее. 

Наступит ли момент, когда ззяц будет 
выглядывать сразу из обомх отверстий 
(рые. 2)? 

61 
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К стагье «Метрические 
пространства» 


2. Воспользуйтесь индукцией. 

46) Предположим, что нашлась такая точка 
Р., которая лежит внутри г.-окрестности № 
и вие г\-окрестности М1, то есть р (Р, М,)5 
==. ир(Р, М, >ги. Тогда (мы воспользуем- 
ся аксномой треугольника 3?) 
га + гр (Р. М) Е р (М»ь М) = 

_ РР, Му 
-- откуда "Е и>Га ИЛИ г, — ГГ. 


5. => 1 для расстояния (4) н >= для 


расстояния (5). 

7. Воспользуйтесь тем, что расстояние меж- 
ду любыми двумя точками Из г-окресткости 
не превосходит 2е. 

8. Например, годятся такие функции 
{1-= 1, 2, 3, и 


ро (<) = 


1 . 
п 1 





0 при О=х= 
1 1 
= } пп -+ 0х — при 15; 
1 
1 при =. 


9. Да, может быть. Например, пусть наше 
пространство — отрезок —2=<5х<52 с обыч- 
ным расстоянием. Тогда 3-окрестность точки 
х=? — отрезок — [хх <, а 2-окрестность 
точки х=0 — весь отрезок — 2х2. Ут- 
верждать, что К-окрестность точки А не 
может составлять часть г-окрестности точки А, 
можно только в том случае, если Ю->2/. 

10. Всего существует 2” л-зиачных чисел 
из двух цифр (на первом месте может стоять 
1 илн 2, на втором — в каждом из этих слу- 
чаев — тоже 1 инди 2, и так далее}. Введем на 
множестве этих чисел такое расстояние: 
р (а, Ь) равно количеству разрядов, в которых 
аи В отличаются. Предположим, мы выбрали 
$ слов, попарные расстояния между которымн 
не меньше 3. Тогда 1-окрестности этих слов 
не пересекаются (задача 4, а), каждая из них 
содержит п--1 число. Поэтому $ (п+ == 2”. 

13. г-окрестность точки А в Х с расстоя- 
нием р. содержится внутри #е-окрестиости 
точки А вХ срасстояниемр,. На плоскости 
достаточно рассмотреть точки (0,0) и (х, у) и 
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нем должно быть равно р == 


доказать соответствующие неравенства для 
расстояний (4), (5), {6), а именно: 


И жи «+; НЫ 


=и2 ими; 
Ум =У2 тах {|1|, 9; 
пах {|х|, |9} Уж; 
1%] + М2 тах {|4|, |9}; 
тах { 1х1, |9} = \х] НИ. 


К статье Тдеальный га 3%. 


1. 507\/сек; 404^/сек. 

2. Если максимальная высота, на которую 
поднимается шарик при движении, равна Л, 
то время между его последовательными уда- 


рами о поршень 2 = 2”. При ударе о 


поршень импульс шарика изменяется на вели- 


чину 2ту, где и = У 258 — скорость шарика 
в момент его удара о поршень. Это означает, 
что на поршень за время { действует средняя 


2ти  2т У? 


2 
ре = 
И 

8 


дим, эта сила не зависит от высоты, на которую 
полскакивает шарик. Так как шариков №, то 
все они действуют на поршень с силой Е== 
—А/=М№та. Поэтому давление газа под порш- 


М№те +- Ме 
5 


есть таким, каким было бы давление газа 
под поршнем, если бы шарики лежали на 
поршие ме подпрыгивая. 


— 





зо У» = = 


лы 3,5. 10-7м/сек. 


с сгатье „Решая перзвен- 
ство се параметром...» 
5 
Если а = 9, то — со «х < ©; 
есл т ы ; 
сли а 9’ 10 <дШ—5; 
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если а <, т0х> 0. 


"= 


2. Если а—=1Ю, то х<8; 
16 4. 
если а> 10, 20а “< 5’ 
3 -{ 16а 


4а 
если а < 10, то х< 5; х>5 0— а) 


3- Если а=—$3, то — со<х<оо; 


14 4 
если а > —3, Е З <“ <а 2} 


14 А 
еслн а <—3, = 9 


4. Если а=0 иди а>1. то х—1: 
если а=|, то х>1; 


а? 1: 
если О<а< 1, то хе. 


5. Если 0 <а<2, то 5-0 И <х< 
<А(Е- 1); 


-сли а=2, то -5- (28 4-1) << (+1); 


или х = 4 (46-1); 


велна> 2, то 5 (214+ 0 <х< (+1 


1 2 | 
или Ал —› агсйт ая (п -- 


ыы 
— исп -о`) +в (2 =0, 1, .-.). 


6. Если а — У? илиа> У2, то 


а—У20'—2 

2Ел. -|- агсят 10 <х<д— 
а—Р2а:—2 

— агсут 10 -{ 2Ал; 


если — У? <а<-—1, то 2Ел -- 
а— 2—2 
-- агсят 10 <х<л— 


—И2а:—2 


а 
— агсып 10 + 2л 


9+ У2а—2 


или 2Ал | агсят 10 <х<я— 


— 


, 9+ У2а1—2 
— агсут 10 -+ 21; 


если а = —1, то 2 <х< ЕЕ Ил 


( # (— 1)* агсзт о + Ел ) : 


Ка плесгпю. г 


если —1<а< | или 1<а= 2, то 
28п <х< (2Е-- Ил (Е =0, +1 ....). 


7. Если а>0, то 0<х<а; 
если @-—0, то решений нет; 
если а<0, то азх=0. 


8. Если а < 0, то еее. 


если а-=0, то решений нет; 


1 
если О<а=-, оа<х< 
ЕЕ 


1+ УГ—4а 


х<1 
5 < 


1 
если 1 <а<!, та<х<г 


если а->1, то решений нет. 


К задачам «Немного о 
нределах» 


1. Объяснение этого Парадокса хорошю 
известно. Бели, скажем. скорость Ахиллеса 
вдвое больще скорости черепахи и первый от- 
резок путн Ахиллес пробежал за 1 секунду, 
то на второй у него уйдет лишь полсекуклы, 
на третий — четверть секунды и так далее. 
Сумма (геометрической прогрессии) 


1 } 
Е Е Зе 


равна 2, подсчет очень простой: 


1 ь : 1 
‚= 9= =, $=т=т=2. 
2 


Через две секунды Ахиллес догонит черепаху. 

2. Рассуждаем так же, как н в предыду- 
щем примере. По формуле { == } = время 
подъема и Падения уменышается вдвое после 
каждого отскока. Если первое падение заняло 
секунду, то через 3 секунды шарик будет 
лежать на плите неподвижно. 

3. Аналогичное рассуждение приводит нас 
к выводу, что через 2 секунды заяц будет виден 
сразу в обоих отверстиях. Единственное воз- 
можное возражение таково: а определили ли 
мы поведение зайца (как функцию от време- 
ни) в каждый моментР Первые две се- 
кунды заяц, действительно, будет прыгать, 
а потом? 

Физики решают этот вопрос совсем просто: 
прыгать со скоростью, превышающей скорость 
света, заяц не может, указанный процесс 
невозможен. 
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Продолжается подписка на журнал «Квант» на 1971 год. 

«Квант» — научно-популярный  физико-математический журнал Ака- 
демии наук СССР и Академии педагогических наук СССР. Он расёчитан 
в первую очередь на школьников 8—10 классов. Однако он будет ин- 
тересен м учителям, особенно тем, которые ведут кружки или фэкуль- 
тативные зёнятия по физике и математике, а также всем любителям 
физики и математики. . 

Основное содержание журнала— это «физико-математическая шко- 
ла», т.е, ‚материалы, помогающие лучше знать физику и математику, 
научиться применять эти`науки для объяснения различных явлений и про- 
ео, с которыми мы сталкиваемся на практике, научиться решать 
задачи , ы 

В журнале читатель найдет много задач. Среди них задачи, предла- 
гавшиеся на вступительных экэаменах в различные вузы, задачи, пред- 
лагавшився на олимпиадах, м п © интересные зёдачи. 


Заметки с описанием физических. приборов и опытов помогут чита“ 


телю поставить и провести физический эксперимент. | 
Журнал публикует на своих страницах‚статьи обзорного характера, 
рассказывающие о достижениях науки и проблемах, которые еще ждут 
своего решения, рассказы об ученых, о том, как «делаётся наука», как 
появляются научные открытия. и 
Журнал постоянно сообщает научные новости, помещает рецензии 
на книги — уже вышедшие и еще только готовящиеся к изданию. 

” Основные авторы журнала — известные советские и иностранные уче- 
ные, молодые научные работники и педагоги. ЖурИал предоставляет 
свои страницы и школьникам для описания приборов и опытов, объясни- 
ния интересных вопросов и задач. 

Многие материалы рассчитаны на серьезную работу с карандашом 
в руках. 

Цена номера 30 копеек. Стоимость Годовой подписки 3 рубля 60 ко- 
пеек. Индекс 70465, 


« 





Отвег на кроссворд, опубликованный в №9 


По горизонтали: По вертикали: 


5. Абсцисса. 7. Алгоритм. 11. Весы. 1. Диск. 2. Эфир. 3. Число. 4. Покой. 
12. Алэксандров. 13. Скат. 16. Ампер. 5. Ансамбль. 6. Секрет. 8. Ледник. 
17. Течение. 18. Лоция. 21. Лаплас. 22. Тип. 9. Максимум. 10. Качение. 14. Темпера- 
23. Ландау. 26. Кратное. 27. Медиана. тура. 15. Конденсатор. 19. Маязник. 


31. Датчик. 32. Газ. 33. Лекало. 36. Наири. 
37. Архимед. 38. Сопло, 41. Удар. 42. Ото- 
бражение. 43. Звук .46. Авогадро. 47. Ко- 
перник. 
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20. Галылей. 24. Тор. 25. Век. 28. Адиабаас. 
29. Радикал. — 30. Поплавок. 34. Прибор. 
35. Дерево. 39. Атлас. 40. Билет. 44. Борн. 
45. Анод. 























И : 0 ® 
Ш. . М. 





39 
По гори- 
зонтёлн: 
2. Союз, соеди- 
няющий два ныска- 
зывания. 

5$. Химыческий элемент, 
название которого пзрево- 
дитеЯ словом «скрытый». 
8. Самая яркая звезда на 
земном небосклоне. 

9. Числовой илы буквекный указатель. 
43. Изучение явления в управляемых 
усповмях. 

453. Теплообменный аппарат. 

46. Сокращенное мазванме радиопокатора. 
. Погическый символ. 
21. Тело с одной закрепленной точкой. 
Учащийся вуза или техныкума. 
Упрощенный образ. 

Известными голландскими толопог. 
Защитный спой. 
Частным случаи. 

. Элементарная частица. 

. Изображение. 
. Элемент радиопередающего устройст- 
. Часть хатушкл. 

36. Зюмук высокой частоты. 

37. Совокупность утверждений, принимае- 
мых без доказательства. 
42. Математик, — основоположник 
множеств. 

83. Логическое противоречие. 

45. Основная характзристика звезды. 
46. Единица количества информации. 

По вертикали: 
1. Детапь паровой машины. 


теорми 


9/9 Ю 


> С ИОВ › 


@Фооеое 
‚ НИШЕ › 
1 Ч 


[27 | 
Я М ПП 9:00 
Я О О | 

. ПРЕЕИ 






® 
® 
° М 


| ! 
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3. Начальная 
предпосылка. 
4. Многочлен: 
6. Исследователь 
Тунгусского метеорлта. 
7. Известный немецкий 

математик м педагог 

ХХ —ХХ столетий. 
10. Многогранный угол. 
11. Физическое явленме, сопро- 
вождающее движение тел. 

12. Характеристика окружности. 
13. Наука, которую необходимо знать 

рэдиоинженеру. 

44. Луч, отсекающий от угла третью часть. 
17. Вид двыжения. 
18. Каркас колебательного контурз. 
19. Правильное распопсжение атомов ипи 
молекул в кристалле. 
20. Представитель населения  противопо- 
ложном стороны земного шара у древних. 
23. Способ зашифровкы. 
24. Физическая характермстмка тела. 
29. Ядро атома водорода. 
30. Контакт. 
31. Значение логического высказывания, 
38. Традиция. 
39. Линия на географической карте, пока- 


зывающая места равного атмосферного 
девления. 

40. Беспорядочное движенме — молекул. 
41. Автор кныги, вышедшей в 1824 году 


под названмем «Размышления о денжущея 
сипе огня и о машинах, способных разви- 
вать эту снлу». 

44. Учение, обобщение практики. 
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Электростатика на языке 


СИЛОВЫХ ЛИНИИ 


Обычно электростатику изучают 
так: записывают закон Кулона для 
силы взаимодействия двух точечных 


зарядов 4; и 49»: Е = 9 (г — рас- 


стояние между зарядами) — и затем 
с помощью иногда простых, а иногда 
сложных математических расчетов по- 
лучают всевозможные следствия это- 
го закона, считая, что заряд любого 
тела можно представить как сово- 
купность распределенных нужным об- 
разом точечных зарядов. 

Но часто точный математический 
анализ электрического поля и распре- 
деления зарядов оказывается слиш- 
ком сложным.Тогда на помощь прн- 
ходят простые соображения — сим- 
метрия и картины силовых линий по- 
ля. Конечно, они не могут дать 
столь же полного представления, как 
математические расчеты,. зато на- 
глядны и помогают «увидеть» и пред- 
сказать, какие особенности будет 
иметь электрическое поле и как будут 
взанмодействовать заряды. 


Что такое силовые линии поля 


Возьмем точечный заряд д. Этот за- 
ряд создает в окружающем простран- 
стве электрическое поле, которое пол- 
ностью определено, если в каждой 
точке пространства задана напряжен- 
ность поля”— сила, которая действо- 
вала бы на точечный единичный по- 
ложительный заряд, если бы его 
поместили в эту точку. Для того что- 
бы наглядно представить электри- 
ческое поле во всем пространстве, 
можно попробовать изображать его 
множеством векторов, нарисованных 
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Куапетссте.ги 


Л.Г. Асламазов 


в различных точках пространства 
так, чтобы каждый из них показывал 
напряженность поля (ее величину 
и направление) в той точке, из кото- 
рой он выходит. Однако сразу ста- 
новится очевидным, что такой способ 
изображения поля неудачен: отдель- 
ные стрелки, накладываясь друг на 
друга; создадут запутанную картн- 
ну, разобраться в которой будет 
невозможно. 

Фарадей предложил изображать 
поле силовыми линиями. Это линии, 
направление которых в каждой точке 
совпгдает с направлением напряжен- 
ности поля в этой точке. Для точеч- 
ного заряда нарисовать силовые ли- 
нии совсем просто. Это прямые (лу- 
чи), проходящие через точку, в ко- 
торой находится заряд. Если заряд 
псложительный, то силовые линии на- 





Рне. 1. 


правлены от заряда (рис. 1); силовые 
линии поля, созданного отрицатель- 
ным зарядом (в дальнейшем для крат- 
кости мы будем говорить «поле заря- 
да»), идут к заряду. 


Попробуем нарисовать картину сн- 
ловых линий поля в более сложном 
случае — для двух одинаковых по 
величине точечных зарядов — поло- 
жительного и отрицательного (эту 
пару зарядов называют «диполем»). 
Вспомним принцил суперпозиции: 
напряженность поля системы заря- 
дов равна сумме напряженностей по- 
лей, создаваемых отдельными заря- 
дами (рис. 2). Нельзя ли получить 
картину силовых линий поля дипо- 
яя, сложив картины силовых линий 
полей отдельных зарядов или, точнее, 
наложив их одну на другую? К св- 
жалению, нет. В этом случае силовые 
линии поля должны были бы пересе- 
каться. Это, очевидно, невозможно, 
так как в точке пересечения силовых 
линий напряженность поля имела бы 
два значения! Значит, простым на- 
ложением картин силовых линий по- 
лей точечных зарядов нельзя нари- 
совать картин силовых линий поля 
системы зарядов. 


Качественную картину силовых 
линий можно получить, поместив в 
электрическое поле взвесь твердых 
частичек в жидком изоляторе. В 
электрическом поле на концах части- 
чек наводятся одинаковые разноимен- 
ные заряды. Благодаря этому они 
орнентируются вдоль силовых линий 
поля. Для поля диполя получается 


картинка, показанная на рисунке 3, а. . 


Силовые линии идут от положитель- 
ного заряда-к отрицательному (рис. 
3, 6). Если взять два одинаковых од- 
ноименных заряда, то картина сило- 
вых линий будет такой, как показан- 
ная на рисунках 4, аи 4,6. 


Такие же картины получаются, 
если аккуратно найти векторы на- 
пряженности электрического поля в 
различных точках и по ним уже 
строить силовые линии поля (рис. 2). 


1* 





Рис. 2. 


Рис. З, а. 


Рис, 3, б. 
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Рассматривая рисунки Зи4, можно 
заметить, что при разноименных заря- 
дах силовые линии как бы связывают 
заряды между собой, а в случае 
одноименных зарядов силовые линии 
как бы расталкиваются. Если при- 
писать силовым линиям свойства со- 
кращаться вдоль своей длины и рас- 
талкиваться в поперечном наррав- 
лении, то мы могли бы сказать, что ` 
силовые линии, связывающие раз- 
ноименные заряды, притягивают их 
друг к другу, а силовые линии раз- 
ноименных зарядов, расталкиваясь, 
отталкивают и сами заряды друг от 
друга. Конечно, нельзя считать, что 
силовые линни поля существуют ре- 
Рис. 4, а. ально, но при таком толковании часто 

один лишь взгляд на картину поля 
позволяет предсказать результат 
взаимодействия зарядов. Эти же 
«свойства» силовых линий, как не- 
трудно сообразить, могли бы нам 
помочь нарисовать правильную кар- 
тину силовых линий. 





Теорема Гаусса 


Итак, картина силовых линий по- 
казывает направленне вектора на- 
пряженности поля в каждой точке. 
Но это еще не все. Оказывается, 
этн картины могут говорить и о боль- 

Рис. 4, 6. шем —о величине напряженности 
поля. 

Возьмем точечный положительный 
заряд 4. Выделим конус с вершиной 
в точке, в которой находится заряд, и 
проследим за силовыми линиями, про- 
ходящими через площадку с площадью 
$5., находящуюся на расстоянии г, 
от заряда (рис. 5). На расстоянии г» 
эти же силовые линии будут проходить 
церез площадку с большей площадью 
$.. Отношение диаметров площадок 
равно отношению -*, поэтому с ( и | 

т $1 ма: 
Но это означает, что плотность сило- 
вых линий п=-х (число силовых 
линий, проходящих через площадку 
Рис. 5. единичной площади} обратно пропор- 





цнональна квадрату расстояния до 


2 
п го 1 

заряда. Так как —- == —=, тт ж-, 
по ;2 Р 

Точно так же меняется напряжен“ 


ность поля точечного заряда: Е=-%. 


Таким образом, плотность силовых 
линий пропорциональна напряжен- 
ности поля: п> Е. Нужно только, 
чтобы силовые линии нигде не преры- 
вались. Для точечного положитель- 
ного заряда силовые линии должны 
начинаться на заряде и уходить на 
бесконечность. В случае отрицатель- 
ного заряда силовые линии должны 
идти из бесконечности и заканчи- 
ваться на заряде. 

Оказывается, что всегда можно 
нарисовать картину силовых линий 
так, чтобы их плотность была про- 
порциональна напряженности поля. 
Для этого силовые линии должны 
всегда начинаться на положитель- 
ных зарядах и заканчиваться на от- 
рицательных (или уходить на бес- 
конечность), причем, число силовых 
линий, выходящих из заряда или 
идущих к нему, должно быть про- 
порцнонально величине этого заряда. 

Проведем мысленно сферу с цент- 
ром в точке, в которой находится 
заряд. Если условиться считать, что 
из каждого положительного заряда 
выходит (а на каждом отрицатель- 
ном заряде оканчивается) 4л4 си- 
ловых линий, то их плотность на сфе- 
рической поверхности будет равна 
4149 | 
Чит > та, 
напряженности поля. Полное же 
число силовых линий, пересекающих 
поверхность сферы, не зависит от ее 
радиуса и равно 4л4д. Ясно, что 
таким же будет число силовых линий, 
выходящих из любой замкнутой по- 
верхности, внутри которой находится 
заряд (или входящих в нее), какую бы 
форму ни имела эта поверхность. 

Это утверждение называется тео- 
ремой Гаусса. Она справедлива, 
конечно, и для любого распределения 
зарядов. Можно показать, что для 
любой системы зарядов чнсло силовых 


то ‚есть будет равна 
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линий, выходящих из замкнутой по- 
верхности произвольной формы, ми- 
нус число силовых линий, входящих 
в нее, равно 450, где @ — суммар- 
ный заряд, который находится в объ- 
еме, ограниченном этой поверхностью. 
Если заряд @ отрицателен, то число 
линий, которые выходят из объема, 
ограниченного поверхностью, мень- 
ше числа силовых линий, входящих в 
него. Если в объеме, ограниченном 
поверхностью, нет зарядов, то из него 
выходнт столько же силовых линий, 
сколько и входит. 


Потенциал и эквилотенциальные 
поверхности 


Прежде чем приступить к реали- 
зации наших знаний — решению кон- 
кретных задач, вспомним еще об од- 
ной характеристике поля — потен- 
циале. Дело в том, что для него тоже 
можно отыскать геометрическую кар- 
тину, тесно связанную с картиной 
силовых линий. Эта связь часто помо- 
гает рисовать и анализировать кар- 
тину силовых линий поля. 

Напомним сначала, что такое по- 
тенциал электрического поля. 

Если, передвигая в поле зарял, 
мы вернемся в начальную точку, то 
полная работа, которую мы совершим, 
будет равна нулю. Поэтому работа, 
которая совершается при перенесе- 
нии точечного заряда из одной точки 
поля в другую, не зависит от фор- 
мы пути. Иначе можно было бы вна- 
чале пойти по тому пути, где она мень- 
ше, а возвратиться по тому, где она 
больше. Полная работа не была бы 
равна нулю. Благодаря тому, что ра- 
бота не зависит от формы пути, и мож- 
но ввести понятие потенциала. По- 
тенциал поля в данной точке равен 
работе, которая совершается полем 
прн перенесенин единичного точеч- 
ного положительного заряда из дан- 
ной точки поля в бесконечность. 

Потенциал может быть как поло- 
жительным, так и отрицательным. 
Потенциал поля положительного за- 
ряда положителен, а потенциал поля 
отрицательного заряда отрицателен. 
В первом случае сила, действующая 
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на переносимый заряд со стороны по- 
ля, направлена в ту же сторону, в ко- 
торую движется заряд, а во втором — 
против движения (поле совершает 
отрицательную работу). Потенциал — 
это скаляр, не имеющий направления 
в пространстве. У точечного заряда 4 
на расстоянии г от него потенциал 


равен =. Если надо найти потен- 


циал поля нескольких зарядов, то мы 
должны сложить потенциалы полей, 
создаваемых отдельными зарядами, 
разумеется, с учетом их знаков. Как 
же связан потенциал с картиной 
силовых линий? Проведем поверх- 
ность, потенциал на которой всю- 
ду постоянен. Такие поверхности на- 
зывают эквипотенциальными. Для то- 
чечного заряда  эквипотенциальные 
поверхности — это сферы -с ценгром 
в точке, в которой находится заряд. 
Нетрудно увидеть, что силовые линии 
поля всегда должны быть перпенди- 
кулярны к эквипотенциальным по- 
верхностям. Если бы это было не так, 
то существовала бы составляющая на- 
пряженности поля вдоль эквипотен- 
циальной поверхности, и поэтому при 
перемещении заряда вдоль нее совер- 
шалась бы работа. Потенциал менялся 
бы вдоль поверхности, и она не могла 
бы быть эквипотенциальной. Можно 
увидеть н еще одну важную связь эк- 
випотенциальных поверхностей с сило- 
выми линиями поля. Если взять две 
близкие эквипотенциальные поверх- 
ности, то разность их потенциалов 
равна работе по перенесению точеч- 
ного единичного положительного за- 
ряда с одной поверхности на другую. 
Так как сила, действующая на такой 
заряд, равна напряженности по- 


ля, то Аф=ЕАг, или Е = -% .Это 


означает, что эквипотенциальные по- 
верхности гуще там, где более силь- 
ное поле, и реже там, где поле мень- 
ше: при одинаковой разности потен- 
циалов расстояние Аг между поверх- 
ностями больше там, где меньше голе, 
ни наоборот. 

Вот теперь мы можем перейти к 
решению конкретных задач. 
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Поле равномерно заряженной 
полой сферы 


Мы можем сразу утверждать, что 
в силу симметрии поля силовые линии 
направлены везде по раднусу и густо- 
та силовых линий по всем направле- 
ниям одинакова. Внутри сферы поле, 
очевидно, равно нулю. Иначе силовые 
линии поля внутри сферы были бы 
направлены к центру или от центра 
сферы. Это означало бы, что в центре 
сферы находится точечный заряд. 


Для того чтобы найти электричес- 
кое поле вне сферы, вспомним, что 
напряженность поля равна густоте си- 
ловых линий, если только полное чис- 
ло силовых линий, выходящих из за- 
ряда ©, равно 419. Проведем сферу 
раднуса КЮ с центром в центре заря- 
женной сферы. Число силовых линий, 
пересекающих поверхность проведен- 
ной нами сферы, равно напряжен- 
ности поля, умноженной на пло- 
щадь поверхности сферы: М=Ё.5= 
=Е-4хА?. Согласно теореме Гаусса 





№=4лО, отсюда Е = с. 


Напряженность поля вне сферы 
такая же, как у точечного заряда, рас- 
положенного в центре сферы. Ясно, 
что и потенциал в любой точке поля 
вне сферы будет таким же, как потен- 
циал поля точечного заряда. Потен- 
цнал всех точек, лежащих на поверх-- 


ности сферы, одинаков и равен ы . 
гле г — радиус сферы. Таким же будет 
потенциал любой точки внутри сфе- 
ры: при перемещении заряда в эту 
точку от поверхности сферы мы не 
совершаем работы (внутри сферы на- 
пряженность поля, а следовательно, 
и сила, действующая на заряд, равны 
нулю). Зависимость напряженности 
электрического поля равномерно за- 
ряженной сферы от расстояния до 
центра сферы показана на рисун- 
ке 6, 6. 

Отсутствие поля внутри заряжен- 
ной сферы можно, конечно, показать 
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и непосредственно из закона Кулона. 
Возьмем внутри сферы произвольную 
точку А (рис. 7). Представим себе 
узкий конус, который идет из точки 
А, вырезая на поверхности сферы две 
маленькие сферические площадки Д$ ,. 
и 4$.. Если г. и г» — расстояния от 


2 


А 
точки А до этих участков, то ные — , 
А5> М 
Так как сфера заряжена равномерно, 
то заряды участков пропорциональ- 
9 г 
ны их площадям. Поэтому —* =-—, 
92 го 
а поля, создаваемые в точке А этими 
участками, взаимно уничтожаются: 


91 
Рис. 6,4 фота 7? м 
Ве ЗАТ 


2 
Го 





Таким образом можно разбить на па- 
ры участков всю сферу. Следователь- 
но, поле в точке А равно нулю. 

Представление о снловых лини- 
ях позволило получить этот же ре- 
зультат проще и быстрее. 


2,|> 


Равномерно заряженная плоскость 
0 н плоский конденсатор 


Рассмотрим теперь поле беско- 
нечной (правильнее сказать, очень 
большой) равномерно — заряженной 
плоскости, на единице площадн кото- 

Рис. 6,6. рой находится заряд о. 

Ясно, что’ силовые линни поля, 
создаваемого плоскостью, — перпен- 
дикуляриы к плоскости и их плот- 
ность всюду одинакова (рис. 8): если 
бы силовые линии были наклонены в 
одну сторону, то это означало бы, что 
одно направление вдоль плоскости 
отличается от других; если бы плот- 
ность силовых линий была в разных 
точках вблизи плоскости различна, 
10 это означало бы, что одни точки, 
чего, разумеется, быть не может, 
отличаются чем-то от других. 

Проведем цилиндрическую — по- 
верхность с основаниями, — парал- 
лельпыми плоскости и равными по 
илощадн единице. Силовые линии по- 
ля не пересекают боковой поверх- 
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Рис. 7. 
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ности цилиндра, а число силовых ли- 
ний, проходящих через основания 
цилиндра, согласно теореме Гаусса, 
равно 4л0. Это означает, что в 
каждом направлении (налево от пло- 
скости и направо от нее) проходит 
2л0 силовых линий через единицу 
площади (рис. 8). Таким образом, на- 
пряженность поля равномерно заря- 
женной бесконечной пластины везде 
одинакова, не зависит от расстояния 
до пластины и равна 


Е=2ло. 


Если взять теперь две противопо- 
ложно заряженные плоскости (рис. 9), 
то по обе стороны от конденсатора, об- 
разованного этими плоскостями, поля и 
уничтожают друг друга. Внутри же 
между пластинами поля направлены 
одинаково и, складываясь, дают на- 
пряженность поля | 


Е=4ло. 


Хотя поле у краев конденсатора бу- 
дет искажено, в средней части мы мо- 
жем считать его одинаковым как по 
величине, так и по направлению. 
Такое поле называют однородным. 





Проводник в электрическом поле 


До сих пор мы считали положение 
зарядов заданным, и нам оставалост 
только найти электрическое поле, 
которое создают эти заряды. Задача 
усложняется, когда у нас имеются 
проводники, по которым заряды мо- 
гут свободно перемещаться. Если, на- 








‚О иииень 

пример, поднести к проводнику заряд @ р х 
(рис. 10), то электроны в проводнике и и За за ы\ \ 
начнут двигаться под действием поля [МН ВА 
этого заряда. На поверхности провод- Г] уе > > < > | 
ника будут появляться при этом-2а- И о: ! | 
ряды, поле которых внутри провод- | к хр < ОЗЗАХХ Г 
ника направлено противоположно \ Ху ух / 
внешнему полю. Это будет продол- У < А Е 1, { у 
жаться до тех пор, пока поле внутри < р. 2 и 
проводника не станет равным нулю. < р 

При этом заряды, появившиеся на о 


поверхности проводника, изменят, ко- 
нечно, и поле вне проводника. 
Поле внутри проводника всегда Рис, 10. 


равно нулю. Иначе это поле вызва- 
ло бы движение свободных электро- 
нов, которые находятся в проводни- 
ке. По той же причине у поверхнос- 
ти проводника напряженность поля 
должна быть обязательно направле- 
на нерпендикулярно к поверхности. 
Потенциал всех точек проводника 
одинаков (при перемещении заряда 
внутри проводника не совершается 
никакой работы). В частности, экви- 
потенциальной является — поверх- 
ность проводника. 

Мы можем сделать еще один вывод. 
Если проводник заряжен, то заряды 
расположены только на его поверх- 
ности. В противном случае не будет 
равным нулю поле внутри проводника. 

Для того чтобы представить себе, 
как распределяется заряд по по- 
верхности проводника, рассмотрим 
простой случай — две сферы с радиу- 
сами ги КЮ, соединенные тонким прс- 
водником. Конечно, заряд одной сфе- 
ры сказывается на распределение за- 
ряда по поверхности другой, но так 
как нас интересует сейчас только ка- 
чественный результат, то этим мы 
пренебрежем. Полагая также, что сфе- 
ры находятся далеко другот друга (но 
сравнению с их радиусами), мы можем 
считать, что потенциал большей сфе- 


ры равен я, а меньшей 9 (4 н 
4. — находящиеся на них заряды). 
Записав условие равенства  иотен- 


91 92 ь 
циалов сфер: В. т ‚ мы наидем, что 


заряды на сферах пропорциональны 
их раднусам. Плотность заряда, то 
есть заряд, приходящийся на едини- 
цу площадн поверхности сферы, бу- 
дет больше у меньшей сферы: 


пт г. Так 
как напряженность поля у поверхности 
проводника пропорциональна плотнос- 
ти заряда, то она будет больше вблизн 
меньшей сферы и меньше у большей 
сферы. (С единицы площади поверх- 
ности выходит дл силовых лнний.) 
Аналогично распределяется заряд 
н по поверхности любого проводника: 
плотность заряда, а значит, и на- 


2 Квант № П 


Ку тесту 


пряженность.поля у поверхности нан- 
болышая в тех местах, которые име- 
ют наибольшую кривизну, например, 
у вытянутого конца проводника. 

Это можно увидеть и рисуя эк- 
внпотенциальные поверхности. Вда- 
ли от тела поле такое же, как у то- 
чечного заряда, поэтому эквипотен- 
циальные поверхности — это сферы. 
Вблизи заряженного проводника экви- 
потенциальные поверхности повторяют 
форму тела (рис. 10). По мере уда- 
ления от проводника эквипотенциаль- 
ные поверхности должны трансфор- 
мироваться, приближаясь к сфе- 
рам. Нарнсовав так несколько экви- 
потенциальных поверхностей, нетруд- 
но заметить, что они проходят бли- 
же друг к другу там, где поверхность 
проводника наиболее неровная и вы- 
пуклая. В то же время возле участ- 
ков с вогнутой поверхностью экви- 
потенциальные поверхностн идут ре- 
же. А это и означает, что поле больше 
вблизи сильно искривленных вы- 
пуклых участков и меньше у вогну- 
тых участков. 


Равновесие системы зарядов, 
устойчивость атомов 


Еще совсем недавно, в начале 
нашего века, не было понятно, поче- 
-му устойчив атом. Одна из моделей 
атома была такой: положительный 
заряд атома равномерно распределен 
по шару, в центре которого устой- 
чиво покоятся электроны (модель Том- 
сона). Однако опыты Резерфордла по- 
казали, что положительный заряд 
атома ‹ сконцентрирован в области, 
размеры которой малы по сравнению с 
размером атома. И тогда стало ясно, 
что частицы в атоме не могут нахо- 
диться в состоянии покоя. Для того 
чтобы атом был устойчив, они непре- 
менно должны двигаться. 

В самом деле, мы теперь можем 
легко показать, что неподвижные то- 
чечные заряды не могут сами по себе 
образовывать устойчивые системы. 
Действительно, для того чтобы заряд 
в некоторой точке поля находился в 
устойчивом равновесии, необходимо, 
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чтобы в этой точке на него не дей- 
ствовала сила (напряженность была 
равна нулю) и чтобы при отклонении 
заряда в любую сторону на него дей- 
ствовала сила, возвращающая его в 
ту точку, в которой находился этот 
заряд (векторы напряженности поля 


во всех окрестных точках должны, 


быть направлены в ту точку, в кото- 
рой находится заряд). Но это не- 
возможно, так как для того, чтобы 
поле было таким, в точке, в которой 
находится заряд, должен еше нахо- 
днться заряд противоположного зна- 
ка' Таким образом, ири смещении 
заряда равновесие обязательно нару- 
шится, и заряды либо слипиутся, 
либо разлетятся. 

Представленне о вращающихся 
вокруг ядер электронах было впервые 
введено Резерфордом. И хотя дина- 
мическая модель атома с электрона- 
ми, вращающимися вокруг ядра, 
столкнулась со многимн на первый 
взгляд неразрешимыми трудностями, 
дальнейшее развитие физики пока- 
зало ес правильность. Но это уже 
тема для другого рассказа. 


Задачи 


1. Нарисуйте примерную картину сило- 
вых линий поля двух разноименных н раз- 
личиых по величиие зарядов. 

2. Могут ли силовые линии электростатн- 
ческого поля быть замкнутыми? 

3. Иногда говорят, что силовые линии — 
это траекторин, по которым двигался бы в 
поле положительный заряд, если сго, внеся 
В это поле, предоставить самому себе. Пра- 
вильно ли это утверждение? 

4. Имеются дне концентрические сферы с 
раднусами ЮВ и Ю, и зарядами 941 и 92 
(К,<В»). Как напряженность поля зарядов 
сфер зависит от расстояния до них общего цент- 
ра? 

5. Как напряженность поля однородно 
заряженного шара зависит от расстояния до 
центра шара? 

6. Найдите, как зависит от расстояния 
напряжеиность поля бесконечной равномер- 
но заряженной нити. 

7. Найдите напряженность поля очень 
длинного равномерно заряженного цилипдра. 

8. Покажите, что внутри полого проводни- 
ка поле равно нулю независимо от формы про- 
водиика и полости (экранирование). 
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НАИПРОСТЕЙШИЕ 
ПРОСТЫЕ ЧИСЛА 
53 7331 
317 23 333 
599 23 339 
797 31 193 
2393 31 379 
3793 37 397 
3797 
73 331 2399 333 
373 393 7 393 931 
593 993 7 393 933 
719 333 23 399 339 
739 397 37 337 999 
739 399 59 393 133 
73939 133 


Числа в этой таблице об- 
ладают тем замечательным 
свойством, чт2 после отбра- 
сывания нескольких (но не 
всех) последных знаков они 
опять остаются простыми. 
Например, из числа 3793 
возникают простые числа 
379, 37, 3. Здесь собраны 
асе наипростейшие простые 
числа намбольшей длины. 
Среди них есть две пары 
последовательных нечетных 
чисел. 

Нанпростейших простых 
девятизначных (= более 
длинных) чисел не суще- 
ствует. 


Хотя па этой линейке 
нанесены лишь 4 деления, 
с ее помощью можно изме- 
рить все (целочисленные) рас- 
стояния от 1 до 13 см. 

Какое наименьшее число 
делений надо нанести из 
линейку длиной 9 см, чтобы 
она измеряла все расстояния 
от {1 до 9 см? 

А на 12-сантиметровую 
линейку? 


Куальтествги 


изобретательности, большой практики 


Сокращение Упрощение выражений требует 


А. 


н знания многих приемов. В этой 


статье описан один из них. Он вполне 


а Л Г ебранческих доступен ученикам 7 классов. 
дробей 


Н. Виленкмн 


Начнем с примера. Упростить выражение 





/ 1 —х хх 2 \ | 13-х {у — х-ь ха В 
ре = ИА ВИТ ЗВ (а гв ^ хз |. ( 


Обычно в таких иримерах ищут общие множители знаменателей, сокра- 
щают на все, на что только можно, — словом, всячески облегчают себе ра- 
боту. Ну что же, сразу видно, что во второй скобке общим знаменателем будет 
знаменатель первой дроби. Это мы учтем. А теперь, не мудрствуя лукаво, 
произведем действня в скобках и сократим на Х. После этого получится вы- 
ражение 

Хх — 28 4-х} — 2х3 -|- 241 .1--х— 1] о э-х--1 
— 8 -|- х6 -1- 2% ХЗ — 22 ЗЫ | Ш х-]* 


Произведем и это умножение. Получим 
х8- х? -— За Хх -- хЗ-р 9х? — ] (2) 
х8 — х8— Хх — 346 - Ъ-[ 4х8 -- 4х3 4. хё 9х |° 


Проделав все эти действия, мы представили выражение (1) в виде отношения 
двух многочленов. Ясно, что к такому «стандартному» виду (алгебраическая 
дробь) можно привести любое рациональное выражение, то есть выраженне, 
составленное из букв н чнсел с помощью знаков арифметических действий — 
сложения, вычитания, умножения и деления *). 

Упростить алгебраическую дробь (2) можно, сократив ее числитель и 
знаменатель на нх общий делитель. (Напомним, что многочлен Р (х} назы- 
вается делителем многочлена О (х), если О (х) делится на Р\(х) без 
остатка, то есть Ч (х) =: Р (х) К (Хх, где В (х) — некоторый многочлен.) 
Таким образом, задача свелась к нахожденню наибольшего общего делителя 


(НОД) двух многочленов. Но сначала надо сказать, что это такое, НОД мно- 
гочленов. 





*) Замечание для учителя. При «алгебраическом» подходе, принятом в этой 
статье, мы скотрим на х просто как на букву, символ, и нас ие интересует, какие значения 
можно подставлять вместо х: нам важно только, что над рациональиыми выражениями можно 
совершать арифметические операции по тем же правилам, что и над числами. При этом дробн 

х—1 1 
| Их МЫ не различаем. Еслн встать на другую точку зрения, «функциональную», 


то есть смотреть на рациональные выражения как на записи правил, по которым вычисляют- 
ся зиачения функций, и интересоваться, какне значения переменных можно в них подстав- 


лять, а какне нет, то при каждом сокращении надо следить за областью определения функ- 
цв. 


ыы 
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Определение. Наибольшим общим делителем чисел или много- 
членов называется такой их общий делитель, который делится без остатка 
на любой их общий делитель. 


Мы будем обозначать НОД чисел или многочленов а, 8 так: НОД (а, Б). 
Например, НОД (5, 19) = 5; НОД (^?, Зх—?) = х; НОД (х8—х?, х—1\ 
= Хх. 


Поиски наибольшего общего делителя 


Для чисел известно два способа нахождения НОД. 


Способ 1. Раскладываем оба числа на простые множители и берем 
произведение тех из них, которые встречаются в обоих числах. Например, 


3770 3770 2.5.13-29 
сокращая дробь 9455 можно написать: 


9425 5.5 13.59; 
НОД (3770, 9425) = 5-13-29 = 1885, Р-2. 


Чем плех такой способ? Во-первых, нужно сначала а что любое 
натуральное число можно разложить на простые множители и притом един- 
ственным образом. Во-вторых, для того чтсбы найти это разложение, при- 
дется проделать большую работу, причем в основном напрасную. Ведь мы 
найдем все делители каждого из чнсел, а нам нужен лишь их наиболыний 
общий делитель. 

Как мы увидим дальше, еще хуже будет обстоять дело с многочленами: 
разложение всегда существует, а найти его, вообще говоря, невозможно, — 
разве лишь, если кто-то специально подстроил так, что разложение легко 
находится (как бывает в конкурсных примерах). 

Но можно и не разлагать числа на множителн. 


Способ 2. Алгоритм Евклида. Он основан на следующих леммах. 


Лемма 1. Любое натуральное число д можно разделить с остатком на 
другое натцральное число р, то есть представить 4 в виде 9 = Ер-р.ь, где 
О=р,<р. 


Лемма 2. Если число 4 является НОД чисел р и ру, то это же число а 
являепкя НОД чисел ри (9. 


Заметим, что эга лемма позволиг нам не только найти, но и доказать существова- 
ние НОД двух чисел, потому что она сводит вопрос о существовании и нахожденин 


НОД к мевыним числам. 

Докажите эти леммы самюстоятельно. В лемме | надо разбить числовую 
ось на куски точками 0, р, 2р, Зр, ... и найти, в каком из них лежит точка 4. 
В лемме 2 надо предположить, что число 4 делится на любой общий делитель 
чисел рир,, а также что оба числа р, р, делятся на 4, и доказать, что число 
4 обладает этими же двумя свойствами относительно чисел ри 09. 

Тенерь на примере, рассмотренном в способе 1, изложим собственно ал- 
горитм Евклида — последовательность действий, которзя позволяет найти 


НОД чисел 4 и р. Слева мы пишем последовательность формул в общем виде, 
а справа — для примера. 


Шаг 1. Используя лемму 1, делим д на р. Получаем: 
9 = Вр -рь Ор, < р; 9425 = 2. 9770-1885, 01885 < 3770. 
На основании леммы 2 заключаем, что 

НОД (4, р) = НОД (р, р»; НОД (9425, 3770) = НОД (3770, 1885). 


Шаг 2. Смотрим, равно ли р, нулю. 
Если р, равно нулю, то заканчиваем 
процессе и переходим к шагу 3. 


Если р. не равно нулю, то 188550, поэтому вместо пары 
вместо пары д, р берем пару р, р, 9425, 3770 берем пару 3770, 1885 
ни возвращаемся к шагу 1. и возвращаемся к шагу 1. 

Шаг 1. Используя лемму 1, делим р на р,. Получаем: 
р=Ар, ро, О=р.< ри; 3770 = 2.1885 + 0,0 =0 < 1885. 
На основании леммы 2 заключаем, что 
НОД {р, р) = НОД (рь, р»); НОД (3770, 1885) = НОД (1885, 0); 


р, = Ё,р, -- р» О рз < р» 


Ри? ат Е 0. 

Заметим, что р, образовывают убывающую последовательность, после 
каждого шага | р; уменыхается по крайней мере на 1, так что когда-нибудь 
остаток ри! станет равным нулю, и мы от шага 2 перейдем к шагу 3. В дан- 
ном примере это случилось после двух циклов (то есть двух применений 
шага | и шага 2). 


Шаг 3 (последний). Число ры и есть НОЛ (4, р). В нашем примере 
НОД (9425, 3770) 1885 *). 
Доказательство: НОД (ри, 0) = р„ (проверьте это сами), 
и на основании леммы 2 
НОД (4, р) == НОДфр, рул) = НОД (ры, р.) = ... = НОД{иь, 0) = ры. 
В примере НОД ($9425, 3770) = НОД (3770, 1885) = НОД (1885, 0} = 1885. 
Итак, с числами мы разобрались. 


Вернемся к многочленам 


т. т. е. найти НОД (0 (х), Р(х). 

Способ 1. Разложение на множители каждого из многочленов. Ето 
мы предоставим виртуозам, потому что иикаких общих приемов здесь нет, 
боле? того, их не существует. Дело в том, что, как показывает приведенная 
ниже лемма |’, выделить в многочлене 0 (х) линейный множитель х—а — 
это все равно что найти корень уравнения @ (х) == 0 (проверьте это самостоя- 
тельно) **). Существуют формулы для нахождення (комплексных!) корней 
миогочленов второй, третьей, даже четвертой степени (хотя и очень громозд- 
кие). Но в 1823 году замечательный норвежский математнк Нильс Хенрик 
Абель доказал, что для уравнений пятой степени и выше не существует фор- 
мул, выражающих кории через коэффициенты с помощью четырех арнифмети- 
ческих действий и операции нзвлечения корня. 

Итак, мало того, что мы вынуждены применять комплексные числа, мы 
к тому же оказались в глупом положении. Разложение, может быть, и су- 
шествует, а найти его невозможно. Но, как мы сейчас увидим, можно найти 
НОЛ многочленов (нам ведь только это и нужно), используя лишь действия 
сложения, вычитания, умножения и, возможно, деление чисел. Тогда, если 
многочлены с самого начала имеют целые или рациональные коэффициенты, 
\ии обойдемся лишь рациональными числами. 

Снособ 2. Алгоритм Евклида для многочленов. Заметим, что леммы 
1 и2 верны и для многочленов, точнее, лемму | надо заменить на такую: 

Лемма Г. Многочлен © (х) можно разделить с остатком на многочлен 
Р (5), то есть представить в виде @ (х) == К(х) Р (х--Р, (х), где степень 
мнагочлена Р,(х) меньше степени многочлена Р (х).. 


Нам надо сократить лробь 


*) Описание способа 2 можно рассматривать как введение в программирование, именно 
из таких повторяющихся циклов состоит программа для большой вычислительной машины. 

**) Указание. В лемме Г’ положить Р (х) -= х — а; тогда Ри(х) будет равно значению 
многочлена ((х) при х= а. то есть О(а). 
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В лемме 1 число р, было меньше р по величине, а у многочленов за «раз- 
мер» принимается степень многочлена. Пример деления многочленов с ос- 
татком приведен ниже, с помощью него вы сами докажете эту лемму. 

Пример. Делим многочлен 2 -|-4х' — 253 —х--|] на многочлен 
х21.2х-|-5 уголком. Получается: 


__ 2х8 ++ 4х4 — 2хЗ — х4-} х-- 2х5 
2х5 -1. 4х4  10х3 2х3 — 12х + 24 
— 123 а 
12х3 — 24х2 — 60х 
=. 24х2 -- 59х |- 1 
24х? -|- 48х -- 120 
М 119 


2х5 -:-4х'—2х3—х-|- 1 = (2х — 12х- 24) (х*-|-2х 1-5) {- (Их — 119). Теперь у 
нас есть требуемые леммы и можно действовать по алгоритму Евклида, то есть 
ностроить последовательность делений с остатками (для многочленов!), 
в которых степени многочленов носледовательно уменышаются: 


Р (х) = К, (5) Р, ®-тР. 9, шаются при увеличении г. 
Р, © = К, & Р. ®-+Р: (>, 


О (х) = К @ РЫ-Р, ©, Степени многочленов Р; (х) умень- 


Ра (х)= А (х) Виза - В 
бя (х) р Кт (х) 2 (х). 
При этом НОД (9 (х), Р (х)) = НОД (Р (х), Р. (х)) = ...-= НОД (Ры_, 5, 


Р„ (%)) = НОД (Р„<х, 0) =Р„ (х. Последнее частное Ри, (х) и есть НОД 
нсходных многочленов (проверьте все это). 


Практически эти формулы получаются делением уголком, которое в 
самом первом примере выглядит так: 








х'-— х8.— Хх? — 8 -- хз 4х? -|- 4х3 | х2 — 2х — 18 д? 3х3 -|- ха хЗ- 92. | 
7—8 — 3х6 -|- 46 -- 8-23 —х Е А 
—х! -- 3х -|- 29-х — х--] 
8 — х7 — 3х5 х1.|- ХЗ 28 рр? ЗА 23 хх 
хз — 38—24 — хз Хх о 
— хх’ + 3х8 -|- 23-2 хх — 1 
пож + За -- 23 |. хх | 
0 


Теперь осталось сократить алгебраическую дробь (2) на последний дели- 

тель —х?' 1 314 2%3.|- х?—х— |, то есть разделить числитель и знаменатель 
х—1 

в (2) на полученный НОД. Проделав все это, получим Уф 

Это и есть ответ. 

Если вы читали статью Н. М. Бескина «Цепные дроби» («Квант» № 8), 
то можете заметить, что описанный здесь прием есть в точности сокращение 
многочленов разложением в цепную дробь, проводимое так же, как и для ра- 

Р (<) 


циональных чисел. Мы переписывали дробь -0(»)- следующим об- 
разом: 

О аа РО) ПЕНА НН 

9) КЮ @Р() РЕ ® Ри (<) , 


Ко) + Ры) 


Р(®) _ 1 
Ко (х) + 





Р1 (>) 


К, ©) Р-Р.) 


и так далее. В конце концов 

цепную дробь из многочленов. 
1 

яается так: 


. 1 > 
ХЕ 


Рт (Х) _ й 
Ри (х} Км (х)* 


В рассматриваемом примере это де- 
х— 1 


Хх 


мым. тесгте.ги 





Ко (<) -= ИЕ Зы 


Р 
К (х) -- р, ты 





1 
осталось лини свернуть 


Упражнения. 


Упростить выражения: 


Хх — 3-1 ь 

Ё. (3х? -- Зх — 3) - ы 
х3 -|- аз 

2. раытра . 


а (х?*-+- 2) — 2ах — (х— 1—1 


х-4 : 


-х14-6 





ри — 1) Ил? -{- 30) | 


ЗАМЕЧЕННЫЕ ОПЕЧАТКИ 


В отмеченных ниже местах 
должно стоять следующее: 


«Квант» № 6 


Стр. 6, правая колонка. В рисунке к 
задаче 3 нижняя черточка лишияя; весь 
рисунок перевериут. 

Стр. 21, правая колонка. [ строка сверху: 

(ЕЕхи) [14-97 —(--хР)]х ...; 

7 строка сверху: х“Р+5 ..; = 

2 строка снизу: ат = © а 

Стр. 22, левая колонка, 2 строка сверху: 

Сб = СС 
эта 723 - 4 Зе 

Стр. 30, правая колонка. В решении за- 
дачи 3 ограничение 6-0 лишнее, случай 
Ь<0 надо рассматривать отдельно. 

Стр. 31, левая колонка, 6 строка снизу: 

> 2 (2 а) 
й 12а ы 
3 строка снизу: 
аз (2. а)? 
— ба › 


Стр 4. в задаче 15 система имеет вид: 


х-- Зи =3, 
| ах {- 4у =: 6. 
В задаче 35 система имеет вид: 
ГЗЫ — 5 = — 3, 
| 2 Ни =. 
Стр. 35, в задаче 3 (вариант 2) уравиеине 
таково: 
юз (102.х — 1) =1И5 1984. 
Стр. 52, правая колонка. 3 строка снизу: 
‚.. РЕ 13==17.., 


Стр. 59, правая колонка. В задаче 4, 6) 


ответ: 5(1) 540; при делении допущена 
ощибка. 


Стр. 60, правая колонка, 
[14 


ъ 
8. 6 <х<?. 23. 





1 . 
бор а 


2 
== м 
24. И= 3 г. 


Стр. 61, левая колонка, 37. О<Ех 0.1. 
Стр. 63. правая колонка, 11 строка снизу: 


[ 500 — 80 = 420 — 100а -|-5, 
| 2500 — 496 = 2004 = 1006 + а. 
и стр. обложки, кроссворд развернут на 


«Квант» №7 


Стр. 43. На пересечекин 5 строки снизу и 

8 столбца должно стоять 856; 

12 ъ » > 46656; 

14 » » » — 823543. 

Стр. 49, правая колонка, 14 строка сверху: 
4 


9 
Стр. 52, правая колонка, 15 строка сверху: 


РОННИ й 
У 42 — #2 = 


ол 
$1 й 


левая колонка, 14 строка снизу: ...А и, = 
==2 г, 
Стр. 59, задача 1234: ... 
тырех взвешиваний... 


с номощью че- 
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ПРИНЦИП ФЕРМА 
К ЗАКОНЫ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ОПТИКИ 


Г. Я. Мякишев 


ЗАКОНЫ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ 
ОПТИКИ 


Распространение световых волн 
представляет собой довольно сложный 
процесс. Однако если свойства среды, 
в которой распространяется свет, 
мало меняются на расстояниях, рав- 
ных примерно длине световой волны, 
то оказываются справедливымн срав- 
ннтельно простые законы геометри- 
ческой оптики. Всего их четыре. 

1. В однородной среде свет рас- 
пространяется прямолинейно. 

2. Закон отражения. Луч пала- 
ющий, луч отраженный и перпен- 
дикуляр к отражающей поверхности 
лежат в одной плоскости, причем Рис. 1. 
утол отражения В равен углу падения 
@ (рис. 1). 

3. Закон преломления. Луч пада- 
ющий, луч преломленный и пер- 
пенднкуляр к поверхностн раздела 
лежат в одной плоскости, причем 
отношение синуса угла падения 1 
к синусу угла преломления г (рис. 2) — 
постоянная величина, не зависящая 
от угла падения: 





япё 
эшх 





Величина л называется показателем 
преломления второй среды по от- 
ношению к первой. 

4. Независимость световых пуч- 
ков. Пересекаясь в пространстве, све- 
ховые пучки ие оказывают никакого 
воздействия друг на друга. Так, когда Рис. 2. 
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Рис. 3. 


вы чнтаете книгу, световой поток, 
идущий из окна и пронизывающий 
пространство между книгой и гла- 
зами, ни в коей мере не манает вам 
вндеть буквы. 


ПРИНЦИП ФЕРМА 


В середине ХУ\У\! века итальян- 
ский ученый Ферма выдвинул прин- 
цип, Из которого вытекали все за- 
коны геометрической онтики. Заклк- 
чается он в следующем: свет, ндущий 
из одной точки в другую, всегда 
распространяется по пути, требую- 
щему минимального времени*). 

Давайте получим законы геомет- 
рической оптики так, как это сделал 
Ферма около 300 лет назад. 

\. Закоя прямолинейного распро- 
странения света. Расстояние вдоль 
прямой — кратчайшее — расстояние 
между двумя точками. Скорость света 
в однородной среде во всех точках 
одна н та же. Следовательно, меньше 
всего времени свету нужно именно 
прн прямолинейном распространении. 

2. Закон отражения. Как из точ- 
ки А попасть в точку В за крат- 
чайшее время (рис. 3)? Конечно вдоль 
прямой АВ. Свет так и идет в одно- 
родной среде.. Но если он предна- 





*) Более строго принцип Ферма формули - 
руется так: свет распространяется тем пу- 
тем, который требует Либо минимального, 
либо максимального времени. Однако в боль- 
шинстве случаев справедлива более простая 
формулировка. 


3. Квант № н 
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Рис. 4. 


рительно должен отразиться от зер- 
кала и лишь потом попасть в точку В. 
то сразу не ясно, какому пути со- 
ответствует минимальное время. На- 
рисуем несколько возможных путей 
АСВ, АС.В н АС.В. Благодаря 
гому, что свет как ло, так и после 
отражения распространяется в ол- 
породной среде, то минимальному 
времени соответствует путь мнни- 
мальной длины. 

Какой же путь наименьший? Не- 
сложный прием помогает его отыскать. 
Построим точку А, — изображение 
точки А. Она лежит на продолжении 
пернендикуляра АС, опущенного на 
зеркало из точки А, на расстоянин 
А,С,= АС, от зеркала. Соединив точ- 
ки С:, С. н Сз с точкой А,:, легко 
убедиться в том, что АС,=А.С,, 
АС,=А,С, н АС.=А,С,. Поэтому. 
подсчитывая путь из точкн А в точку 
В, мы можем заменить отрезок АС, 
отрезком А,С,, отрезок АС, — отрез- 
ком А.С, иотрезок АСз — отрезком 
А„С.. Ясно, что кратчайший путь 
тот, прн котором луч падает на зер- 
кало в точке С›, лежащей на прямой 
А.В: прямая А.В короче любой ло- 
маной, проходящей через точки А н В. 

Теперь остается показать, что при 


‚отражении луча от зеркала в точке 


С, выполняется закон отражения, 
то есть что угол падения © равен 
углу отражения @ (рис. 4). Так как 
треугольники АС.С, и А.С.С. равны, 
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Рис. 5. 
то сАС.С.=.А,С.Сь. С другой стс- 


роны, —С.С.А, = =ВО.М. ‘Сле- 
довательно, -<АС.С. = =ВС.М, а 
значит, н ©=В- 

Нетрудно сообразить, что если 
бы лучи АС.. ВС, и перпендикуляр 
РС, не лежали в одной плоскости, 
то путь от точки А до зеркала и за- 
тем от зеркала до точки В был бы 
длиннес. 

Таким образом, закон отражения 
полностью следует из принципа 
Ферма. 

Интересно, что впервые закон от- 
ражения был получен Героном Алек- 
сандрийским, жившим в {Г веке. 
Герон считал, что свет раепрастраня- 
ется по кратчайшему путн. Для од- 
нородной среды это совнадает с ирнн- 
чипом наименыцего времени Ферма. 
Но объяснить таким образом закон 
преломления оказалось уже невоз- 
можным. 

3. Закон преломления. Свет из точ- 
ки А падает на плоскую границу 
раздела двух сред (рис. 5) и преломк- 
ляется, попадая затем в точку В. 
Если скорости света в первой (верх- 
ней) и второй (нижней) средах раз- 
личны (для определенности будем счи- 
тать, что 9,224.), та ясио, что путь 
по прямой АВ требует совсем не 
минимального времени. Время будет 
меньшим, если свет проходит несколь- 
ко болыший путь в первой среде, 
18 


Рис. 6. 


где он распространяется с большей 
скоростью, но зато — несколько мень- 
ший путь во второй среде. 
Предположим, что свет затрачк- 
вает нанменьшее время, если сего 
путь проходит через точку С. Тогда 
любой другой путь левее н нравее 
точки С займет большее время. Про- 
извольную траекторию луча АРВ мож- 
но задать с помошью переменной 
х — расстояния между точкой °С и 
точкой Ё на поверхности раздела 
сред. Кривая завненмости времени 
распространения света от х должна 
иметь минимум в точке С, то есть 
прн х—0 (рис. 6). Вблизи минимума 
время очень мало меняется © изме- 
неннем х. Приближенно ирн очень 
малых х это время вообще можно 
считать постоянным: на очень ма- 
леньком отрезке вблизн х=-0 кривую 
можно заменить маленьким отрезком 
прямой, параллельной осн х. 
Сравним времена распростране- 
ния света на путях АСВ и АЕВ, 
считая, что х= РС очень мало. На пути 
АСВ свет в первой среде проходит 
дополнительный путь МС (ЕМ — 
перпендикуляр к АС; так как ЕС 
очень мало, то АР=АМ)}. Во второй 
среде дополнительный путь проходит 
уже луч, распространяющийся по 
пути АЁВ (СМ | ЕВ). Так как время 
распространения света от точкн А 
к точке В не должно меняться при 
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Рис. 7. 


малых х, то времена прохождения 
светом отрезков МС и ЁЕМ должны 
быть одинаковы... Следовательно, 


МС ЕМ 


с и 








Угол СЕМ равен углу падения г, 
а угол РСМ — углу преломления г 
(так как х мало, то „АСВ == 90°. 
Поэтому МС =х зи и ЕМ№М =х чих. 
Подставляя эти выражения в предыду- 
щее уравнение, получим 


мт: Е 





М в. 

Если отношение скоростей рас- 
пространения света в первой и вто- 
рой средах обозначить л, то 

чае 
ту 





== 1, 


где пл — показатель преломления. 

Теперь остается заметить, что если 
бы луч АС, луч СВ и перпендикуляр 
к поверхности раздела сред в точке С 
нележали водной плоскости, то путь 
от точки А к точке В занимал бы боль- 
шее время, чем в том случае, когда 
все они лежат в одной плоскости. 

Итак, мы получили и третий закон 
геометрической оптики — закон пре- 
ломления. Причем из принцииа Ферма 
следует не только закон иреломления, 
но и та, что показатель преломления 
равен отношению скоростей света в 
первой ин второй средах! 


4. Принцип независимости — све- 
товых пучков. Этот принцип также 
неявно содержится в принциие Ферма 
ло той простой причине, что свет 
идет но пути, соответствующему ми- 
нимуму времени, независимо от того, 
пересекают ли данный пучок другие 
световые пучки или нет. 


НЕКОТОРЫЕ СЛЕДСТВИЯ 


С помощью принципа Ферма мож- 
но довольно нросто объяснить многие 
физические явления. Например, ми- 
ражи. Когда вы идете в жару по ас- 
фальтнрованной нли несчаной дороге, 
впереди вдруг можно увидеть лужу. 
Однако, подойдя поближе, вы убеди- 
тесь, что там так же сухо, каки везде 
вокруг. В чем же дело? 

Воздух над раскаленным песком 
или асфальтом в знойный день сильно 
нагревается. Скорость распростране- 
ния света в горячем воздухе больше, 
чем в холодном. Поэтому время про- 
хождения света в нижних слоях 
меньше, чем в верхних. Из-за этого 
свет идет не по прямой, а искривляет 
свой путь, опускаясь в нижние слои 
горячего воздуха. Искривление же 
луча создает иллюзию отражения света 
от какой-то поверхности, н нам ка- 
жется, что свет отражается от воды. 

Иногда мнраж можно наблюдать 
и над холодной поверхностью моря 
(рнс. 7), когда температура нижннх 
слоев воздуха быстро растет с уда- 
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Рис. 8. 


леннем от морской поверхности. В 
этом случае лучи света искривляют- 
ся, поднимаясь в верхние более теп- 
лые слои атмосферы. 

Другое интересное следствне 
принципа Ферма — принции обра- 
тнмости траектории распространения 
света. Если свет прошел из точки А 
в точку В ино траектории, обесие- 
чивающей минимальное время про- 
хождения, то, очевидно, и на пути 
из точки В в точку А (то есть, если 
источник будет находиться в точке В), 
то движение по той же траектории 
потребует минимального времени. 

Еще один пример. Всем известны 
фокусирующие свойства линзы. Свет 
из точки А (рис. 8) идет всевозмож- 
ными путямн, преломляется в стекле 
и собирается в точке Е. Противо- 
.‚ речие? Ведь свет всегда идет по пути, 
требующему минимального времени! 
Почему же независимо от направле- 
ння, в котором вышел луч, он прн- 
ходит в одну и ту же точку Е? 
На самом деле никакого противоре- 
чия нет. Путь АДЕ короче пути АСЕ, 
однако расстояние, пройденное в оп- 
тически более плотной среде — стек- 
ле, в первом случае болыше. Таким 
образом, время прохождения в обоих 
случаях одинаково н оба луча одно- 
временно придут в точку Е. Путин 
АРЕ и АСЕ для света равноценны! 
Если бы это было не так, мы не смогли 
бы построить фокусирующей системы. 
Ро 
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Именно благодаря тому, что „Для 
лучей света, вышедших из точки А 
в различных направлениях и про- 
шедших затем через линзу, одному 
н тому же минимальному временн 
распространения соответствуют тра- 
екторин, идущие в точку Е, линза 
и фокусирует падающий на нее свет. 

Принцип Ферма позволяет не толь- 
ко объяснить работу сколь угодно 
сложной оптической системы, но и 
рассчитать ее. Впрочем, рассчитать 
оптическую систему мы могли бы, 
и пользуясь законами отражения и 
преломления, известными задолго до 
работы Ферма. Что же нового дает 
принцип Ферма? Во-первых, этот за- 
кон обладает большей общностью, 
а чем большей общностью обладает 
закон, тем болыше его значение. По- 
этому открытие принципа Ферма — 
это большой шаг в развитин геомет- 
рической оптики. Во-вторых, из прин- 
цила Ферма можно вывести несколько 
новых важных следствий. Одно из 
самых важных — то, что показатель 
преломления равен отношению ско- 
ростей распространения света в пер- 
вой и второй средах. - 


Преломление иа сферической поверхности 


Рассмотрим в качестве примера расчета 
оптической снстемы вывод известной вам 
формулы линзы. Для этого достаточно рас- 
смотреть преломление света на сферической 
поверхности. Все лучи, вышедшие из точеч- 
ного источника 5, после преломления на 
сферической поверхности не будут собираться 
в одной точке $,. Это связано с тем, что толь- 
ко поверхность очень сложной формы может 
обеспечить совершенно одннаковые времена 
распрострамемия света от 5 Х 5, по ВСевоз- 
можным траекториям. Такую поверхность 
сделать очень трудно, н ее даже ие пытаются 
изготовить. Сделать же сферическую по- 
верхность несравненно проще. Хотя <фери- 
ческая поверхность и не фокусирует всех 
лучей, но узкий пучок лучей, идущих вблизи 
перпендикуляра к поверхности (его называют 
параксиальным пучком} собирается практи- 
чески в одной точке. 

Пусть точечный источник света $ распо- 
ложен на расстоянии а от сферической по- 
верхности раднуса К (рис. 9}. Показатель 
преломления воздуха будем считать равным 
единице, а показатель преломления стеклян- 
ной сферы, равным л, то есть скорость рас- 
пространения света в воздухе в л раз больше 





Рис. 9. 


скорости распространения света в стекле. Най-` 
дем на каком расстоянии в от поверхности сфе- 
ры будет собираться узкий пучок лучей, иду- 
щих от источника $. Согласно принцииу Фер- 
ма это расстояние определяется условием, 
что время расиростраиения света Но прямоли- 
нейному ‘путин $) 5$; равно (приближенно) 
времени распространения света но ипроизволь- 
но выбранному пути $А5$,, если только точ- 
ка А близка к прямой $Р$ ;, пергендикуляр- 
ной к поверхности сферы. 


Из точки А опустим на прямую 55, пер- 
пендикуляр АВ. Его длину обозначим Я. 
Так как мы рассматриваем параксиальный 
пучок лучей, то йа, ВВ и й< В. Расстоя- 
ние ДВ обозиачим х. На луче ЗА отложим 
отрезок $0 .-=а-Гх, ана луче Д 5, — отрезок 
$,В.=6—х. Тогда, идя по траекторни $А $}, 
свет пройдет лишний путь А, =Р А в воздухе 
и А.=АВ, в стекле по сравнению с траекто- 
рией вдоль прямой $$,. Но зато па прямоли- 
нейной траектории свет пройдет в стекле путь 
на х — А, болыший, чем в том случае, когда 
он идет по траекторин $А5,. Запаздывание 
света в стекле миа лути х — №, должно быть 
таким же, как запаздывание в воздухе на 
пути А, плюс запаздывание в стекле на путин 
А:. (При х=А, такая компенсация очевндно 
невозможна.) 


Найдем теперь пути А,. Аз их. 

Квадрат катета № прямоугольного тре- 
угольннка ЗАВ, согласно теореме Пифагора, 
равен 


1? = (ах А, — (а х)?, 
или 
12 — ха, Та х) (@+ 
}хт А, —@—м 
но ах А -а-—х=А,, аа х+ 
А, -- а х= 2а-+ А, -{ 2х^- 2а (хак как 
А,«ан х«<а). Поэтому 


А? — ЗаАу 


Куапьтссте.ги 


и 
д? 
ба . 


Аналогично из пр; иоугольного треуголь- 
ника АВ5, найдем, чго 


2 
А 5". 


А, = 





Наконец, из прямоугольного треугольни- 
ка АВС можно получить уравнение для опрс- 
деления д: 

1? — Ю —(Ю— №}. 
Отсюда 
й= 


бт й 


Если скорость света в воздухе равна ил, а 
скорость света в стекле равна о. то путь А, 





и А, 1? 
свет пройдет за время 1, = о == бай 
а путь в стекле А», свет пройдет за время 

5 Гы 
12 = Пы АЯБО 


Иа отрезке х запаздывание светё, вызван- 
ное тем, что он идет в стекле, а не в воздухе, 
равно разности времен прохождения светом 
отрезка х в стекле и в воздухе: 


х х х (и 
и ——_——— И == 
з у: 9 
#2 (и — 1} 
2Ки 
Для фокусировки лучей время прохождсе- 
ция света от точки $5 чо точки $, по всем тра- 


екториям должно быть одннаково. Следо- 
вательно, 


Хх 
= 1) = 


т.т = т. 
Подставляя сюда выражения для т,, с. и 
2 
т н сокращая затем ва общий множитель-о`, 


получим уравнение 


1 п 


а 


о . (1) 


Это уразнемие позволяет по известному 
показателю преломления пл и раднусу сфе- 
рической поверхности А найти положение 
изображения (расстояние 6) при заданном рас- 
стоянии от источника до сферической поверх- 
пости. То. что расстояние 6 не зависит от В, 
показывает, что все лучи в узком пучке, 
отличающиеся друг от друга величиной А, 
собираются в одной точке. 

В частном случае, когда а-+оо (пучок 
состоит нз параллельных лучей), положение 
точки, в которой сходятся лучи (фокус), оп- 
ределяется по формуле 


Юл 


т 


-|- > = 
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Рис. Ю. 


Посмотрим теперь, что будет при а 
® 
< 


этом $< 0. Это означает, что точка 5$, долж- 
на быть не справа от сферической поверх- 
ности, а слева от нее. Но лучи. падающие 
на сферическую поверхность, очевидно, ие 
могут пересекаться перед этой поверхностью. 
Пересекаться перед поверхностью могут 
лишь их продолжения (рис. 10). В таких 
случаях говорят, что изображенне точки мни- 
мое. Мнимому изображению источника и со- 
ответствует отрицательный знак расстояния 6. 


т: Из формулы (1) следует, что при 


Фокусное расстояние линзы и формула 

линзы. 

Используя формулу (1), полученную с по- 
мощью принцниа Ферма. можно рассчитать 
линзу, то есть найти ее фокусное расстояние 
фи получить формулу, связывающую расето- 
яние а от предмета до линзы, расстояние в 
от лнизы до изображения и фокусное рассто- 
яние линзы (иными словами, получить форму- 
лу линзы). Можно, конечно, то же самое сдс- 
лать и непосредственно, применяя сам ирни- 
хип Ферма ко всей линзе, одиако этот путь 
более сложен. 

Линза представляет собой прозрачное те- 
ло, ограниченное сферическими поверхностя- 
ми. На рисунке [|1 изображена двояковыпук- 
лая лииза с радиусами кривизны ее поверх- 
постей, равными В, и В. Линия, соединяющая 
центры О, и О. сферических поверхностей, 
называется главной оптической осью линзы. 
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Рис. |. 


Будем считать линзу тонкой, то есть считать 
что расстояния а н В, а также раднусы кри- 
визны ВЮ, н А, много болыше толщины лиизы. 
Тогда в расчетах толщиной линзы вообще 
можио пренебречь. 


После преломления светового луча, вы- 
шедшего нз точки 5, он пойдет в направлении 
А$:. Если бы не было второй поверхности, 
то изображение точки $ оказалось бы в точке 
$: иа расстоянии 6, от линзы, определяемом 
уравнением 


1 
РТ в (2) 


где п — показатель преломления матернала 
ЛИНЗЫ. 


Но в действительности свет преломляется 
еще раз на второй сфернческой поверхности 
и изображение, даваемое линзой, оказыва- 
ется в точке $. на оптической оси на рассто- 
янии В от линзы. Используем обратимость све- 
товых лучей. Если поместить источник в точ- 
ку 5., то после преломления кз сферической 
поверхности раднуса А» лучн пойдут так, что 
их продолжения пересекутся в точке 51. да- 
вая мнимое изображение источиика. Исполь- 
зуя формулу (1) и учитывая, что $, 0. мы 
можем записать уравнение 


1 ] п. | 
т 8) 


Складывая тсперь уравнения (2} н (3). по- 
лучим 


= "1 (-- +2). (9) 


Эта формула, так же как и формула (0. 
разумеется. сираведлиял только для узкого 
пучка лучей, распространяющихея под ма- 
лым углом к оптической осн. 

При а-» со расстояние $ равно фокусному 
расстоянию линзы 


в=[: 


1 
Р ( ОИ ) 
{1-2 гл 3 Е, 
Если, лаоборот, В-со, то. как следует из 
привцяпа обратимостн, -а=={, и поэтому 
1 
ие Е. 
р 


Таким образом. фокусное расстояние лнизы 
онределястся уравнением 


| | 1 
==@- 1 (--+—-). 6 
г ) в ТВ | (5) 
Это означаст, что формулу лиизы {4) мож- 
но переписать так: 
| 


1 1 (6) 

а ь [` 

Если одна или две выпуклые поверхности 
лнизы заменяются вогнутыми, то в формуле 
(5) нужно изменить знак радиуса кривизны 
соответствующей поверхности. Таким абра- 
зом. формула (5) позволяет найти фокусное 
расстояние не только собирающей, но и рас- 
сеивающей линзы. 

Более подробно с принципом Ферма н его 
применениями можно познакомиться в книге 
«Фейматовские лекции по физике», т. 3. 


Задачн 


1. Докажите, что если п,, показатель пре- 
ломления для перехода из среды 1 в среду 2, 
а п.з — показатель преломления для перехо- 
да из срелы 1 в среду 3, то показатель прелом- 
ления из среды 2 в среду 3 равен 

п 
йз = = | 
12 


2. Когда мы смотрим на заходяще: Солн- 
це, то оно на самом деле находится уже ниже 
линии горизонта. Объясните это явление, вос- 
пользовавшись принципом Ферма. 


3. Каким должно быть зеркало, чтобы свет 
из точки А всегда приходил в точку В неза- 
висимо от того, в каком направлении он 
вышел из точки АЗ 


4. Воспользовавшись принципом Ферма, 
выведите формулу сферического зеркала. 


Хуа! тестги 


Из работы П. Ферма 


Ученейший Декарт пред- 
пожил закон преломления, 
которым, как считают, со- 
гласуется с опытом, но, 
чтобы доказать его, ом вы- 
двынул постулат, по которо- 
му вообще необходимо бы- 
л> принять, что движение 
света в плотной среде про- 
исходит более легко м бес- 
препятственно, чем в ред- 
кой. что, как кажется, про- 
тиворечит естественным 
фактам. 

Итак, поскольку мы \пы- 
таемся вывести истинный 
закон преломления мз про- 
уивоположной аксиомы, а 
именно, что движение света 
происходит более легко и 
беспрепятственно в редкой, 
чем в плотной среде, мы 
прежде всего встречаемся 
< соотношением Декарта. 
Можно ли вообще без лож- 
ных умозаключений прийти 
прямо противоположным 
путем к истине — это пусть 
рассмотрят м исследуют 65- 
пее тонкие и стросые мате- 
матики. Мы же, оставив в 
стороне пустые умствова- 
ния, полагаем, что лучше 
твердо владеть самой исти- 
ной, чем вдаваться а излиш- 
ние и бесполезные споры. 

Наше доказательство 
основано на одном постула- 
те: природа действует нам- 
более легкими и доступны- 
ми путями. Мы полагаем, 
что именно так нужно вы- 
ражать эту мыкль, а не так, 
как это принято обычно го- 
ворить, что природа всегда 
действует по нратчайшим 
линиям. 

Подобно тому, как Гали- 
лей, когда рассматривал 
движение тяжелых тел в 
природе, измерял отноше- 
ния этого движения не 
столько расстоянием, сколь- 
ко временем, мы также рас- 
сматрываем не кратчайшна 
расстояния или линии, а те, 
которые могут быть прой- 
демы легче, удобнее и за 
более короткое время... 


1662 г. 
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Максимум, минимум 
и теорема о средних 


А. П. Савмн 


В математике принято называть 
теоремами такие утверждения, кото- 
рые могут быть многократно исполь- 
зованы пря выводе других утвержде- 
ний, в частности при решенин задач. 
Мне хочется рассказать о применени- 
ях следующей замечательной теоремы: 

Среднее арифметическое — несколь- 
ких положительных чисел не меныце, 
чем их среднее геометрическое, и ра- 
венство этих средних выполняется 
лшнь тогда, когда все заданные числа 
равны: 


а, 2+... т @ ьп—_—_— 
ИЕ — наа.. . - @л 
или 


(еее 


\ п 
Г } Я астойн: 


Есть много разных доказательств 
этого утверждения, одно из них вы 
можете прочитать в статье С. Т. Бер- 
колайко и С. Б. Каток*). Где же эта 
теорема применяется? 

Конечно, зная ее, вы можете нс- 
пользовать в качестве среднего сред- 
нее арифметическое, если вам хочет- 
ся, чтобы среднее было побольше, н 
средиее геометрическое, если хотите, 
чтобы оно было поменьше. Например, 
вычисляя среднюю успеваемость в 
классе. Это, конечно, шутка. А если 
серьезно? 

Оказывается, © помощью этой 
теоремы можно находить наибольшие 
или наименьшие значения многих ал- 
гебраических выражений. Начием с 
простейших. 


*) С.Т. Берколайко, С. Б. Каток, 
Сб одном индуктивном методе доказательства 
неравенств, «Квант», № 8, стр. 33. 
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Пример 1. Какое наибольшее 
значение может иметь — многочлен 
2х—х7? 


Решение. Преобразуем мно- 
гочлен так: 2х—х?--х (2—х) и 0бо- 
значим 2—х через у. 

По теореме 

я 2 
2х — 2 -- ху и ыы 


ая 
НЕ, 


Отсюда следует, что нанболыьшее 
значение многочлена равно 1, и оно 
достигается, если х-=2—х,то есть при 
х=| (нетрудно проверить, что х и 
2—х не могут быть оба отрицатель- 
ными; поскольку мы ищем наиболь- 
шее значение, достаточно рассматри- 
вать их лишь тогда, когда они оба 
положительны). 

Пример 2. Какое наименьшее 
значение может иметь выражение 








1 
х+ а Эля положительных  значе- 


ний х? | 
Решение. Обозначим в 
рез и. По теореме 


Е 





2 
ых =зу/ == 
>21 у; =. 


Итак, наименьшее значение равно 
| 
2, оно достигается прих == —— = 1*). 


*) В школе проходят метод выделения пол- 
ного квадрата, которым решаются оба эти 
примера: 

К) 2—х2=1—(1—х*= Е 


2} + (У;- ут} +22. 


Но уже пример 3 выделеннем полного квад- 
рата не решается, 





Хмуат! тссттю.ви 





Рис. 1 


Исследуем более общий случай. 
Пример 3. Найти нанмене- 
ь 

хт 
для положительных значений х, если 
аи 6 положительны, ати п — на- 
туральные числа. 


Решение. Представим данное 
выражение следующим образом: 





п 
шее значение выражения @х + 























Ь 
те 
х 
а л а пл @ п, 
ть д к 
ты Е т а 
т раз 
О 8 
пхп ° пхт их" 
п раз 


Тогда по теореме о среднем ариф- 
метическом и среднем геометрнчес- 
ком 











ах" -- т т+п / атутт я 
ИИ" т" хтбдт 
тп / а" 
— тт" 
Равенство достигается прн 
а п __ ры . 
и Хх = п , то есть при 
уе 
тп Бт фт 
= ——_, ИЛИ ЛХ := ий 
^ ав ' ] ап 


4. Квант № 1 


Рис. 2. 


Итак, наименьшее значение дан- 
ного выражения равно 


тп Имп. 
(т-Еп) и: 





тт” 


Рассмотрим еще один пример. 

Пример 4. Из квадратного 
листа жести со стороной а сделать 
ящик наибольшего возможного объема, 
открытый сверху, вырезая равные 
квадраты по углам и загибая затем 
жесть так, чтобы образовать бока 
ящика (см. рис. №). 

Решение. Пусть сторона каж- 
дого из вырезаемых квадратов рав- 
на х (см. рис. 2), найдем объем 
У ящика: У== (а—2х)2х. Применяя тео- 
рему ‘о среднем арифметическом и 
среднем геометрическом, получаем 

4У = (а— 2х) (а— 2х) 4х< 


— хх та 9х- \3 \3 
< (= Рея = (57). 


}. 





Следовательно, У=- 3 
Равенство достигается при а—2х= 


Е га ) 2а3 


а 
--4х, ТО есть х = 5. 


Заметим, однако, что  сред- 
нее геометрическое — не самое ма- 
ленькое из средних, оно больше, чем 
среднее гармоническое, — определяе- 
мое как количество даниых чисел, 
делениое на сумму их обратных ве- 
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личин. Таким образом, нмеется це- 
лочка неравенств 


а, -|- а›--... +а О аисторие НЕ 
и у а.а....а, == 





"бежит Ба 


= и 
' т 


Попробуйте последнее неравенство 
доказать самостоятельно. 

В заключение отметим, что в выс- 
шей математике есть метод нахожде- 
ния максимумов и минимумов функ- 
ций днфференцированием. Однако 
рассмотренные неравенства  оказа- 
лись более удобными для подсчета 
на электронных — вычислительных 
машинах наибольших и наимень- 
ших значений некоторых типов выра- 
жений. Эти методы получили назв=- 
нне геометрического программизова- 


НИЯ. 
Задачи 


1. Из круговых секторов данного пери- 
метра Р найтн ссктор наибольшей плошадн. 


2. В данной окружности найлигс наимень- 
шую хорду, проходящую через точку А внут- 
Ги окружности. 


3. Найдите минимум выражения 


4. Докажите, что если сумма положители- 
ных переменных Х,. Х2...., Ал. ПОСТОЯННа, ТО 
произведение Же Ха я зи? .. ХАп ‚где в, 
2... Ин — Данные целые положительные 
чесла ‚ имеет паиболылее значение, когла 
переменные пропоркиональны своим показа- 
о ВР в. 

М т ТВ 

Докажите, что то же самое верно и для 
раняональных положительных унсел Ёу, Во... 
-. Ап 
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КАК НАЙТИ ОШИБКУ 


Вы перемножилн два длин- 
ных многочлена. Как про- 
вернть, не ошиблись лн вы 
з вычнеленнях? 


Ирнведем два способа, поз- 
воляющих найти некоторые 
возможные ошибки (но, ра- 
зумеется, ие дающие полной 
гарангин правнльносги про- 
веденных вычислений). 


Способ |. Возьмем 
сумму коэффициентов перво- 
го многочлена, умножим па 
сумму коэффициентов вго- 
рого. Должна получиться 
сумма коэффициентов про- 
изведения. Это будет зна- 
чение многочлена прин х-=1. 

Приведенный способ поз- 
воляет найти ошибки в ариф- 
мстике (например, если было 
использовано «равенсгво» 
2.3`5}, но це в алгебре. 
Скажем, если вы на каком-то 
этане написали 2х? 3х бд, 
то этим способом ошибка не 
ВЫЯВНТСЯ. 

Способ 2. Отлича- 
ется от первого тем, что коэф- 
фициенты при четных степе- 
вях х берутся со знаком илюе, 
а ври нечетных со знаком мни- 
нус. В остальном этот снособ 
совпадаст с первым. Здесь 
мы нолучаем значение мно- 
гочлена прих ^— 1. 

Второй способ сложнее 
первого, зато позволяет вы- 
явить и некоторые алгебра- 
ические оннбки. При про. 
верке «равенства» 2х". Зх4 : 

6х1 получается 2. (—3) 

-6. Это равенство абсурдно, 
значит, в вычислениях была 
допущена ошибка. 


ЗАДАЧНИК 


8 этом номере мы заканчиваем 


М51. Доказать, что если произве- 
дение трех положительных чисел рав- 
но |, а сумма этих чисел строго боль- 
ше суммы нх обратпых величин, то 
ровно одно из этнх чисел больие 1. 
УПЬ 

М52. Пять отрезков таковы, что 
из любых трех можно составить тре- 
угольник. Доказать, что хотя бы один 
нз этих треугольников остроуголь- 
ный. (Х) 

М. Серов 


М53. В треугольнике АВС через 
середину А1 сторовы ВС и нентр О 
вписанюй в этот треугольник ок- 
ружности проведена прямая МО, кс- 
торая пересекает высоту АН в точке 
Е. Доказать, что отрезок АЁ равен 
радиусу вписаинэй окружности. (Х} 

М54. Два равных между собой 
прямоугольника расположены так, 
что их контуры пересекаются в вось- 
мн точках. Доказать, что площадь 
общей части этих прямоугольников 
больше половниы площади каждого 
из них. (Х) 

Г. Гальперин 


4* 


публиканию 


Хуа! тесто 


вбанта 





Всесоюзной 


задач 
ма гематической олимпяалы (в скобках после залачи указан классе ДЛЯ кг 
зорого предлагалась за мена). 


М55. Все натуральные чнсла, в 
десятичной заниси которых не болыне 
п цифр, разбиты на две групиы. В 
первую группу входят все числа 
с нечетной суммой цифр, во вторую - 
с четной суммой цифр. Доказать, 
что если 53 Ап, то сумма А-х сте- 
пеней всех чисел первой групны равна 
сумме А-х степеней всех чисел второй 
группы. {Х) 


Фб1. Кубик, скользящий без тре- 
ния по гладкому горизонтальному 
полу, ударяется одной из своих 60- 
ковых граней о вертикальную стенку. 
Коэффициент трения кубика о стен- 
ку равен А. Под каким углом к стен- 
ке отскочит кубик, если до столкнове- 
ния с ней он двигался по направлению, 
составляющему со стенкой угол @2 


Фб2. Тонкая нерастяжимая верев- 
ка состоит из двух частей: масса еди- 
иицы длинны одной из частей равна 
',, а другой — п.. Веревка охваты- 
вает очень легкий обруч радиуса Ю 
(масса обруча пренебрежимо мала но 
сравнению с массой охватываюнцей его 
веревки), концы ее прикреплены к 
полу (рис. 1). По участку веревки, 
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масса единяцы длины которого равна 
2), обруч катится со скоростью #.. 
С какой скоростыо будет катиться 
обруч по второму участку веревки? 


В. Д. Егоров 





Фб3. Человек, чтобы не носколь- 
зпуться на обледеневшей горке, сбе- 
—— гает с нее. Почему это целесообразно? 


Ф64. С деревянным шариком и вы- 
соким сосудом с водой проподятся че- 
тыре опыта: в первом опыте шарик 
взвешивается плавающим в сосуде 
(рис. 2, а), во втором опыте шарик 
взвешивается, будучн привязанным 
ко дну сосуда (рис. 2, 6), в третьем 
опыте шарик удерживается под водой 
с помощью тонкого стержня (рис. 2, 8), 
и, наконец, в четвертом опыте шарик 
всплывает во время взвешивания 
(рис. 2, 2). В каком случае масса гири, 
урависвешивающей сосуд с шариком, 
булет Галыие? 


Фб5. Пластииы плоского конден- 
сатора заряжены до потенциалов 
Г и —р относительно земли. Ем- 
кость конденсатора, образованного 
нластинами, равна С, а емкости кон- 
денсаторов, которые образуют каж- 
дан из пластин с землей — С... Во 
сколько раз изменится напряженность 
электрического ПОЛЯ между пласхииа- 
ми, если одну из них заземлить? 


Я. Р. Асламазоз 





Куапетестоли 


ЗАДАЧНИК канта 











РЕШЕНИЯ 


МИ. На 44 деревьях, расположенных по окружностн, сидели 44 веселых чижа (на каж- 
дом дереве по чижу). Время от времени два чижа одиовремеино перелетают на соседние ле- 
ревья в противоположных направлениях (один — по часовой стрелке, другой -— против). 
Докажите, что чижи нинкогда не соберутся на одном дереве. А если чижей и деревьев л? 





Решение. Решаем задачу 44 7 
сразу для п чижей и п деревьев. За- 
нумеруем деревья по порядку (ска- 
жем, по часовой стрелке) числамн от 
1 дол (рис. 1). Обозначим количест- 
во чижей на А-м дереве в какой-ни- 
будь момент времени через а» (на 
первом дереве —а,, на втором —а, 4! 
ит. д.). Рассмотрим выражение 


5$ = 1.а,--2-а. +... 
5 Е Как Па 


Покажем, что когда два чижа пе- 
релетают на ссседние деревья в 
противоположных направлениях, 
то $ либо не меняется, либо меня- рис |. 
ется на п. реа 

Действительно, пусть какой-то один чиж перелетает с А-го дерева на 
следующее по часовой стрелке. Тогда в сумме $ меняются два слагаемых. 
Если А< п, то меняются А-е и (Ё1|)-е слагаемые, и их сумма становится 
равной 





Е (а,— 1) (Е-1) (ак: 1) = ак + (ЕП) ак 1, 
то есть увеличивается на 1. Если №=л, то меняются л-е и первое слагае- 
мые, а их сумма 
п (@— 1) ЕЕ (а, 0 = па, -1.а.— п—) 

уменьшается на л--1. Наоборот, если чиж перелетает на соседнее дерево про- 
тив часовой стрелки, то сумма или уменьшается на |, или увеличивается на 
п— 1. Поэтому, когда два чижа одновременно перелетают на соседние деревья 
(один по часовой стрелке, другой — против), то сумма 5 илн не меняется 
вовсе, или меняется на п. 

В начальный момент времени на каждом дереве сидело по одному чижу, 


$=1.14 2.4... +п.1=142-4... +В = 5 
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Таким образом, после любого числа перелетов сумма будет равна 
(#2 -+1 з 
—_ ) пр, где р — некоторое целое число. Если бы все чижи собра- 


лись на каком-то одном 4-м дереве, то 5 было бы равно пд, то есть вы- 
пт- | 
полнялось бы равенство ——^5 ``" ИР-=19, откуда  н-11-+2р = 94; 


п- 2 (4-1. 
Таким образом, если п четно, например, л =- 44, то чижи пе смогут со- 
браться на одном дереве. Покажем, что при нечетных л это может случиться*). 
Рассмотрим исходную ситуацию, когда на каждом дереве сидело по одному 
чижу. «Прикажем» одному чижу сидеть на месте и назовем его «неподвиж- 


ным». Разобьем оставшихся чижей на пары сидящих на одинаковом расстоя- 
нии в г перелетов от неподвижного в ту и другую сторону (г=1, 2 ). 
Ясно, что каждая такая пара может за г перелетов попасть на то дерево, где 
сидит неподвижный чиж. 

Аналогичное решение прислали Д. Грнгорьев из г. Ленинграда, 
В. Лузгин из г. Георгиевска Ставропольского края н другие читатели. 

Приведениое решение типично для задач, в которых требуется выяс- 
нить, можно ли в результате ряда каких-то преобразований получить опре- 
деленный результат. В данном случае преобразованне — это перелет двух 
чижей в противоположных направлениях, н мы хотим выяснить, могут ли 
в результате все чижи собраться на одном дереве. Чтобы доказать, что мож- 
но, достаточно привести пример, как это сделать. Доказать, что ни при каких 
преобразованиях нельзя получить требуемый результат, часто бывает удоб- 
но так: найти какую-то величину, которая сохраняется при всех рассматри- 
ваемых преобразованиях и для которой начальное значение отличается от 
требуемого в конечном состоянии (такая величина называется инвариантом 
данных преобразований). В нашей задаче такой величиной является остаток 
от деления суммы $ на п. 

Тем, кто решил эту задачу, будет интересно разобраться в следующем 
болес общем вопросе. Пусть даны два разных расположения а чижей на п 
деревьях. Назовем их эквивалентными, если из одного можно получить дру- 
тое (при перелетах чижей, как указано в условин задачи). Как узнать, будут 
ли эти расположения эквивалентны? Еще один вопрос. Ясно, что множество 
всех возможных расположений а чижей на п деревьях распадается на исс- 
колько классов эквивалентности. Сколько будет таких классов? 


М12. Какне четырехугольники можно разрезать прямой лннией на два подобных межлу 
собой четырехугольника? 


Решение. Докажем, что этим свойством обладают только трапеции 
и параллелограммы. 

Предположим, что четырехугольник АВСР разрезан прямой на два по- 
добных четырехугольника. Ясно, что эта прямая пересекает две противопо- 


*) Необходимость этого этапа доказательства, как видно из писем, ясна далеко не всем 
нашим читателям. Остановимся на этом поподробнее. Что мы пока доказали? Только то. 
что ссли чижам удалось собраться на одном дереве, то чижей было испременно нечетное 
число (это исобходимое условие). Теперь иадо доказать, что это условие и достаточное, то 
есть, что если чнжей нечетнос число, то онн смогут собраться иа одном дереве {из того, что 
мы пока доказали, достаточность условия никак не следует). 


Куалетесгтю.ги 


Куал.госсгтю.ги 


0 С 


Рис. 2. Рис. 3. 


ложные стороны чстырехугольника. Пусть она пересекает сторону АР в 
точке К и сторону ВС вточке Ё, (рис. 2). В дальнейшем мы несколько раз ис- 
пользуем такое очевидное ссображение: если про два четырехугольника 
ЕЕЁСН и РОЮЗ известно, что они подобны и что вершине Е ссответствует 
ее. Р, то -Е:==«Р, С: и и, кроме того, либо =ЁЕ = О и 
2$, либо Е: и 

а предположнм, то четыреху и АВГ.К и СОКЕЁ нодобны (нам 
понадобится только то, что их углы соответственно равны}, и докажем, что 
у четырехугольника АВСО какие-то две стороны параллельны. Углу @а 
четырехугольника АВЬК (-&а АКГ.) можёт ссответствовать один 
из углов четырехугольника КЁСО. 

1) —а ссответствует =Р. Тогда га = <), -у=- «В, АВ| КЕ | СО. 

2) =@' соответствует “С. Тогда =@ = --С, -6= =В; <В-{-=С = «а 
-{-=6 = 180", АВ|СО; при этом =А == “у, =В = =В (случай =р = 


= -^ф, =А = =Б отдельно АИТ, не нужно, поскольку при этом 
В == 180°и А = им › == 90°)- 

3} --а соответствует - у. Тогда —В = р. АО || ВСи АВ||ОС, то есть 
АВСР — параллелограмм. 

4) =@ соответствует -8. Тогда -=а == -8 =: 90°, В = =С и либо 


В =: =% = 90°, АРНВС (равнобочвая трапеция нли прямоугольник), 
либо -В==0), =у= А, <А=р = 180°, АВНОО, и с точиостыюо до 
сбозначений этот случай сводится к случаю 2). 

Мы доказали, что АВСО — 
параллелограмм или трапеция. 
Легко заметить, что, обратно, лю- 
бой параллелограмм или любую 
трапецию можно разбить на два 
подобных четырехугольника. Па- 
раллелограмм любой прямой, прс- 
ходящей через центр, разбивается 
на два равных четырехугольника 
(разумеется, если только прямая не 
идет по днагонали). Трапецию с сс- 
нованиями а< В разбивает на две 
подобных прямая, параллельная 
основаниям и делящая высоту в 
отношении И 5/ И а; нужно, конечно, 
проверить, что соответственные сто- 


роны при этом пропорциональны 
(рис.3): АК/Кр=ВЫЁС=АВИКЕ= 





Рис. 4- 
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КИРСЕУТ ЫУ а. Попробуйте выяс- 
нить, когда можно разбить трапе- 
цию на два подобных четырех- 


а 2 угольника более хитрым способом, 
< 4 К соответствующим случаю 2), — так, 
2, а 4, .- 4 ар, аа, а, как показано на рисунке 4 (ответ: 
тогда ин только тогда, когда 
Рис. 5. Иа//И в <зтозтВ, ге а<ВЫ— 
углы при большем основании тра- 
леции 6). 
М!3. Докажите, что если разность между нанбольшим и нанменьшим из д вещественных 
пп—1 
чисел а\. @о,..., аи равна (, а сумма модулей всех ыы попарных разностей этих чисел 
У п? 
да; — ау равна $, то (п—1) @а=;=— 4 а. 
< 
Решение: Нанесем точки а1, а., ..., а, на числовую ось. Тогда @— 


расстояние между крайними из этих точек, самой левой и самой. правой, а 
$= ху [а—а;|- 
4 
ками. Можно, очевидно, считать, что точки обозначены через а;, а., ..., ал 
в порядке возрастания: а, а,=<...<а„ (рис. и. Обозначим расстояние 
между соседними точками ах и аку: через (А = 1,2, ..., п). Очевидно, 
а = а, +4» |... 4 и_ь. 
Выразим теперь 5 через величины 4,. Для этого заменим в сумме $ длину каж- 
дого отрезка [а:—а;| суммой тех 4, из которых он состоит: |а;-—а; |= 
= а; та: -+.. к Ясно, что 4; входит в те отрезки, у которых левый 
конец лежит в одной из точек ду, ..., ак, а правый — в одной из точек ат, ..- 
‚ а, то есть в общей сложности 4, входит в сумму Ё (п—#) раз. Поэтому 
п—1 
= У Ёп 4,. 
=} 
Теперь доказываемые утверждения следуют из двух совсем простых нера- 
венств: для`всех ЕЁ =: 1, ..., п 1 
1) Е ("—#)> пейте и-20=5(-—1 (п 
2) Е (п —<1 — иди. 487>0 —> (п—2^)2>.0. 


Пользуясь и оценками, получаем 


сумма всех попарных расстояний между этими точ- 


п—1 п—| 
У Ет-—Ю4, > У и 04, = (и-— Па, 
и-=1 &=1 

п—1 аи п? м 

У Е" ва, = У = к = 4. 


#1 т =] 


Правильные решения этой задачи прислали восьмиклассник М. Прегер 
из г. Томска, десятиклассник И. Протасов из г. Киева, С. Позд- 
няков из г. Вильнюса и другие читатели. 

Интересно выяснить еще, являются ли указанные в условии задачи оцен- 
ки точными, нельзя ли, скажем, вместо п— | поставить в левом неравенстве 
большее число? Для того чтобы убедиться в противном, достаточно при- 
вести пример такого случая, когда неравенство превращается в равенство 
(причем в обеих его частях стоят положительные числа). Такой пример легко 
придумать, разобравшись в нашем доказательстве: нужно расположить 
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точки аз, а», ..., @, так, чтобы все 4, кроме первого — 4}, равиялись нулю, 
то есть взять а,<За» == @аз = ... = @л. Тогда $ = (п 1} а, = (1-1) 4. 


п 
Что касается второго неравенства‘ $ < -4-4, то при четном п == 


=: 2 в нем тоже может достигаться равенство (достаточно взять а; =: а, = 


=... = @и<а в4у=- -:-= ат), а при нечетном п = 2т-| его можно не- 

сколько уточнить: нетрудно сообразить, что при нечетном п наибольшее из 
п—1 л--1 т — | 

чисел А ("—#) равно о `` = о (докажите это  строго!); 


пользуясь этим вместо неравенства 2), можно так же, как и выше, доказать 
РИ | 

более сильное неравенство р - 4. Равенство в нем достига- 

ется, когда 4; = ...= ал<@тчи= ...= Чт: 


МЫ. У выпуклого белого многогранника некоторые грацк покрашены черной краской 
так, что никакие две черные гранн не имеют общего ребра. Докажите. что ссли выполнено 
хотя бы одно из следующих условий: 

а) черных граией больше половины; 


6) площадь черных граней составляет больше половины площади поверхностн миогогран- 
ника, то в этот многогранник нельзя вписать шар- 


Решение. Начием с задачи 6). Предположим, что в многогранник 
можно вписать шар. Отметим на каждой грани точку касания с шаром и 
проведем из нее отрезки к вершинам этой грани. Тогда грань разобьется на 
треугольники. К каждому ребру многогранника примыкает два таких 
треугольника, лежащих в смежных гранях. Они равны по трем сторонам 
(поскольку две касательные, проведенные из одной точки кшару, равны). 
По условию к каждому ребру примыкает не более одной черной грани. Та- 
ким образом, к каждому черному треугольнику примыкает равный ему 
белый*). Следовательно, сумма площадей черных граней не больше суммы 
площадей белых граней. Задача 6) решена. 

Точно так же решается и задача а), о которой уже шла речь в статье 
«Невписываемые многогранники» Е. М. Андреева (см. «Квант» № 8, задача 
9 в конце статьи). В этой статье разобран целый ряд вопросов, которые возни- 
кают в связи с нашей задачей: бывают ли многогранники, удовлетворяющие 
нодобным условиям, какие еще существуют «признаки неописываемости» и 
т. п. Правда, как можно судить по названию статьи, в ней речь идет о том, 
можно ли тот или иной многограниик вписать в сферу, ав нашей задаче — 
можно ли его описать около сферы. Оказывается, однако, что обе теории 
совершенно аналогичны. 

Более точно, каждому выпуклому вписанному многограннику можно 
поставить в соответствие описанный так, что при этом каждой вершине, 
ребру, грани вписанного многогранника сопоставляется соответственно 
грань, ребро, вершина описанного. Делается это так. В каждой вершине 
многогранника, вписанного в сферу, проводится касательная плоскость. 
Заметьте, что если вершины принадлежали одной грани, то соответствующие 
им плоскости будут пересекаться в одной точке — вершине нового много- 
гранника, соответствующей грани исходного вписанного. Если две вершины 
вписанного многогранника соединены ребром, то соответствующие касатель- 
ные плоскости будут пересекаться по ребру описанного многогранника. 
Тем самым мы построили отображение множества вписанных многогранни- 
ков в множество описанных; легко видеть, что это отображение на все мно- 
жество описанных многогранников и что у него есть обратное отображение 





*) Но, конечно, к белому треугольнику тоже может примыкать белый — важно лншь, 
что разным черным треугольникам соответствуют разные белые. 
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Рис. 6. - 


Рис. 7. 


(мы пользуемся терминологией, о которой говорилось в статье А. Н. Кол- 
могорова «Что такое функция» в «Кванте» № 1), — другимн словами, что 
каждому описанному многограниику можно сопоставить вписанный, из 
которого этот описанный получастся указанным выше способом. Дестаточио 
в каждой грани отметить точку касания — вершину будущего вписанного 
многогранника — и доказать, что все точки касания граней, змеющих об- 
щую вершяну, лежат в одной плсскости (рис. 6). Оба эти отобр. жения, свя- 
зывающие множество выпуклых вписанных и описанных многогранников, 
составляют прекрасный пример ситуации, которую математики обычно на- 
зывают словом «двойственность» (это слово мельком упоминалось в статье 
Е. М. Андреева). Подумайхе, какие описанные миогограниики будут двой- 
ственны таким вписанным: куб, правильная л-угольная призма, правильная 
п-угольная пирамида, правильная усеченная пирамида, додекаэдр. 

Мы очень рекомендуем читателям вернуться к статье «Яевписываемые 
многогранники» н, пользуясь двойственностью, о которой мы сейчас гово- 
рили, перенести се содержание на «неописываемые» многограниикн. 


М15. Квадратная таблица пхХ л заполнена неотрицательными числами так, что сумма 
чисел в каждой строке и сумма числе в каждом столбце равна |. Докажите, что из таблицы 
можно выбрать п положительных чисел, никакие два из которых не стоят ни в 
едном столбце, ни в одной строке. 


Решение. Заметим сначала, что если мы будем переставлять между 
собой строки (или столбцы) нашей таблицы, то это не повлияет ни на условие 
задачи, ни на то, что нам требуется доказать. Предположим, что нерестанов- 
ками строк и столбцов мы собрали в правый верхний угол размером тх А 
одни нули (рис. 7). Докажем, что и: -- А всегда не больше п. Подсчитаем сум- 
му чисел, стоящих в куске, обозначенном на рисунке буквой С. Ясно, что 
сумма чисел, стоящих в куске В, равна т (т столбцов, в каждом из которых 
сумма равна 1). Аналогично сумма чисел в куске А равна А (А строк). Так 
как общая сумма всех чисел в таблице равна п, то на долю куска С остается 
п—т—Е. Это число неотрицахедьиое, так как по условию в таблице все 
числа неотрицательны. Итак, п—и1-—#>>0, то есть т--#=л, что мы и Ут- 
верждали. 

Теперь мы можем переформулировать задачу так: в таблице пхп стоят 
числа, и известно, что никакой перестановкой строк и столбцов нельзя вы- 
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Таблица знакомств. 


делить в ней угол из нулей размером тх такой, что т--А>>п; доказать, 
что можно выбрать п отличных от нуля чисел, никакие два из которых не 
стоят ни в одном столбце, ни в одной строке. (Для нас теперь не важно, что 
числа положительные и что суммы по строкам и столбцам равны 1. Эти ус- 
ловия мы уже использовали. В дальзейшем мы различаем только «нули» 
н «не нули».) 

Если вы читали статью М. И. Башмакова «Паросочетания и транспортные 
сети» в № 4 нашего журнала, то вы легко сообразите, что наша новая фор- 
мулировка задачи есть просто запись на языке «таблиц» теоремы о сватов- 
стве. Действительно, запишем в строки таблицы и Хх п юношей, а в столбцы — 
девушек (пусть н тех н других по л). На пересечении 5-й строкн и {-го столбца 
поставим «не-нуль» (звездочку), если 5-й юноша знаком с [-й девушкой, и 
«нуль», если незнаком. Получим таблицу (как говорят математики, «мат- 
рицу») знакомств. 

Возьмем произвольную группу из Ё юношей. Поставим соответствующие 
им строки первыми. Если с какой-то девушкой ни один из этих юношней ие 
знаком, то в соответствующем столбце в первых А строках стоят нули. Если 
все столбцы, соответствующие всем таким девушкам, мы переставим послед- 
ними (пусть их число равно 71), то мы получим угол из нулей размером 
тх (рис. 8). В каждом из первых т—п столбцов есть хотя бы один «не- 
нуль» в первых строках, так как соответствующая девушка имеет друзей из 
чнсла выбранных нами А юношей. Так как 1 | Ё=л, то -—п2=й, то есть та- 
ких девушек не меньше А. Мы видим, что данные задачи полностью совпа- 
дают с данными «теоремы о сватовствс». Выбор п невест для всех юношей — 
это и есть выбор П «не-нулей», стоящих в разных строках ин столбцах. 

Теперь вы можете прочесть простое (по индукции} доказательство «тео- 
ремы о сватовстве», которое и дает полное решение задачи. Конечно, сво- 
д..ь задачу к этой теореме вовсе не обязательно. Индуктивное рассуждение 
можно проводить и сразу —- переставляя строки и столбцы (так поступнл, 
например, читатель Д. Григорьев из г. Ленинграда). При этом получа- 
ется новое доказательство «теоремы о сватовстве»*). 


*) Но, разумеется, просто вычеркнув последний столбец и последиюю строку в таблицс, 
удовлетворяющей условию задачи, мы можем получить таблицу, уже ве удовлетворяющую 
этому условию,— подобным образом «грубо» проводить индукцию нельзя. 
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$18. Если смотреть на свет сквозь две 
гребенки с разной частотой зубьев, нало- 
женные друг на друга, то светлые участки 
будут чередоваться с темными. С какой 
скоростью будут перемещаться эти участ- 
ки, если одну из гребенок двигать относн- 
Тельно второй со скоростью | см/сек? У 





неподвижной гребенки на 1 сантиметр при- 
ходится 5 зубьев, у рвижущейся —6. 


Решение. Совместим какие- 
нибудь зубья гребенок (рис. 9). Тог- 
даследующие зубья будут находить- 
ся на расстоянни 1/; см-—"/з см == 
—=1/з см друг от друга. Сместим 
теперь гребенку на эта расстояние. 
Тогда картина светлых и темных по- 
лос сместится на */;см— расстояние 
между зубьями неподвижной гре- 
бенки. Если гребенку сместить на 
| см, то картина светлых и темных 
полос сместится на 1/; см -30 = 6 см. 

Это означает, что при движенин 
гребенки © большей частотой зубьев 
со скоростью | см/сек светлые и 
темные полосы перемещаются со 
скоростью я = 6 см/ек в ту же 
сторону, в которую смещается под- 
вижная гребенка. 

Картина чередующихся светлых 
и темных полос, движущихся с пос- 
тоянной скоростыо, — очень удоб- 
ная модель перемещения волн лю- 
бой физической природы. Если 
смотреть на движущиеся полосы 
через щель (рис. 10), то щель будет 
периодически закрываться то 
желтыми, то чернымн полосами: 
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Рис. 12. Рис. 13. 


мы увидим колебания. Черному и желтому цвету полос соответствуют две 
противоположные фазы колебаний (рис. 11). Длина волны равна суммарной 
ширнне светлой и темной полос. Подсчитав число черных нан желтых полос, 
проходящих мимо щели за одну секунду, можно определить частоту коле- 
баний и их период. 

Эта простая модель позволяет разобраться во многих физических явле- 
ниях и провести много интересных опытов. 

С помощью черно-желтых полос можно моделировать не только линейные 
волны, но и любые другие, например кольцевые (рис. 12). Движение таких 
кольцевых воли можно показать, нарисовав черно-желтую Архимедову спн- 
раль (рис. 13). При вращении спирали через щель будет видио, как волны бе- 
гут к центру или от центра в зависимости от направления вращения спирали. 

Если полосы не перемещаются, мы получим картину неподвижных воли. 
Такие картинки называют растрами. Неподвижные волны-растры не нужно 
путать со стоячими волнами. Модель стоячих волн — это чередующиеся 
черно-желтые полосы, периодически меняющие свою окраску на противо- 
ноложную. 

Когда несколько синусоидальных волн накладываются друг на друга, 
возникают новые, уже не синусоидальные волны. Их называют групповыми 
волнами. Групповые волны отличаются от складываемых сипуссидальных 
волн и длиной, и скоростью расирсстранения, и другими параметрами: 
Простейшие групповые волны — волны бнений. Они получаются, когда скла- 
дываются две волны с неодичаковыми, но близкими друг к другу длинами. 

Для того чтобы построить модель групповых волн, нужно наложить друг 
на друга две системы полос. Если эти системы одинаковы, их можно нало- 
жить так, что полосы одной системы совпадут с полосами другой. Такие вол- 
ны называются когерентными. Если системы полос немного отличаются 
друг от друга расстоянием между полосами, то мы получим картину бис- 
ний (рис. 14). Подобная картина получалась у вас в опытах с расческами. 

Нетрудно найти длину волны биений, порождаемых волнами с длинамн 
АНА. (А 2). Если две черные полосы совпадают, то ближайшими совна- 
дающими красными полосами будут п-я линия системы полсс с длиной 
волны 2; и (п-+1)-я линия системы полас с длиной волны А.. Это означает, 
что длина волны биений равна 

4, = ВА, = (п-) А... 
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Из равенства нА, = (п +1) Х, найдем, 
А» 


что ПП: = 
АА 

Поэтому Ё ЕЕ В 
Чем меньше отличаются друг от 
друга накладываемые волны, тем болъ- 
ше дяина групповых волн. Это исполь- 
зуется при измерении длины волны 
высокочастотных колебаний. Для из- 
мерепия подбирают длину второй вол- 
ны так, чтобы при сложении воли ис- 
лучались биения с болыпой длиной 
вояны. Такие биезия легко увидеть и 
измерить с помощью осциллографа. 


Зная длину волны биений идлину вол- 
ны одних колебаний, цетрудио опре- 
делить длину волны исследуемых 
колебаний. ы 
Волны биения, которые показаны 
на рнсунке 14,— неподвижные воаны. 
Если одну или обе системы воли при- 
вести в движение, то будут переме- 
жаться и групповые волны. Скорость о 
групповых волн можно найти так же, 
как мы находили скорость движения 
групповых воли, получающихся при 
наложенни  расчесок. Она равна 
А. 95 “ая А 
ОЕ И 9 
где и, — скорость волн с длиной А, 
а и. — екорость волн с длиной А.. 
Эта формула является обобщением 
формулы, выведенной нами для рас- 
цесок. 


Рис. 





Н 
Рис. 15. 
Таким способом эту задачу решили 
Вячеслав Милешин (Бельцы, Мол- 
давия) н Александо Карленко 
(Лисичанск, Ворошиловградская обл.). По- 
хожим способом решиди се Люцмаи Цет- 
расик (Лида, Гродненская обл.) и Сер- 
гей Юшманов (Виляны, Латвия). Не- 
которые из читателей, правильно решая 
задачу, неверно подсчнтали расстояние меж- 
ду зубьями расчесок. Если расческа содер- 
жит п зубьев иа | см, то на 1 см приходится 
еще н п промежутков между зубьями (а ис 
п-—1!). Из двух крайних зубьев на одном сан- 
тиметре первый принадлежнт этому санти- 
метру. а последний — следующему. 





Ф19. Форма сообщающихся сосудов пока- 
зана на рисунке 15. Куда потечет вода по труб- 
ке, соединяющей сосуды, если нагреть воду 
в одном из сосудов? 


Рис. 16. Решение. Незавясимо от того, 
какой сосуд нагревается, вода поте- 
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Рис. 17. Рис. 18. 


чет направо. Пусть нагревается жидкость в правом сосуде. Тогда она рас- 
ширится и займет больший объем. Если бы сосуд был цилиндрическим 
(рис. 16), то давление жидкости на дно не изменилось бы: уменышнение плот- 
ности воды в точности скомпенсировалось бы увеличеннем высоты столба 
жидкости. Это следует из того, что сила давления на дно цилиндрического 
сосуда, с одной стороны, равна силе тяжести, действующей на находящую- 
ся в сосуде воду, а с другой стороны, равна давлению жндкссти иа дно, 
умноженному на илощадь дна: Р =- р%. Так как ни сила тяжести, ии изо- 
щадь дна при нагревании жидкости ие меняются, то не меняется и давление 
на дно цилиндрического сосуда. 

В коническом расширяющемся сосуде при таком-же уменьшении плот- 
иссти жидкости увеличение высоты столба менше, чем в цилиндрическом 
сосуде. Это происходит по двум причниам: во-первых, расширяется меньшее 
количество жидкости, азиачит, меньше изменение её объема; во-вторых, при 
расширении вода должна заполнить объем, заштрихованный на рисунке. 
Поэтому давление на дню сосуда при нагревании жидкости уменьшается. 
Так как при равновесии жидкости в трубке, соединяющей сссуды, давление 
у ее канца в левом сосуде должис быть равно давлению у се конца в правом 
сосуде, то жидкссть будет перетекать из левого сссуда в правый. 

Рассматривая аналогично нагревание и расширение жидкости в левом 
сосуде, мы найдем, что прн нагревании левого сосуда давление нг его дно 

.увеличивается. Это означает, что и в этом случае жидкость будет перетекать 
из левого сосуда в правый. 


Правильно решили эту задачу Владимир Метлицкий (Ангарск Иркутс- 
кой обл.) н Александр Карпенко. Ученик 8 класса Ефим Каплун (Вин- 
ница, Украина) обратнл внимание на то, что в нагретом сосуде вода испаряется ин- 
тенсивнее, чем в том, температура которого не меняется. Это должно сказаться на перс- 
теканин воды. Однако, если температуры сосудов цевысоки, то этим эффектом можио 
пренебречь. 


Ф20. Параллельно оси цилиндра радиуса К на расстоянии -5 огего центра просверлено 


7 
кр углсс отверстне. Радиус отверстия равен 5. Цнилинлр лежит на дощечке ‚которую мед- 


ленно поднимают за один кснси (рис. 17): Найти предельный угол наклона дощечки, при ко- 
зорем цилиндр еще будет находиться в равновссин. Коэффициент трения инлинлра © до- 
щечку равен 0,2. 
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Решенне. Найдем сначала } 
положение центра тяжести цилинд- 
рас отверстием. Ясно, что он должен 
лежать на прямой, проходящей че- 
рез центры цилиндра и отверстия. 
Центр тяжести целого цилиидра 
лежит на его осн, а центр тяжести 
цилиндра, заполняющего отвер- 
стие, — на оси отверстия. Рассмат- 
ривая целый цилиндр как два 
тела — цилиндр © отверстием и 
‹вставка», заполняющая отверстие, 
и обозначив через х расстояние 
от оси цилиндра до центра тяжести 
цилиндра с отверстием (рис. 18), 
мы можем записать, что 








„= Масса — вставки). Отсюда 





(М — масса целого цилиидра, М 


3 ] 
та х=-5 Ю, то есть цеитр тяжести цилиндра с отверстием находится на 


Г 
расстоянии № от его оси. 


Если дощечку медленно поднимать за один из концов, цилиндр будет 
поворачиваться, занимая устойчивое положение, при котором его центр 
тяжести будет паходиться на вертикали, проходящей через точку касания 
цилиндра с дсешечкой. Прн этом положения, которые может занимать 


1 
центр тяжести цилиндра, лежат на окружности раднуса - К с центром на 


оси дилиндра. Очевидно, что устойчивое положение невозможно, я цилиидр 
начнет скатываться без нроскальзывания, если вертикаль, проходящая 
через точку касания цилиндра с дощечкой, не пересекается с этой окруж- 
ностью (рис. 19). В этом случае момент силы тяжести относительно точки 
касания цилиидра | дощечкой не может быть равен нулю НН ирн каком 
положении цилиндра. Таким образом, угол, при котором цилиидр нач- 
с < жл 
нет скатызаться, равен СЕ = агсу п В ==аГгс чп —-. Но нам еще нужно 





6 
проверить, не начнется лн скольжение цилиндра по дощечке при менъ- 
шем угле. Скольжение наступит, когда составляющая силы тяжести 
вдоль дощечки станет равной максимальному значению силы трения: 
Мс зта, =АМ, 5 с03а. (М, — масса пилиидра с отверстием), откуда 


1 


ыы 


ей ох 5 врея 
©. —= АУСАЯ К — атс Ри О АТС 





—_—ы—ы_ы — 


И уз . 
нь 


Так как ©‚<5@“., то каченне цилипдра начнется раньше скольжения и 
АС 


цилиндр потеряет устойчивость при угле наклона дощечки 


2. 
9% = с = агс$чй 26 


Правильно решили эту задачу Люцман Петраснк, Владимир Метлицк- 
кий, Миханл Кузнецов (дер. Гольчевская Вслогодской обл.), В ладн- 
мир Корнеев (Москва), Александр Карпенко, Алексей Ефимов 
{Москва) н другие. 


Ф21. Оси якорей двух одинаковых электродвигателей постоянного тока жестко сосди - 
нены другс другом. Если к обмоткам якорей подключены олинаковые источники съ. д, с. Е. 
то угловая скорость вращения якорсй без нагрузки равиа 45; если двигатели затормозить 
так, чтобы они не вращалнсь. то через обмотки якорей идет ток Ко. Один из источников тока 
переключили так, чтобы вращающие моменты якорей были противоположиы Какой внен- 
ний момсит нужно приложить к оси якорей для того, чтобы они врашалнсь с заданной угло- 
вой скоростью &? Трение в двигателях пренебрежимо мало; магиитное поле статора созда- 
ется постояниым магинтом. 


Решение. При полностью заторможенном якоре по его обмотке идет 
Е 


Е 
ток ю=-у. Это означает, что сопротивление обмоткн якоря А = т 
о 


При вращении якоря электродвигателя в его обмотке возникает э. д. с. 
индукции Е,, пропорциональная угловой скорости вращения якоря: 

Ен== № (А — коэффициент пропорциональности). 

Запинем для электродвигателя закон сохранения энергии: 


ЕЙ = 2 ВЕ. 
Или, сократив на время Ё работы двигателя, получим 
ЕТ = РКМ; 


здесь № — мощность, потребляемая электродвигателем от сети, /2Ю — 
тепловые потери в обмотке якоря, Л — мощность, отдаваемая нагрузке, 
Ю — сопротивление обмотки якоря и / — ток в обмотке. 

Из этого уравнения следует, что ири отсутствин нагрузки (№ = 0) 
ток через обмотку якоря равен нулю. Но по закону Ома ток, идущий через 

Е-— Еи 

обмотку, должен быть равен #/= — ``. Это означает, что в отсутствие 
нагрузки э. д. с. индукции, возникающая в обмотке якоря, равна э. д. с. 
источника: Ё == Е,. 

После переключения одного из источников в обмотках якорей будет воз- 











буждаться э. д. с. Е 2 -Е-- Прн этом по обмоткам бу- 
дут идти токи 
. ЕЕ 
Е Ен к ре с Е НЕ, & \ 
Е МЕ = Го Пе, [| 
[ф 


Причем как работа источников, так и работа внешней силы будут идти на 
нагревание обмоток. Поэтому Е1, ЕЕ! --№ == И В-1?2 В. 


Так как № == Ё-и = Р-го = Мо (Е — приложенная к якорю внешняя 
сила, М — ее момент относительно оси и и = ®г — угловая скорость точек 
на поверхноств оси якорей), то, заменив №”, Г., Ги А их выражениями через 
М, в, ©, и Е, получим 


мы 


Кап тесйте.го 
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откуда Мо =- 2ЕЁо — 


ь Е. [2+2 | 
„м т = 


Ф22. Два кузнеца обрабатывают кусок 
железа Сначала ето кладут на иаковалью 
и бьют молотком по очереди. потом подве- 
щшивают к потолку и бьют одновременно с 
разных сторов. Сила хдара каждого кузие- 
на одннакова в обоих случаях. В каком 
случае кусок железа больше нагревается 
за один удар? 





Рис. 20. 


Решенне. Во втором. Ясно, что как при ударе кузнеца по куску 
железа, лежашему на наковальне, так и при ударе кузнецов но висящему 
куску железа производится одна и та же работа: роль второго кузнепа, 
ударяющего по куску железа, в первом случае берет на себя наковальня. 
Эта работа идет на нагревание куска железа н, кроме того, на совершение 
механической работы ири расширении этого железа. В том случае, когда 
железо лежит па пнаковальне, его центр тяжести при расширении подни- 
мается — совершается работа против силы тяжести. Зато в том случае, 
когда кусок подвешен, его центр тяжести при расширенин опускается. Это 
означает, что во втором случае, когда в тепло переходит не только рабо- 
та, соверюенная кузнецами, по и часть потенциальной энергии куска 
железа (работа, совершаемая железом при расширении, отрицательна), 
он нагреется за один удар болыне, чем в первом. 

Ф23. На горизонтальной плоскости находятся две одинаковые тонкостенные трубы мас- 
сы и каждая. Оси их параллельны, а раднусы равны А. Вначале одна из труб поконтся, а 
вторая катится без проскальзывання по направлению к первой до столкиовения. Скорость 


поступательного движення трубы равна г. Как зависят от времени (нарисуйте графики) 
скорости поступательного движения н угловые скорости вращения труб? 


Коэффициент трения скольження труб о горизонтальную поверхность равен А, трение 
между трубами при столкновении прснебрежимое мало. удар абсолютно упругий. 

Решенке. Так как трение между трубами пренебрежимо мало, то 
можно считать, что при соударении труб вращение одной из них не переда- 
ется второй. Поэтому, рассматривая соударение труб. мы можем це учиты- 
вать вращение первой (первоначально движущейся} трубы. 

Запишем для столкновения труб законы сохранения энергии и импульса: 


т ин т и? т 12 


ти = ти -+ть., оне И 
(2: и и. — скорости поступателыюго движения соответственно первой н 
второй труб после соударения). 

Решая эти уравнения совместно, найдем, что и =би = ша, 
то есть при соударении трубы обмениваются скоростями поступательного 
движения — точно так же, как при соударении двух одинаковых шариков. 

Рассмотрим теперь, что будет происходить с первой, первоначально 
двигавшейся трубой после удара. В системе координат, связанной с осью 
трубы, катящейся без проскальзывания по плоскости со скоростью Фо, ско- 
рость точки, касающейся плоскости, равна — 55. Это означает, что такая 
труба вращается вокруг своей оси так, что линейная скорость вращения 
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ВЕРЕВЕЕЕЕЕЕОНЕНЕЕ 











Ре нь 


вижения 
оси трубы. Поэтому первая труба после столкновения вращается вокруг 





в _ 
своей оси с угловой скоростью аа. 
Сила трения ЁР.р = Ётр (рис. 20), действующая на эту трубу, замедляет 


С Е 
ее вращение и одновременно сообщает ги ускорение а = == = Аб 


в направлении первоначального движения трубы. К моменту # эта труба 


будет иметь скорость поступательного движения #: = а = АоЁ и будет 
о р 2 —В { 
вращаться вокруг своей оси с угловой скоростью = р. Ско- 
рость постунательного движения трубы увеличивается, а скорость враще- 
ния трубы уменынается пропорционально времени. К моменту &, когда 
скорость поступательного движения оси трубы станет равна линейной ско- 
рости вращения трубы вокругоси, проскальзывание трубы относительно 


плоскости прекратится, и после этого ни скорость вращения трубы ®у, 
ни скорость поступательного движения оси трубы и, уже не будут менять- 


В —_ _ 99 
ся. Из условия Ак = и— Ар найдем, что ® — 28а - В этот момент 


со Ус 
== и ==. 
ГГ о но о 
Рассматривая аналогично движение второй трубы, найдем, что действую- 
щая на нее сила трения уменьшает скорость ее поступательного движения, 


74 
и, = и—АСЁ, и увеличивает угловую скорость вращения ©, = т . 
Г] ” 
К моменту э, ИПроскальзывание т ‘бы относительно плюскости 
- кн 


прекратится. В этот момент труба будет иметь нс меняющиеся в дальнейшем *^ 
[4 
скорость поступательного движения = 1:5 н угловую скорость 
го 
вращения вокруг оси 2 = 5р_ 
Графики зависимости скоростей поступательного движения труб и их 
угловых скоростей вращения от времени показаны ва рисунке 21. 


Верное решение этой задачи прислали Мнхаил Кузнецов и Сергей 
Юшманов. 
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ЛАБОРАТОРИЯ КВАНТА._ 


—— ЕАН | 








Г. М. Косоуров 


ПРАНЖЕВОЕ НЕБО 


В этой статье мы предлагаем не- ных клеток, которые носят наззагие 
сколько опытов по цветовому зре- палочек и колбочек. В налочках 
нию. Все они связаны с различными содержится фотохимически  чувст- 
иветовыми иллюзиями, вызванными вительный пигмент — зрительный 
пеобычиыми условиями работы гла- нурвур, или родопсин. Под действием 
за или его цветовым утомлением. света родопсин обесцвечивается и дей- 

Механизм восприятия нветов гла- ствует на первные волокна, передаю- 
зом очень сложен и до ковца еще ие кие возбуждение в мозг. При ярком 
изучен. Известно, что сетчатка глаза свете он обесцвечивается полностью 
содержит два рода светочувствитель- и палочки слепнут. В темноте идет 
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Рис. 1. При вращении изображенных здесь черно-белых дисков на инх возвикают дветные окруж 
ности, Окраска зависнт от яркости освещения н скорости вращелня. 


обратный процесс — восстановление 
зрительного  пурпура. Палочковое, 
сумеречное зрение обладает очень 
болыцой чувствительностью, но оно 
ахроматично. Палочки не чувствуют 
цвета. При достаточно большой яр- 
костн вступает в силу колбочковый 
механизм зрения. Колбочковое зрс- 
няе цветочувствительно. Есть много 
убедительных опытов, приводящих к 


выводу, что колбочки содержат фо- 
тохимически чувствительные пигЕмен- 
ты трех сортов с максимумом чув- 
ствительности в красной, зеленой и 
синей областях спектра. Различная 
степень выцветания всех трех пиг- 
ментов дает в нашем сознании ощуще- 
ние цвета и позволяет видеть мир во 
всем разнообразии красок, оттенков, 
полутонов и переходов. 
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На трехцветной природе цветового 
зрения основано воспроизведение цве- 
тов в кино, в телевидении, в цветной 
фотографии и в полиграфии. Методы 
количественного измерения цветов 
также основаны на трехцветном 
принципе. 


Однако ощущение цвета можно 
вызвать не только красками, но и, 
например, прерывистым освещением. 
Перёчертите тушью на чертежную бу- 
магу черно-белые диски, показанные 
на рисунках | (а, 6, в, г). Доста- 
точио, чтобы диски имели диаметр 
8--12 см. Вырежьте диски и приведи- 
те их в не очень быстрое вращение, 
примерно 1—3 оборота в секунду. 
Для этого можно надеть их на ось 
наматывателя кинопроектора. — про- 
игрывателя, магнитофона или просто 
сделать из дисков волчки. Вместо чер- 
ных дуг вы увидите цветные окруж- 
ности. Окраска зависит от скорости 
вращения, освещенности ‘и характера 
рисунка. Например, у диска на ри- 
сунке 1,а дуги. следующие за чер- 
ным сектором (по направлению вра- 
щения), при слабом освещении ка- 
жутся красными, а при ярком — жел- 
тыми. При некоторой скорости вра- 
щения и ярком освещении черные 
секторы кажутся синими. Полного 
объяснения этому явлению пока еще 
нет. 


Краски различаются не только 
цветом, но и насыщенностью. Если по- 
степенно добавлять к красной краске 
белила, цвет будет становиться все 
более розовым. На картинах и тем 
более на типографских копиях с кар- 
лин трудно получить насыщенные то- 
на и болышие градации яркости. От- 
ношение яркостн самой белой краски 
к яркости самой черной едва достн- 
гает ста, а в природе мы имеем дело с 
различием в яркости во много ты- 
сяч раз. Ноэтому копии с картин 
кажутся слишком бледными либо, 
наоборот, слишком темными. Это на- 
рушает один из элементов восприятия 
объемностн — воздушную перспек- 
тиву. Изображение пейзажа или жан- 
ровой сцены выглядит плоским. Зна- 
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чительно шире диапазон передавае- 
мых яркостей при проекцин на эк- 
ран днапозитивов. Именно поэтому 
так выразительны и объемны фотогра- 
фии на цветной обратимой пленке — 
слайды. 

Восприятие картины можно зна- 
чительно улучшить, освещая ее спе- 
циальным образом. Возьмите цветную 
вклейку из «Огонька», сфотографи- 
руйте ее и отпечатайте контактным 
способом с пленки на пленку кон- 
трастный черно-белый — днапозитив. 
Вставьте диапозитив в проектор с 
большим световым потоком (подойдет 
проектор типа «Свет») и спроектируй- 
те диапозитив на оригинал так, чтобы 
контуры проекции и оригинала точно 
совпадали. Результат не заставит вас 
пожалеть о затраченном труде. Кар- 
тина оживет, приобретет объемность 
и особую выразительность. Выключи- 
те проектор, и вы убедитесь, насколь- 
ко тускла и невыразительна картина 
при равномерном освещеннн. 

Следующие опыты относятся к так 
называемым последовательным цве- 
товым образам. Это явление связа- 
но с тем, что полное восстановление 
цветочувствительного пигмента — 
процесс сравнительно — медленный. 
Если продолжительное время смот- 
реть на одноцветный рисунок, а по- 
том перевести взгляд на белую бума- 
гу, стену или потолок, то белый 
цвет будет восприниматься так, как 
будто в нем недостает цвета, утомив- 
щего глаз. На белой поверхности бу- 
дет виден тот же рисунок, но окра- 
шенный в цвет, который называют 
дополнительным. Вырежьте из ивет- 
ной бумаги красный, оранжевый, жел- 
тый, зеленый, синий и фиолетовый 
квадратики размером 2Х2 см. Поло- 
жите однн из цветных квадратиков 
перед собой на лист белой бумаги н 
смотрите на него, не напрягая глаз, 
секунд трндцать. Смотреть надо, как 
говорят, в одну точку, чтобы изобра- 
жение квадрата не перемещалось по 
сетчатке. Переведите взгляд на белое 
поле, и через секунду-две вы увидите 
на бумаге четкое изображение квад- 
рата в дополнительном цвете. Так вы 
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Рис. 2. Цвета квадратиков одного ряда явля- 
ются дополиительными к цветам квадратиков 
другого ряда. 





узнаете, что дополнительным к крас- 
ному цвету является зеленый, к сине- 
му — оранжевый, а к желтому 
фиолетовый (рис. 2). Каждая пара 
дополнительных цветов в смеси долж- 
на давать белый или серый ахроматн- 
ческий цвет. 

Для смешения — дополинтельных 
цветов положите рядом два дополни- 
тельных квадратика и поставьте меж- 
ду ними стеклянную пластинку (рис. 
3). Расположите глаз так, чтобы один 
квадратик видеть. сквозь стекло, а 
другой — отражениым в стекле. Мс- 
няя наклон стекла и тем самым соот- 
ношение между световыми потоками, 
идущими от квадратиков, можно до- 
биться того, что окраска в месте ие- 
рекрытия изображений почти исчез- 
нет. Для полной ахроматизации изо- 
бражения нужен точный подбор цве- 
тов. Чаще всего получается бурая 
окраска. Но если взять два явно не 
дополнительных цвета, например зе- 
леный и желтый или красный и фио- 
летовый, яркая окраска получится 
при любой их смеси. Еще более яркие 
цветовые образы возникают, если 
квадратики класть не на белую бума- 
гу, а на дополнительный фон. 

После того, как вы приобрели опыт 
наблюдения на простых фигурах, по- 
пробуйте сделать из цветной бумаги 
апплнкацию, подобную приведенной 
на рисунке перед статьей, то есть за- 
менив в пейзаже цвета на дополни- 
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Рис. 3. 


тельные. Рассматривая картинку так 
же, как рассматривали квадратики, 
вы очень скоро научитесь видеть на 
белом фоне пейзажи в натуральных 
нветах. Для успеха нужно только 
достаточно яркое освещеине. 
Самую поразительную и самую не- 
понятную цветовую иллюзию даст 
наш: последний опыт. Мы уже говори- 
ли, что в основе воспроизведения 
цветов лежит трехцветная система. 
Если три раза сфотографировать од 
зу и ту же сцену через три свето- 
фильтра: красный, зеленый н синий — 
и, отпечатав позитивные копии, сиро- 
ектировать их тремя  проекторами 
на одно и то же место экрана через 
те же светофильтры, то на экране ио- 
явится цветное изображение с пра- 
вильной передачей цветов. При этом 
светофильтры должны быть подобра- 
ны так, чтобы в сумме они давали бе- 
лый цвет. Можно ограничиться двумя 
фотографиями через два — дополни- 
тельных  светофильтра. например, 
красный и зеленый. При этом тоже 
получается хорошая цветопередача, 
хотя и не столь совершенная, как в 
трехцветном способе. Но, оказывает- 
ся, при проекции можно ограничить- 
ся ни одним цветным светофильтром. 
Скимите одну и ту же цветную сис- 
ну, не перемещая аппарат, два раза 
на панхроматическую пленку через 
красный и зеленый светофильтры. 
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В точном подборе светофильтров нет 
необходимости. Внолне подойдут све- 
тофильтры из школьного набора. Кои- 
тактно отиечатайте на плеику пози- 
тивные копни. Полученные диапози- 
тнвы вставьте в два проектора и 
спроектируйте диапозитивы на экран 
так, чтобы контуры изображений точ- 
но совпали. Перед объективом про- 
ектора, в который вставлен днапози- 
тив, снятый через красный фильтр, 
поставьте красный светофильтр, а 
второе изображение оставьте черно- 
белым (рис. 4). Вы увидите цветное 
нзображение во всем богатстве кра- 
сок, несмотря на то что проектируете 
вы только красное ин черно-белое 
нзображения с разным распределе- 
ннем света и тени. Любые объектив- 
ные исследования света, отраженного 
разными местами экрана, дадут толь- 
ко красный цвет различной степени 
чистоты или насыщенности. Ощуще- 
ние цветов в данном случае чисто 
субъективное. Проекторы лучше 
включать через автотрансформаторы 
(рис. 4), чтобы можно было незави- 
имо регулировать освещенность, 
даваемую на экран каждым из них. 
Как правило, ощущение наиболее 
правильной цветопередачи возникает 
при небольшой освещенности экрана. 

Таким образом, простое и очевид- 
ное полно тайий и загадок. 
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Скользкость льда 


Один амглийский физик 
печатно сознался, что мы до 
того привыкли к скользко- 
сти льда, что если бы его — 
до того как он сам задумал- 
ся над этим вопросом — 
спросили невзначай, отчего 
лед скользкий, он ответил 
бы: «оттого что оп скольз- 
кий», и только подумавши, 
пришел бы к правильному 
объяснению. 

В местах, в которых но- 
га нажимаст на лед нли 
снег, онн под влиянием дав- 
ления, вызываемого весом 
тела. плавятся, —и между 
ногой ни почвой получается 
слой жидкой смазки, кото- 
рая значительно уменьшает 
силу трення и делает снег 
н лед  скользкимн, как 
скользка панель. покрытая 
слоем жидкой грязи. Когда 
нога сходит с места, смазка 
эта снова замерзает, обра- 
зуя на снегу ледяной след. 

Что туг не в степени 
гладкости дело, видно из то- 
го, что самый шероховатый 
н бугристый лед является 
едва ли не более скользким, 
чем зеркально гладкий, — 
потому что у последнего 
нлощадь соприкосновения с 
ногой больше. а следова- 
тельно. давление ноги на лед 
меньше. 

Вообще, чем на меньшей 
поверхности сосредоточено 
давленне тела на. лед и чем 
менее низка температура 
льда. тем более скользким 
должен он быть. Поэтому на 
коньках можно скатиться 
дальше с горы, чем без конь- 
ков. и кататься за коньках 
тем легче, чем температура 
ближе к 0”. Когда темпера- 
тура воздуха выше 0°, лед 
становится рыхлым, по 
крайней мере в верхних сло- 
ях, и коньки слишком вре- 
заются в лед. В большие же 
морозы коньки как бы при- 
лниают ко льду: жидкой 
смазкн образуется очень ма- 
ло. и она замерзает раньше, 
чем нога успеет сойти с ме- 


ста. 
Проф. Б. Вейнберг. 
«Снег, иней, град, лед и лед- 
ники», 1919 г. 
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Сколько 
полюсов 
у магнита 


Н. А. Минц 


Конечно, все знают, что у магнита 

два полюса — северный и южный. 
Убедиться в этом совсем легко. Если 
взять металлическую железную спицу 
или линейку и гладить ее ялостоян- 
ным магнитом все время в одном и 
том же направлении, то спица иамагия- 
чивается. С помощью компаса легко 
узнать, какой из концов спицы стад 
северным полюсом; а какой — юж- 
ным. Если спицу разломать, то каж- 
дый из ее кусков будет отдельным 
магнитом, и у каждого будет, конеч- 
но, два полюса — северный и южный. 
На сколько бы частей мы ни поломали 
спицу, У каждого из кусочков всегда 
будет два полюса — северный и юж- 
ный. 

Опыт с намагничиванием железной 
полосы проделал ученик 8 (теперь 
уже 9) класса из г. Артемовска Донец- 
кой области Игорь Гофман, но у пего 
получился магнит с удивительными 
свойствами. Вот что он пишет: «В ка- 
честве полосовогс магнита я исполь- 
зовал стальн`ю вамагниченную ли- 
нейку, а для определения снловых 
линий — металлические опилки. По- 
лучилась картина, на которой видны 
5 полюсов (рис. 1). Ведя компасом 
вдоль линейки, я заметил, что стрелка 
поворачивается то одним, то другим 
концом, что доказывает наличие раз- 
ноименных полюсов». 

В чем же дело? Только что мы с 
уверенностью говорили о том, что у 
магнита всегда два полюса, а у магни- 
та, сделанного Игорем — несколько. 
Картина магнитных силовых линий 
выглядит так, как будто иесколько 





Рис. 1. 


магнитов положены один за другим 
и их одноименные полюсы соприка- 
саются (рис. 2). Конечно, у магнита, 
показанного на цашем рисунке, че- 
тыре полюса — два северных и два 
южных, но если мы будем проверять, 
где какие полюсы у нашего магнита с 
помощью компаса, то нам будет ка- 
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заться, что у неготри полюса — два 
северных по краям и южный госере- 
дине. 

Игорь не пишет, как ему удалось 
получить магнит с несколькими по- 
люсами. Это можно сделать так. Взять 
спицу и гладить ее одновременно од- 
нонменными полюсами двух магнитов 
от середины вправо и влево. Полу- 
чится магнит с тремя полюсами. Боль- 
\\ее количество полюсов можно по- 
лучить, намагнитив только концы спи- 
цы, или при помощи катушек. Нуж- 
но включить несколько катушек так, 
чтобы магнитные поля, создаваемые 
соседними катушками, были противо- 
положны. Еслн теперь внутрь катушек 
поместить стержень, сделанный из 
высококачественной магнитной стали, 
и затем выключить ток, то стержень 
будет иметь несколько полюсов. При 
этом катушки должны быть достаточ- 
но длинными, так как короткие маг- 
ниты очень легко размагничиваются. 
Связано это вот с чем. Любой магнит 
можно размагнитить, если поместить 
его во внешнее магнитное поле, на- 
правленпное против поля внутри са- 
мого магнита. Но магнитные поля, 
создаваемые самим магнитом внутри 
и снаружи, направлены про- 
тивоположно (рис. 3). Внешнее поле, 
создаваемое самим магнитом, размаг- 
ничивает его. Чем короче магнит, тем 
сильнее внешнее размагничивающее 
50 
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поле, которое он создает при той же 
намагниченности образца. Поэтому 
длинные магицты сохраняются луч- 
це, чем короткие, и очень короткие 
магниты нельзя получить. 
Сиюсобнссть сохранять намагни- 
ченность зазисит не только от рас- 
стояний между полюсамн, но и от 
свойств материала, из которого сде- 
лан магнит. Например, магнитофон- 
ная лента, иа которой записана му- 
зыка, состоит из больнюго числа ко- 
ротких поперечных магнитиков. Эти 
магнитики отличаются друг от друга 
величиной поля, которое они созда- 
ют. Можно оценить количество таких 
магнитиков на | мм ленты. Будем 
считать, что звуковая частота 1000 гц 
н лента движется со скоростью 10 см/сек. 
Тогда количество магнитиков в одном 


1000 
салтиметре будет Що 100. То 
есть [0 магнитиков в каждом милли- 


метре! 

Па рисунке & показано чередова- 
ние областей с различной магнитной 
ориентацией в кристалле. Светлые 
полосы — северный полюс направлен 
на зрителя, темные — наоборот. Син- 
мок получен в специальных усло- 
виях под микроскопом. Увеличено 
в 500 раз. 


ВСЕСОЮЗНАЯ ЗАОЧНАЯ ОЛИМПИАДА 


Условия олимпиады 


Мы губликуом тексты задач Всесоюзной заочной олимпиады по мате- 
матике, физике и химин для учащихся школ и других средних учебных 
завсдений. Эта олимпиада, ставшая уже традиционной, является состав- 
ной частью Всесоюзных физико-математической и химической олиминад. 

Те, кто уснешио справятся с задачами заочной олиминады, будут при- 
глашены на областные (краевые, республиканские) олимпиады на равных 
правах © победителями районных олимннад. Приглашения будут рассы- 
латься органами народного образования по домашним адресам. Лучшие 
из победителей областных н республиканских олимпиад примут участие 
в заключительном туре Всесоюзной олнимпнады, а также будут приглашены 
в летнюю школу Сибирского отделения Академии наук СССР. 

Перед каждой задачей в скобках указаны классы, для учеников которых 
она нредлагастся, однако можно попробовать свои силы и на задачах для 
более старших классов. Чтобы стать победителем олиминады, не обяза- 
тельно решить много задач. Иногда достаточно остроумного решения одной. 
Но решить задачу — это не значит только дать ответ; нужно обязательно 
обосновать его, дать точное доказательство. Задачи не требуют никакнх 
знаний, выходящих за пределы программы средней школы. Решення задач 
по каждому предмету должны высылаться в отдельном конверте стандарт- 
ного формата. На конверте указать название предмета. В пнсьмо нужно 
вложить согнутый вдвое конверт с обратным домашним адресом и маркой 
(в этом конверте вам пришлют извещение о результатах работы). Решения 
надо писать очень разборчиво. Условия задач не переписываются, но ука- 
зываются их номера. 

В начале письма не забудьте указать (разборчиво): 

1. Свою фамилию, имя н отчество. 

2. Почтовый домашний адрес (подробный). 

3. Класс, школу (училище, техникум ит. д.), адрес. 

4. Фамнлию, имя и отчество своего учителя по данному предмету. 

Последний день, когда вы еще можете послать решение, — | февраля 
1971 года (по почтовому штемпелю). Письма, отправленные позже, рассма- 
триваться не будут. 

Участники олимпиады направляют решения по адресам: 

— проживающие в Сибири, Казахстане, на Дальнем Востоке и в Сред- 
ней Азии: Новосибирск, 90, Олимпиада; 

— проживающие в Карельской и Коми АССР, в Архангельской, Воло- 
годской, Калининградской, Кировской, Ленинградской, Мурманской, Нов- 
городской и Псковской областях РСФСР: Ленинград, В-164, ЛГУ, Олим- 
пнада; 

— жители остальной территории Европейской части РСФСР, включая 
Урал: Москва, В-234, МГУ, Олимпиада; 

— жители Эстонской ССР: Тартуский государственный университет, 
Олимпиада; 

— живущие в остальных республиках — в адрес университета столицы 
своей республики, с пометкой «Олимпнада». 

Центральный оргкомитет обращается ко всем родителям, учителям 
математики, физики, химин и директорам. школ с просьбой ознакомить 
с условиями задач старшеклассников. 

Желаем всем участникам олимпиады самых больших успехов. 


Центральный оргкомитет Всесоюзной олимпиады школьников 


Кизи. госсглю.ги 
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]. (7—10) В футбольном турнире участ- 
вуют 19 команд. Доказать, что в кажлый 
момент турнира найдется команда, сыграв- 
шая четное число матчей (быть может, ни 
одного). 

2. (71—10) На клетчатой бумаге со сто- 
роной клетки, равной единице, проведена 
произвольная окружность радиуса А> 1. 
Доказать, что внутри этой окружностн 
лежит не менее л(Е— 1)? узлов сетки. 

3. ((—10) В квадрате 5 на 5 закрашены 
16 клеток. Доказать, что можно выбрать 
в нем квадрат 2 на 2 такой, в котором закра- 
шено не менсе трех клеток. 

4. (7-8) Доказать, что число 1970 нель- 
зя представить в виде разности квалратов 
двух целых чисел. 

`5. (7—8) Можно ли из 99 одинаковых 
квадратных плиток составить замкиутую 
цепочку (так, чтобы каждые два соседних 
квадрата имели общую сторону и ие налегали 
друг на друга)? 

6. {7—10) В равнобедренном треуголь- 
нике АВС с оспованием АС проведена бис- 
сектриса СР (р — точка на боковой стороне 
АВ) и прямая РЕ. перпендикулярная СВ 
(Е — точка на прямой АС). Доказать, что 
СЕ=ЗАР. 

7. (9—10) Доказать, что хотя бы одно 

лм _ 3 ге 
на двух чисел И: Ул не превосходит|/З; 
т и п — любые натуральные числа, боль- 
шие 1. 

8. (8—10) Виутренияя точка  четырех- 
угольннка АВСО пазывастся симпатичной, 
еслн сумма площадей треугольников АРВ 
и СРБ равна сумме площадей треугольни- 
ков ВРС и РРА. У каких четырехуголь- 
ников имеются три симпатичные точки, 
не лежащие на одной прямой? 

9. (8—10) Разить относительно х урав- 
нение 

| 1 1 1 


и Е 
хта-хгь-хгафьы-х. 





10. (7—10) Можно ли представить еди- 
ницу в виде суммы 


о 
п, ме Кл о: 





Пуоти ' 


гле П1, Ло, ПЗ, ..., Лу — различные нечет- 
ные натуральные числа? 


Физнка 


1. (8) Тяжелый прут согчули в середине 
плод углом 90° и подвесили свободно за олин 
из концов. Какой угол с вертнкалью обра- 
зует прикрепленная сторона? 

2. (8) При прохождении потока нейтро- 
нов через пластиику кадмия толщиной | мм 
количество частиц уменьшилось на 15%, 
а их скорость ке изменилась. Какая доля 
потока нейтронов пройдет через пластинку 
толщиной 8 им из того же материала? 
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3. {<8—9) Математический маятник длины 
Ги массы т раскачивают следующим обра. 
зом: каждый раз, когда маятник проходит 
положение равновесия, на него в течевие 
короткого промежутка времени действует 
сила Р, направленная параллельно скоростн. 
Через сколько колебаний маятник откло- 
ннтся на 902 

4. {8—10) Пуля массы п, летевшая с иа- 
чальной скоростью и пробивает один подвс- 
шенный грузик массы т и застревает во вто- 
ром таком же. Пренебрегая временем вэаимо- 
действия пули с грузиком, иайти количества 
тепла, выделнвшегося в первом грузике, 
если во вгором выделилось количестяо тепла, 
равное ©. 

5. (8-10) Одноролная нить свободно ви- 
сит так, что оба ее коица находятся на оли- 
наковой высоте. Натяжение нитн в нижней 
точке Т. Масса нити м. Найти натяжение 
вблизи точки подвеса. 

6. (9—10) РК диаграмма нроцесса над 
идеальным газом представляст собой парал- 
лелограмм (рис. !). Изобразить ГУ ди- 
аграмму этого процесса. 

7. (10) Найти заряд на заземленной пла- 
стине конденсатора (рис. 2). 

8. (10) Трем одннаковым изолированным 
конденсаторам емкостью С каждый были 
сообщены заряды ди, дан 93 соответственно. 
Потом коидеисаторы соединили так, как 
показано на рисунке 3. Какие зарялы ос- 
тались на конденсаторах? 

9. (10) Схема, изображениая на рисунке 
4, полключена к источнику переменного 
напряжения с амплитулой 220 в и пернолом 
1/50 сек. Найдите максимальное значение 
напряжения па сопротивлении Ю и долю 
пернода, в течение которой ток в цепн от- 
личен от нуля. Нарисуйте график зависимости 
падення напряжения иа сопротивлении 
Ю от времени. Считать, что ззвисимость 
тока, идущего через днод от приложенного 
к нему напряжения (изображенная на гра- 
фнке пунктиром) с достаточной точностью 
представлястся ломаной АВС. Внутреиним 
сопротивлением батареи можно пренебречь. 

16. (9—10) В системе оптической связи 
передающий луч лазера имеет вид конуса 
с углом при вершине я—10-—* рад (угол 
расходнмости пучка). В приемном устрой- 
стве световая энергия фокусируется с по- 
мощью линзы диаметра Р--{! м на фотоэле- 
мент. Оказалось, что при изменении рас- 
стояння 2 между передатчиком и приемни- 
ком с 5 до 10 км сигнал на выходе фото- 
элемента уменьшился из-за поглощения света 
в атмосфере в 2 раза. Во сколько раз кзме- 
нится сигнал при изменении расстояния 2 
с 10 до 20 км? 


Химия 


1. (8) Если предположить. что Тувгус- 
ский метеорит, взорвавшийся в 1908 г., 
был железокаменным и его осколки попали 
в землю, то ие можете ли вы сказать, какие 


хнмические процессы произошли с этими 
ссколками за время их пребывания в земле? 
{В состав метеоритов входят: железо, магний, 
никель, кремний; почвы в районе взрыва 
кислые, глубииа залегания осколков ие бо- 
лее 0,3 м.) 

2. (8) Имеются три сплава: припой, 
латунь и броиза. Какие реакции нужно 


провести, чтобы определить каждый из 
сплавов? 
3. (8) При натгреваини 12,8 г белого 


кристаллического вещества оно полностью 
разложнлось на азот и воду. При 07 С объем 
выделившегося азота составил 4,48 л. Оп- 
ределите, какое вещество было нагрето. 

4. (8) При стоянии железистых минераль- 
ных вод нз них выделяется осадок. Как 
избежать этого явления? Объясиите про- 
цессы, протекающие при этом. 

5. (9) Прин добавлении нескольких ка- 
пель раствора соляной кислоты к насыщен- 
ному раствору хлорида серебра раствор 
мутнеет, но если добавить значительное ко- 
личество раствора НС!, раствор вновь ста- 
иовнтся прозрачным. Объясните эти явления. 

6. (9) На 31,6 г перманганата калия по- 
действовали концентрированной соляной книс- 
лотой. Газообразный продукт реакции пол- 
ностью израсходовался на взаимодействие 
с 625 мл раствора сернистой кислоты кои- 
центрации 0,8 М. Спределите концентрацию 
ионов водорода в растворе, полученном при 





Рис. 3. 


взаимодействии газа с сернистой кислотой. 
Какое количество 36% солямой кислоты 
({4— 1,18} потребуется для взаимодействия 
перманганатом калня> 

7. (9) Опишите принцип действня бата- 
рейки для карманного фонаря. Приведите 
уравнения реакций, протекающих в ней. 

8. (93—10) Определите, как изменится 
давление в изолированной системе при превра- 
щении озона в кислород при температуре 
527°С, если на преобразование грамм - моля 
озона Из кислорода расходуется 34 ккал, 
а теплоемкость кислорода — составляет 
5 кал/моль -град. 

9. (10} Почему для удаления лакокра- 
сочных покрытий, изготовленных на осиове 
натуральных высыхающих масел, применяют 
водный раствор КОН? 

10. (10) Исходя из неорганических ве- 
ществ сннтезируйте щавелевую кислоту, ме- 
ченую полностью: а) изотопом водорода — 
дейтернем; 6) изотопом углерода С!13; в} дей- 
тернем и С!3. Исходным матерналом для по- 
лучения углерода СЗ? служит карбонат 
бария, меченый С). 

И. (10) Для нейтрализации 10 г спир- 
тового раствора смеси анилина н фенола 
потребовалось 49,02 мл 2,24% раствора ед- 
кого калия (4==1,02), а при добавлеини к баг 
того же раствора избытка бромной воды 
получено 8,26 г осадка. Найдите концентра- 
цию анилииа и фенола в исходном растворе. 


КЗ. госсипю-гы 





РЕМ 


Рис. 4. 
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ПРАКТИКУМ АБИТУРМЕНТА 
НЕНИЯ АЛЬ 
ГРОСТРАНСТВЕННОЕ 


2 ОХО ЕЕ езовизойоз 


Н. Г. Федин 


Скрещивающиеся прямые 


1. Нарисуем две скрещивающиеся 
прямые а и 6. На рисунке 1 дано их 
изображение. 

Вы удивлены, что прямые изобра- 
жены параллельными? Напрасно. Это 
верный чертеж, хотя и не наглядный. 
Известно, что скрещивающиеся пря- 
мые аи 6 можно расположить в па- 
раллельных плоскостях а и В так, 
чтобы прямеч а лежала в плоскости 


а 
б 


Рис. 1. 
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&, а прямая Ь — в В, а затем спроек- 
тировать их на плоскость 1, пере- 
секающую плоскости @ и Р (рис. 2). 
В этой плоскости мы и получим изобра- 
жения а: и 6, прямыхан 6. 

2. Пусть даны две скрещивающие- 
ся прямые ан фи точки А,, А, 
на прямой а и В,, В. на прямой В 
ть 3). Проведем прямые А.В, н 

ВЕ 


АДАМА 


Рис. 2, 





Рис. 3. 


Могут ли эти прямые пересекать- 
ся?. 

Конечно, чертеж нас может под- 
вести. Но если допустить, что пря- 
мые А.В, и А.В, пересекаются, то 
нолучится, что четыре точки Ау, 
А», В., В» лежат водной плоскости, а 
следовательно, будут лежать в одной 
плоскости и исходные прямые, чего 
не может быть. Мы приходим к выво- 
ду, что прямые А.В, и А.В. не 
могут пересекаться. 

3. Имеет ли фигура, состоящая из 
двух скрещивающихся прямых, центр 
симметрии? 

Может показаться, что центр сим- 
метрии у двух скрещивающихся пря- 
мых существует н совпадает с сере- 
диной М их общего перпендикуляра 
(рис. 4). Однако это не так. В самом 
деле, если бы центр симметрии у этих 
двух прямых был, то прямая а при 
центральной симметрин перешла бы 
в параллельную прямую 6, но Ь 
не параллельна а. Следовательно, 
скрещивающиеся прямые не могут 
нметь центра симметрии. 

4. Имеют лн две скрещивающиеся 
прямые ось симметрии? 

Этот вопрос значительно труднее 
вопроса о центре симметрии скрещи- 
вающихся прямых. Оказывается, что 
две скрещивающиеся прямые имеют 
три оси симметрии: {1, [5 и (5. Одна 
из них является общим перпендику- 
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Рис. 4. 


ляром к исходным прямым аи 6. 
Две другие взаимно перпендикуляр- 
ны, пересекаются в середине М от- 
резка КР и являются биссектрисамн 
смежных углов, образованных пря- 
мыми а, и 6,, соответственно парал- 
лельными а и 2 (рис. 4). Попытай- 
тесь доказать этот факт самостоятель- 
но. 


Решение планиметрических задач 
стереометрическим способом 


Обычно планиметрические задачи 
решаются на плоскости, а стерео- 
метрические задачи связываются с 
изображением пространственной фи- 
гуры на плоском чертеже. Такие прие- 
мы решения задач или доказатель- 
ства теорем никого не удивляют, они 
являются общепринятыми. А вот ре- 
шение планиметрических задач сте- 
реометрическим, пространственным, 
трехмерным способом — это уже не- 
обычно и любопытно. Конечно, ре- 
шаются этим методом далеко не все 
задачи, а только задачи определен- 
ного типа. 

5. На плоскости даны три луча, 
исходящие из одной точки (рис. 5, а) 
и делящие плоскость на три угла, 
каждый из которых меньше 180°. 
В каждом из трех углов дано по одной 
точке: А!, Ву и С, — так, что эти 
точки не лежат на одной прямой. 
Требуется построить — треугольник 
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Рис. 5, а. 


АВС, вершины которого лежат на 
данных Лучах, а стороны проходят 
нерез данные точки. 

Решить эту задачу планиметрн- 
ческим путем трудно, однако стерео- 
метрически она решается довольно 
легко. Представим себе (рис. 5, 6), 
что лучн образуют в пространстве 
ребра трехгранного угла с вершиной в 
точке О. Точки А!,В‚, С, представим 
себе раслоложенными в гранях трех- 
гранного угла. Эти’ точки определя- 
ют некоторую плоскость. Обозначим 
эту плоскость через В; она пересечет 
грани трехгранного угла по искомым 
сторонам ВС, СА и АВ. Осталось 
построить линии пересечения плос- 
костей граней трехгранного угла с 
плоскостью В. 

Для этого спроектируем данные 
точки на плоскость хОу параллельно 
О:. Точки А,, В,, С, перейдут 
соответственно в точки А., Ву, С\ 
(точка С, останется на месте). 

Таким образом, мы свели задачу 
к проекциониой, что в школе часто 
называют задачей на сечение много- 
гранного угла плоскостью. Находим 
точку х, пересечения прямой А,В, 
с плоскостью хОу, это будет точка 
пересечения прямых А.В, и А, В.. 
Точки х, и С, лежат и в плоскости В, 
и в плоскости хОу, следовательно, 
секущая плоскость В пересечет плос- 
кость хОу по прямой х.С1. 

Затем найдем точки пересечения 
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прямой х.С, с лучами (ребрами) 
Ох, Оц, получим точки А н В. Проводя 
ВА, и АВ,, получим в пересечении с 
осью (лучом 02) третью точку —- 
вершину С искомого треугольника 
АВС. Пространственное представле- 
ние помогло нам найти ндею решения 
нланиметрической задачи. 

6. На плоскости даны два тре- 
угольника АВС и А,В,С, такие, что 
прямые АА,, ВВ, и СС, пересека- 
ются в одной точке $5, а прямые 
АВиА,В,, ВСи В.С,, АСмА,С, 
пересекаются в точках х, у и 2. 
Доказать, что точки х, у и г лежат 
на одной прямой {[. 

Эта задача известна в. геометрии 
нод названием теоремы Дезарга *). 

Вот идея ее — доказательства. 
Представим себе, что точка 5 явля- 
ется вершиной пирамиды с основани- 
ем АВС и секущей плоскостью А.В,С, 
(рис. 6). Тогда прямые АВ, ВС и 
АС лежат в плоскости АВС, а пря- 
мые Д,В., В.С, и А,С, лежат в 
глоскости А,В.С.. Поэтому точки 
х, у, 2 лежат и в плоскости треуголь- 
ника АВС, и в плоскости треуголь- 
ника 4,В,С., то есть они расположе- 
ны на линии пересечения этих плос- 
костей, на прямой [. 

Строгое доказательство теоремы 
Дезарга проведите самостоятельно. 








*) Жерар Дезарг — французский  мате- 
матик и ивженер (1533—1662). 


Рис. 6. 


Условне, что прямые ААД,, ВВ, н СС, 
пересекаются в одной точке 5, использовано 
вот в каком месте: прямые АВи А.В, (и дру- 
гие) ме скремиваются в пространстве, а пе- 
ресекаются в точке х. В дальнейших рассуж- 
дениях участвуют только плоскости треуголь- 
инков, о пирамиде можно забыть. 


Интересно, справедлива ли эта 
теорема для четырехугольников АВСО 
-и А.В. С.) ,, у которых прямые АДу, 
ВВ:, СС, и ОО, пересекаются в од- 
ной точке 5? Булут ли при этом усло- 
вии четыре точки пересечения про- 
должений сторон АВ и А.В., ВС 
н В,С,, СриС,О.,РАир,А, лежать 
на одной прямой? Вообще говоря, 
это не так. Для двух четырехуголь- 
ников аналогичная теорема будет вер- 
на при некоторых дополнительных 
условиях. 

Постарайтесь самостоятельно най- 
тн эти условия. 
`° Указание. Рассмотрите пря- 
мую, соединяющую точки пересече- 
ния диагоналей четырехугольников. 


Интересно, что в условиях задач 
не фигурировали ни длина отрезков, 
ни величина углов. В этих задачах 
речь шла только о точках пересече- 
ния прямых и плоскостей, о принад- 
лежности точек прямым. Планимет- 
рическую фигуру мы рассматривали 
как проекцию некоторой простран- 
ственной фигуры на плоскость. Такой 
метод проекции или проектирования 
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Рнс. 7. 


характерен для особой ветви геомет- 
рии, которая называется проектив- 
ной геометрией. 


Пересечение и изображение фигур 


Рассмотрим несколько задач. 


7. Дана треугольная пирамида 
АВСДО с вершиной О. На продолжени- 
ях сторон СА н СВ взяты точки КиР 
такие, что АС = 2АК и ВС = 2ВР; 
М — середина ребра СО. Через точки 
К, Р, М проведена секущая плос- 
кость. В каком отношении эта плос- 
кость разделит объем пирамиды? 

Для решения задачи посмотрим, 
что представляет собой сечение пира- 
миды плоскостью КРМ, то есть плос- 
костью, определяемой тремя точками 
К, МиР (рис. 7). 

Треугольники АВС и КСР по- 
добны, следовательно, КР||АВ. Тогда 
КР параллельна плоскости. АВО, 


З 
КР = - АВ. Секущая — плос- 


кость пересечет грань АВР по отрезку 
А.В,, параллельному КР, э следо- 
вательго, параллельному и АВ. Про- 
ведем среднюю линию МЕ треуголь- 
ника ВСО, СЕ = ЕВ = ВР, МЕ|ВРО. 
Замечаем, что ВВ, — средняя линия 
треугольника МРЕ, откуда ВО = 
= 2 МЕ = 4ВВ,, следовательно, 
А.В, = 3/. АВ (треугольники АВО и 
А,В,Р подобны). Площади подобных 


5 


речь ыы чи 





Рис. 8. 


фигур относятся, как квадраты сход. 
ственных сторон, поэтому 


9 
Зла, В.Р. = 35 лавр. 


Пусть У — объем пирамиды АВСДО. 
При вычислении объема У, пи- 
рамиды А,В,МО целесообразно’ за 
ее основание принять грань А,В.Д. 
Тогда высота Нм будет составлять 
половину высоты Нс, так как М — 
середина отрезка СО. Имеем: 


9 
16 А Аво Хх 


<: - 


1 
У, = блл,в,оНм = 


Н 9 
ке 2-е 


. = (з 5 лвьНс) = 5. 
Объем нижней части пирамиды У” 
будет составлять 23/;, от объема 
пирамиды АВСО. Теперь иаходим 
отношение объемов верхней и ниж- 
ней частей пирамиды: У’:У” == 9:83. 

8. Ла плоскости стола расположе- 
ны четыре шара радиуса Ю, касаю- 
щиеся друг друга (центры шаров об- 
разуют квадрат}. Затем в «ямку», 
образованную этими шарами, поло- 
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жен пятый мар того же радиуса. 


Найти расстояние от верхней точки. 


пятого шара до плоскости стола *). 

Изобразив центры шаров и обозна- 
чив их О,, О., Оз, О’, Оь (рис. 8), не- 
трудно найти искомое расстояние МР 
как сумму длин отрезков МО, -О,О-- 
--ОР, оно будет равно 2В--0,0. 
Отрезок 0О,О — высота правильной 
пирамнды, у которой все ребра рав- 
ны 2Ю — расстоянию между центрами 
шаров. 


В заключение предлагаем вам са- 
мостоятельно решить несколько за- 
дач. 


Упражнения 


1. На плоскости стола расположены три 
шара, касающиеся друг друга ин имеющие 
радиус Ю. Затем в «ямку», образованиую 
этими шарами, положен четвертый шар того 
же радиуса. Найти расстояние от верхией точ- 
ки четвертого шара до плоскости стола **). 

2. Дан усеченный конус с осью 00,—= 
и раднусами основания ги В. На окружно- 
стях оснований берутся всевозможные точки 
ЛиВ такие, что Аи В лежат на разных ок- 
ружиостях и 00, и ДВ — скрещивающнеся 
отрезки. Найти границы изменения расстоя- 
ния между ОО, и АВ. 

3. Вершина $ правильной треугольной 
пирамиды АВС$ перемещается по высоте 0$ 
в бесконечность, а затем по высоте приблн- 
жается к нлоскостн основания. В каких гра- 
ницах будет изменяться лннейный угол дву- 
граиного угла при ребре 45? 





*) Интересный вопрос но физнке: какова 
должна быть сила трения между шариками и 
между шариками и столом, чтобы все это со- 
оружение ‘не рассыпалось ? 

**) Тот же вопрос по физике. 
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(1 делании 


Помещая рецензию профессора А. Ф. Хрусталева 
на одно НЗ пикобий по математике для поступаницих 


в вуз И НОолНОсЬю 601 лашаясь С ЕТО отринательной 


Ли оценкой, редакция хочет обратить внимание на ти. 
что за посдезние голы резко возросло часло Таких 
ПОМОЩЬ посабий. которые лелнюг ил залач конкуреных экза- 
мецов как бы особую  «наукулр овладение которой 
ПОСТУПАЮ- 


становится иснозможным без специальноге натаски- 

вания; зачастун: это дурно влияст на практику иколь- 

ного преподавания математики. заставляет учителей 

приспосабливаться к таким конкурсным изобретепи: 

ям. которые ничего общего не имеют с действитель- 

ными требованиями к математической подготовке бу- 
ЩИМ? аминх сгудентов, расходятся с духом вовой школь- 
ной поограммы по математике, часто оказываются 
наже се в научном отношении. 


А. Ф. Хрусталев 


Повышение требований к знани- 
ям поступающих в высшие учебные 
заведения привело к большому спросу 
на методические пособия для углуб- 
ленного изучения дисциплин  сред- 
ней школы, в частности математики. 
Среди этих изданий многие обладают 
высокими педагогическими достоин- 
ствами и отличаются удачным  под- 
бором материала. Однако, как это 
ни печально, издаются и книги, напи- 
санные небрежно, с существенными 
логическими недостатками, а иног- 
да и грубыми ошибками. Их авторы, 
вероятно, не чувствуют той большой 
ответственности, которую они берут 
на себя, выступая перед готовящейся 
к вступительным экзаменам моло- 
дежью с непродуманными рекоменда- 
ЦИЯМИ. 

Ленинградская организация об- 
щества «Знание» выпустила пособие 
по математике*), предназначенное для 
поступающих в высшие технические 
учебные заведения. Как указано в 
предисловии, авторы книги большое 
внимание уделяют узловым моментам 
теории, указывают методы и приемы 


решения многих примеров и задач 
повышенной трудностн. 

Не будем обсуждать сейчас некото- 
рые общие методические установки 
авторов или целесообразность вклю- 
чения в пособие тех или иных разде- 
лов (особенно в связи с их несоответ- 
ствием программе вступительных эк- 
заменов и уровню требований к по- 
ступающим во втузы). Очень  серь- 
езные претензии к книге вызывают 
имеющиеся в ней довольно многочис- 
ленные неточности и даже ошибки, 
допускаемые авторами при решении 
многих задач. 

Так, в примере 89 (стр. 100) при- 
водится следующее «доказательство» 
тождества — агсх + агс в х=л/2: 
«Пусть агс4в х=@а, тогда 1ва=х. 
Пусть агсёё х=В, тогда сё В=х. 
Из этих уравнений следует, что {ва 
— сё В, т.е. жи В — дополнительные 


*) П.В. Григорьев, П. А. Собо- 
лев, И. С. Серебрянский, Н. В. 
Травни, Знания — молодежи. (В помощь 
поступающим в высшие учебные заведения.) 
Математика, «Знание», Л., 1970, 230 стр., 
тнраж 215 500 экз., цена 44 коп. м 


углы. Значит, & --В =- л/2. Возвра- 
щаясь к старым обозначениям, полу- 
чим агс4ях -- агсс х=л/2, что и 
требовалось доказать». Ясно, что при- 
веденное рассуждение лишено смыс- 
ла. 

Обратимся к задаче 24 (стр. 120): 
«Доказать, что если корни х, и Хх» 
уравнения рх?- пх--п=0 таковы, что 
хих»=а/Ь, то 

ТЕ ТЕ 
ру У 
(2520, 5520, п-Е0, руе0)». Сразу ясно, 
что равенство (1}, в левой части кото- 
рого стоит сумма трех арифметичес- 
ких корней из ненулевых чисел, мес- 
та иметь не может. Тем не `ченее в кни- 
ге приводится его «обоснование». 

На той же странице решается прн- 
мер 25: «Доказать, что уравнение 
х?--ах --| =0 не имеет рациональных 
или целых корней, если а — целое 
и [а] 5=2. Прежде всего бросается в 
глаза неудачная формулировка ус- 
ловия: ведь в главе | уже разъясня- 
лось, что целые числа есть подмно- 
жество чисел рациональных. Далее, 
в доказательстве авторы нигде не ис- 
пользуют условие |а| 5-2 и ошибочно 
считают, что т — всегда дробь. 
Между тем случаи т=-! как раз 
и исключаются ограничением а5=-Е2. 

Решая пример 76 (стр. 97): «До- 
казать, что если |4|]<1 и зта-- 

` : [1] 
= Аз (@ В), то {8 (© + В) На 
авторы обращают внимание лишь на 
формальные выкладки, не обосновны- 
вая их закономерность. В частности, 
не объясняется роль ограничения 
14|<!. Кстати, условие этой задачи 
сформулировано некорректно: необ- 
ходимо еще дополнительно предпола- 
гать, что соз В5А (см. также задачу 
174 на стр. 178). 

Весьма неудачно, что при рас- 
смотрении систем тригонометрических 
уравнений авторы обозначают одной 
и той же буквой разные целочислен- 
ные параметры, появляющиеся в ре- 
щении. Это может сильно запутать 
читателя, затруднить отбор необходи- 
мых корней (примеры 208, 210— 
214 на стр. 193—195). Да и сами авто- 


$ 
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ры из-за этого впадают в грубую 
ошибку при решении задачи 242 
(стр. 203—204): например, пара чисел 
(л/б, л/3), входящая в указываемый 
в книге ответ (при значении парамет- 
ра А—=0), не удовлетворяет  рас- 
сматриваемой в этой задаче системе и, 
наоборот, решение (л/6, 2л/3) сис- 
темы не получается из приводимого 
авторами ответа нн при каком целом 
значении К. 

Воспроизведем еще совершенно не- 
допустимые рассуждения авторов при 
решении примера 211 (стр. 195). Пос- 
ле некоторых преобразований рас- 
сматриваемое там уравнение прин“- 
нимает вид 

яп 4х + эт 2х=1. (2) 
«Так как стандартным путем послед- 
нее уравнение не решается, испро- 
буем две комбннации: 


а х == (42 + 1) м1, 
$шйх = 0, х=Ап/2 


(общая часть — пустое множество); 
| $т 4х == 0, х = 1/4, 
т 2х=1, {| х= (4+1) л/4 


{общая часть: х=(4#-1)л/4. Ответ: 
х-=(4Ё 11)п/4». Между тем нетрудно 
показать, что, помимо подобранной 
серии рещений, уравнение (2) имеет 
н еще одну серию (соответствующую 
действительному корню‘ кубического 
уравнения, к которому уравнение (2) 
можно привести, используя универ- 
сальную подставку). 

В книге имеется ряд недостатков 
и при изложении теоретических воп- 
росов. На стр. 110 авторы дают ка- 
тегорическую рекомендацию по по- 
воду решения уравнений: «Преобра- 
зования, ведущие к сужению ОДЗ, 
т. е. к потере корней, недопустимы». 
Но ведь для некоторых уравнений 
может и не быть иного пути, кроме пе- 
рехода к уравнению с более узкой 
областью допустимых значений. Кста- 
ти, и сами авторы иногда пользуются 
преобразованиями, сужающими ОДЗ, 
но почему-то не считают нужным 
привести необходимые комментарии 


(пример 121 на стр. 159, где исполь- 
зована формула перехода к логариф- 
мам по основанию Хх). 

По непонятной причине авторы сразу 
сужают или, лучше сказать, непра- 
вильно указывают ОДЗ для системы 76 
(стр. 145): здесь допустимы как х>0, 
>0, так и х<0, у<0 (другое дело, 
что из второго уравнения системы 
сразу следует, что в области х<0, 
у<50 нет решений, но этот факт не име- 
ет отношения к отысканию ОДЗ). 


Исследуя систему двух линейных 
уравнений с двумя неизвестными 
общего вида, авторы утверждают, что 
если А=0, а хотя бы одно из чисел 
А, или А, отлично от нуля, то в та- 
ком случае А,5=0 и А,>20 (стр. 126). 
Это утверждение просто неверно, в 
чем легко убедиться на примере сис- 
темы 


0.х—1-,=0, 0.х-1-и=1, 
для которой А=0, А,=1, А,=0. 
Поэтому предлагаемое авторами ис- 
следование случая несовместности 


системы нельзя признать удовлет- 
ворительным. 


В книге приводится (стр. 33) не- 
удачное определение периодической 
функции (из этого определения и сле- 
дующей за ним теоремы вытекает, что 
функция у=зт (1]/х)? должна иметь 
период 2л, что неверно), сообщается 
(стр. 18), что произведение двух комп- 
лексно сопряженных чисел всегда 
есть действительное положительное 
число (на самом деле — неотрицатель- 
ное), утверждается (стр. 212), что 
задание двух первых членов геомет- 
рической прогрессии определяет ее 
знаменатель (это верно, лишь если 
определять геометрическую — про- 
грессию как  последовательность с 
ненулевым первым членом), и т. д. 

Можно было бы продолжать спи- 
сок ошибочных или неполноценных 
решений задач, недостатков или 
неточностей при изложении теорети- 
ческих вопросов. Но и уже приведен- 
ные примеры показывают, что рас- 
сматриваемая книга принесет мало 
пользы поступающим в вузы и, ско- 
рее, запутает их, 
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ИСТОРИЯ 
КАЛЕНДАРЯ 

И 
ХРОНОЛОГИЯ 


Так называется книга *), в кото- 
рой автору удалось очень интересно 
и ясно рассказать о сложной истории 
календаря. 

Люди с давних пор воспринимали 
течение времени, наблюдая постоян- 
ную смену дня и ночи, систематичес- 
кое повторение явлений природы. Из- 
мерять же время научились значи- 
тельно позднее. Начиная с ХХ сто- 
летия и до наших дней и особенно в 
последние пятьдесят лет «календарная 
проблема» привлекает к себе большое 
внимание во многих странах мира. 
Ввиду несовершенства введенного с 
1582 г. и поныне действующего в 
большинстве стран Григорианского 
календаря еще в 1923 г. в Женеве 
при Лиге наций был организован 
Международный комитет по реформе 
календаря. Его цель — создание все- 
мирного и неизменного календаря, 
удовлетворяющего требованиям эко- 
номической и культурной — жизни 
общества. 

Как создавалась и соверщенство- 
валась система счета длинных проме- 
жутков времени — календарь? Что 
такое лунные, лунно-солнечные и сол- 
нечные календари? Какова математи- 
ческая основа календарей? Какие ка- 
лендари существовали в странах древ- 
ности — Египте, Греции, Риме, Ва- 
вилоне? Правда ли, что календарь 
индейцев племени майя в Централь- 





*) С. И. Селешников. История кален- 
даря и хронология, изд-во «Наука», М.. 1970. 
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ной Америке, существовавший много 
столетий назад, точнее нашего совре- 
менного календаря? На эти вопросы 
дает ответ «История календаря и 
хронология». 

В первой главе книги описаны 
первобытные формы определения вре- 
мени, начиная с зарубок на палке или 
узелков, которые завязывались на 
особых шнурках. Здесь же приведены 
и любопытные сведения о счете нача- 
ла года у разных народов нашей пла- 
неты. 

Астрономические основы календа- 
ря составляют содержание второй 
главы. В ней подробно рассмотрены 
три основные единицы измерения вре- 
мени: солнечные сутки, лунный месяц 
и солнечный год, составляющие фун- 
дамент любой календарной системы. 

Третья глава, посвященная сол- 
нечным календарям, начинается с их 
математической теории. Она содержит 
подробное описание различных кален- 
дарей, начиная с древнеегипетского 
и кончая календарем французской 
революции конца ХУШ в., разрабо- 
танным специальной комиссией под 
руководством Жильбера Ромма 
(1750—1785). 

В книге (главы 1У и У) дается под- 
робное представление о лунных, лун- 
но-солнечных календарях и о кален- 
дарях народов Азин. 

До недавнего времени считали, что 
колыбелью астрономии были страны 
Ближнего Востока, Древний Китай`и 
Индня. Однако в последние десяти- 
летия археологи открыли новый цеитр 
культуры, расположенный на террито- 
рии Нового света. Они установили, 
что на полуострове Юкатан, который 
когда-то населяли индейцы племени 
майя, существовала самобытная куль- 


в 


куальтссттоги 


тура; особое развитие у этого народа 
получила астрономия, связанная с 
практическими потребностями. По- 
жалуй, впервые в литературе автор 
отводит такое значительное место ка- 
лендарю и хронологии майя (глава 
УП, подробно знакомя читателей с 
применявшимися ими календарными 
системами. 

Описание истории календаря в 
России и в СССР, начиная с древних 
славян, доведено автором до наших 
дней. Здесь не осталось забытым н 
происхождение семидневиой недели. 

Заканчивается книга подробным 
рассказом о Всемирном календаре. 
Разбирая недостатки действующего 
календаря, автор приводит различные 
проекты его реформы, в том числе 
проект Всемирного календаря, рас- 
смотренный Социальным и Экономи- 
ческим Советом ООН. 

Хронология и некоторые кален- 
дарные эры описаны в последней главе 
книги. В приложении приведены раз- 
личные календари и многие весьма 
любопытные материалы, в том числе 
«вечный» табель-календарь для опре- 
деления дня недели любой календар- 
ной даты. 

Несмотря на малый объем кииги, 
автору удалось осветить и система- 
тизировать большой круг вопросов, 
связанных с «календарной пробле- 
мой». 

Поставленная автором задача — 
создать «... краткий энциклопедичес- 
кий справочник по вопросам летоис- 
числения и календаря» — выполнена, 
и эта книга представляет несомненный 
интерес для самого широкого круга 
читателей. 


Л. С. Хренов 


ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ. 
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К статье «Электростатика на 
языке синловых линий» 


1. Картина силовых лнинй выглядит так, 
как показано на рисунке. Левый заряд вдвое 
больше правого. 

2. Нет, ие могут. Еслн бы существовала 
замкиутая силовая линия, то, перенеся вдоль 
нее заряд, мы совершилн бы не равную нулю 
работу. 

3. Нет. Направление касательной к снло- 
вой линни совпадает с направленнем силы, 
действующей на заряд, а значит, с направ- 
лением ускорения заряда. Траекторня же 
движения заряда — это линия, направленне 
касательной к которой совпадает с направле- 
нием скорости заряда. 

4. Проведем сферу радиуса г с центром, 
совпадающим с центром заряженных сфер. 
Из симметрни следует, что плотность силовых 
линий, пересекающих ловерхность этой 
сферы, во всех точках одинакова. Это озна- 
чает, что напряженность поля, равная плот- 
ности силовых линнй, зависит лишь от рас- 
стояния до центра сферы. Полное число сило- 
вых линий, пересекающих поверхность про- 
веденной нами сферы равно 4п/Е, где Е— 
напряженность поля а поверхности сферы. 
Согласно теореме Гаусса 

4л"Е—=4по, 


9 
кли — а 


где О — заряд, который находится внутри 
ры: 
сли га. то О=0и Е==0; если К. г<В, 


то 9=а и =-—5; ели г>В., 10 
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9—=491- 4: и 

5. Проведя, как это мы делали при реше- 
нни предыдущей задачи, сферу раднуса г с 
центром в центре заряженного шара, найдем, 


что Е а: Де О — заряд, который на- 


’ 
ходится внутри сферы. Если плотность за- 
ряда (заряд, приходящийся на единицу 
объема) р, а раднус заряженного шара К, 


то при у<А 9—=—- п" н 


Я лгр, то есть 


3 
напряженность поля возрастает пропорцно- 
нально радиусу проведенной намн сферы. 


4^Езр 
3гз 


— вне шара напряженность поля меняется так, 
как менялась бы она в том случае, если бы 
заряд О был сосредоточен в центре шара. 
6. Эта задача решается тем же способом, 
что н предыдущие, только для того, чтобы 
воспользоваться теоремой Гаусса, нужно 
построить не сферическую поверхность, а цн- 
лнидрическую с осью, совпадающей с осью 
нити. Так как нить бесконечна и заряжена од- 
нородно, то силовые лннии пересекают цн- 
линдрнческую поверхность по раднусам, 
га УМА“ эВ" РУТА ТЬ" 5 ЭХСА“ ЗОЗЖаА“ говерА" 
ности одинакова. Это означает, что напря- 
женность поля зависит только от расстояния 
до нити. Если высота построенного цилиндра 
равна 1, а раднус его основания г, то поверх- 
ность цилиндра пересекает п=2л/.1.Ё сн- 
ловых лнний. Согласно теореме Гаусса 
351 -\-Е—=®-\ 





При г< В 9 = Вр Н ЗЕ — 
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{р — заряд, приходящийся на единицу дли- 
ны нити, р-1 — заряд, который находнтся 
р 

внутри инлнидра). Отсюда Е = 21; 

7. Задача решается аналогично  пре- 
дыдущей. Если Ю — радиус заряженного 
рилиндра, р — плотность заряда и г — рас- 
стояние до осн цилиндра, то 


п172.|. 1 
т == при Г< К, 
Кар 


Е=| л?р-1 
я г > при 72 К. 

8. Предположим, что поле в полости не 
равно нулю. Так как в полости нет зарядов, 
на которых могли бы начннаться нли закан- 
чиваться снловые линии, то снловые линии 
обязательно должны пересекать всю полость, 
не прерываясь. Если вдоль одной из таких 
силовых линий перенести заряд, то мы со- 
вершим некоторую не равную нулю работу. 
Это означает. что точкн границы полости, 
лежащие на этой силовой линин, имеют раз- 
личные потенциалы. Но это невозможно, 
так как полость находится внутрн металла. 
Значнт, поле в полостн должно обязательно 
быть равным нулю. 


К статье «Сокращение алгсб- 


раических дробей» 
ж№—х—1 
9х. 
х-+а 
2. х ах -- а? ° 
РЕ аох 9% 
3. жа. 
7 
4. БШ 03. 


К статьс «Максимум, минимум 
н теорема о средних» 


1. Обозначим радиус нскомого сектора 
через А, длину дуги через 2, н площадь сек- 








1 й 

тора через $. Тогда Р-=28--1., $ == 5 
По теореме 

2-1 \2 Р \2 Р? 
чак (5 ”) = (=) = 4, 

р? 
откуда $ = =15-* Равенство достигается при 
Р 
28-=[. = 7. 


2. Обозначим через А радиус круга и через 
а расстояние от точки А до центра круга. Тог- 
да для хорды ММ, проходящей через точку А, 
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выполнено соотношение ху=(В--а)(Е—а), 
где х=—= МА, у-- АМ. Длнна хорды ММ равна 
ху. Получаем по теореме 
ху 2У ху=2У (Ю-Ра) (Ва), 

равенство достигается при х==и. 

Следовательно, длина хорды минимальна, 
когда в точке А она делится пополам, т. е. 
и Е к днаметру, проходящему 
через точку А 

3. Обозначим у/ Я через г. Выражение пере- 


пншется так: 22° -- -—. Теперь нз примера 


3 следует такая оценка эначений данного 
а. 











3. В и а 
228 + — >7 И- Из 5 = 
7 
Миннмум достигается при 
— 4 
г 7 В я я 
ух = а 27, откуда х=27. 


4. Вынесем за скобки постоянный множн- 


Г: 
тель с= А! К Ан (его можно не писать) 
н перепишем пронзведенне так: 
м м ый 
Е № 
Прииииииииионьиныям, иоииьиниьиивьинии 
#; множителей 


х 


_Х2 а. Хх 
К Вы ^ 


—ж———Ф- —=——— 
А, множителей 








п множителей 


Заметим, что 


Хх д х х 
в а: нА 
Пра ь Са 


Следовательно, сумма всех сомножито: ей 
в новой записи равна х.--х.-=..-Рлхи, то есть 
постоянна, а произведение будет наимень- 
шим при равенстве сомиожителей, то есть при 


Вы 2 И. 1 
№ 2 ах Е 


По радмнусам ° 


1. (Р] Одна из характери- 
стик матрицы. 

2. Единица дозы гамма-из- 
лучения. 

3. Единица длыны. 

8. Точка лунной орбиты, на- 
иболее удаленная от Земли. 
5. {Р} Создатель одной из 
неевклидовых геометрик. 

8. Монмзированный газ. 

7. Выдающийся французския 
философ. 

}. Международная система 
единиц. 

$. [Р] Геометрическая фи- 
гура- 

10. Электрический аппарат, 
регулирующий напряжение 
изм сипу тока а электриче- 
ской цели. 

14. Земельизя мера. 

12. Многоугольник. 

13. Единица измерения 
›электрической емкости. 

14. (Р|] Символ, применяс- 
мый при записм уравнения. 
15. Место, занимаемое циф- 


* Значок (р’ означалт. чт 


лово пишется, начиная ‹ 
деитра. 
КРОССВОРД 


рой при письменном обо- 
значеним числа. 

+6. Древнегреческий — мате- 
матик. 

47. Единица измерения 
электрического сопротивла- 
ния. 

18. {Р] Продукт 
цим водяного пара. 
19. Звезда первой величины 
{в созвездин Орла]. 

20. Отношение длины ок- 
ружности к диаметру. 

24. Часть передающей или 
прнемной радиостанции. 
22. Выдающийся  француз- 
ский эстроном, математик и 
физик. 

23 |Р] Радиоактивный 
мент. 

24. Основатель теорин мно- 
жеств. 


конденса- 


эле- 


25. Великий  древнегречес- 
кий  философ-матермалист, 
атомимст. 


По окружностям 


3. Твердое вещество. 
11. Один из электродов. 





42. Основное мскодное по- 
ложение какой-либо теории, 
учения, науки. 


20. Совокупность двух па- 
раллельных сил. 
21. Величайший математик 


и механик Древней Греции. 
26. ЕДиничный вектор. 

27. Единица измерения ра- 
боты м энергим. 

28. Геометрическо= тело. 
29. Ансамбль из пяти 
полнителей. 

30. Специалист в одной из 
обпастей математики, 

31. Швейцарскый математик. 
32. Инструмент для измере- 
ния глубин моря с борта 
судна. 

33. Одно из трех возмож- 
ных состояний вещества. 

34. Земельная мера. 

35. Число. 

36. Аппарат, широко приме- 
няющийся в энергетике, свя- 
зм, сигнализацим, телемеха- 
нике м автоматике. 
37. Планета. 

38. Центральная 
атома, 


мс- 


часть 


Ответ на кроссворд, 
помещенный в №0 
По горизонтали: 

2. Или. 5. Криптон. 8. Солн- 
це. 9. Индекс. 13. Эксперн- 
мент. 15. Котел. 16. Рэдар. 
18. Квантор. 21. Маятник. 


22. Студент. 98. Модель, 
26. Браузр. 27. — Идсика. 
28. Пример. 32. Гиперон. 
33. Рисуиок. 34. Антенна. 
35. Внток. 36. Свист. Зт. 
Аксиоматнка. 42. Кантор. 
43. Апория. 45. Яркость. 


46. Бит. 

По вертикали: 

1. Клапан. 3. Принцип. 4. 
Полином. 6. Кулик. 7. Клейн. 
10. Октант. 11. Трение. 
12. Раднус. 13. Электроника. 
14. Трисектриса. 17. Падение. 
18. Катушка. 19. Решетка. 
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ИЗОБРАЖЕНИЕ 
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ 
ФИГУР 


1. Метод параллельных проекций 


К сожалению, не существует «про- 
странственного карандаша», кончик 
которого оставлял бы след в воздухе. 
Таким каранданюм можно было бы 
«начертить» настоящий куб, обведя 
его ребра. Илоское же изображение 
не может быть точной’ копией 
пространственной фигуры. — Возпи- 
кает проблема: по каким правилам 
строить изображение, чтобы оно было 
похоже на оригннал, то есть чтобы 
при рассматривании изображення воз- 
никало зрительное впечатление, близ- 
кое к тому, которое возникает при 
рассматривании оригинала? Чаще все- 
го для этой цели пользуются про- 
екционными методам и. 


Простейшие из них — метод цен- 
проекцнй и 
параллельных 


тральных 
метод 
проекций. 
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Метод центральных проекций ясен 
нз рисунка 1. Берется фиксирован- 
ная точка $ (центр проек- 
ций) и фиксированная плоскость л 
(плоскость проекций), не 
проходящая через $. Через любую 
точку А’ пространства проводится пря- 
мая А’ (проектирующая 
прямая). Точка А пересечения 
этой прямой с плоскостью л называ- 
ется проекцией точки А’. На 
рисунке | показаны проекции двух 
точек: А’и В'. 

Точки оригинала, лежащие на од- 
ной проектирующей прямой, имеют 
одно и то же изображенне. 

Метод центральных проекций дает 
самые наглядные изображения, по- 
тому чго описанное построение вос- 
производит процессе зрения: лучи, 
ндущие из точек оригинала  (А’, 
В’, ...) или из их проекций (А, В,,...). 
совпадают. Таким образом, глазу все 
равно — рассматривать ли оригинал 
или его проекцию на илоскость п. 
(Правда, мы здесь несколько упро- 
щаем: ведь оригинал рассматривает- 
ся двумя глазами.) 

Художники пользуются преиму- 
щественно методом центральных иро- 
екций. 

Метод параллельных проекций от- 
личастся от метода центральных проек- 
ций только тем, что проектирующие 
прямые не проходят через фиксиро- 
ванную точку, а параллельны фикси- 
рованному направлению (рис. 2). Изо- 
бражение в параллельной проекции 
напоминает предмет, рассматривае- 
мый издалека: при неограниченном 
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Рис. 2. 


удалении глаза от орчгицала лучи 
зрения становятся похожими на на- 
раллельные. В этой статье мы рас- 
скажем о методе параллельных проек- 
ций. Он проще и поэтому всегда нс- 
пользуется при изготовлении иллю- 
стративиых чертежей в учебной и 
научной литературе. Мы будем эле- 
менты оригинала обозначать буквами 
со штрихом, а соответственные элс- 
менты изображения — теми же бук- 
вали! без штриха. Нанример, 

точка А’ изображается точкой А, 

прямая п!’ изображается прямой т. 

Перечислим осповные свойства па- 
раллельных проекций. 

Свойство 1. Изображение пря- 
мой линии ость прямая наи точка. 

Предположим, что прямая а’ ие 
проектирующая (рис. 3). Тогда все 
проектирующие прямые, проходящие 
через точки прямой а’, лежат в одной 
плоскости. Пересечение этой илоско- 
сти с плоскостью л есть прямая. 
° Если же прямая а’ проектирую- 
щая, то все ее точки имеют одно и 
то же изображение, то ‘есть прямая 
изображается точкой. 

Следующие два свойства докажите 
самостоятельно. 

Свойство 2. Нараллельные 
прямые изображаются параллельными 
прямыми или опюельными точками. 


Свойство 3. Отношение, в 
котором любая точка отрезка делит 


1* 


Рис. 3. 


энен: атрезак, в изображении и в 
оригинале одинаково: 


дв АВ’. 
ВВ” ' 
в частности, середина отрезка  изо- 
бражается серединой. 


2. Изображение плоских фигур 


Рассмотрим теперь вопрос о том, 
как в плоскости чертежа изображают- 
ся ири нараллельном проектировании 
фигуры, лежащие в другой плоскости. 

Теорема 1. Любой данный 
треугольник может быть изображен, 
с точностью до подобия, пронзволь- 
ным  прецеольником. Иными слова- 





Рис. 4. 
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Рис. 5, а. 


Рис. 5, 6. 


ми, можно начертить какой-угодно 
треугольник АВС и утверждать, что 
он подобен изображению данного тре- 
угольника А’В’С”. 

Доказательство. Нам да- 
ны два треугольника:  орнгинал 
А’В’С’ и образец АВС. Построим 
на стороне А’В” треугольник А’В”С, 
(рнс. 4}, подобный треугольннку АВС 
н расположенный в некоторой цло- 
скости л, отличной от плоскости тре- 
угольника А’В’С’. Примем, далее, 
С’С, за направление  проектиро- 
вания. Тогда проекцией треугольни- 
ка А’В“С’ на плоскость л окажется 
треугольник А’В’С,, подобный тре- 
угольнику АВС. 

Теорема 2. Если дано изобра- 
жение треугольника А’В’С’, то тем 
самым однозначно определено изобра- 
жение каждой точки, лежащей в 
плоскости этого треугольника. 

Доказательство. Пусть 
А’В’С’— оригинал (рис. 5, а), а 
АВС — изображение (рис. 5, 6). Возь- 
мем в плоскости треугольника А’В”С*” 
произвольную точку О’ и соединим 
ее с любой вершиной треугольника, 
например с А’. Пусть Е” — точка пе- 
ресечення прямой А’О’ с противопо- 
ложной стороной В’С” (безразлично, 
находится ли Е’ внутри отрезка 
В’С’ или на его продолжении). Изо- 
браженне точки Е” можно найти: оно 
должно делить отрезок ВС в таком 
же отношении, в каком Е” делит от- 
резок В’С’, то есть 


ВЕ ВОР 
ВЕ’ ЖЕ” > 


Рис. 6, а. Рис. 6, 6. 


Точка Р должна лежать на прямой 
АЕ. Ее положение на этой прямой 
определяется из пропорции 


АР АБ’ 
РЕ РЕ. 


Из доказанных двух теорем вы- 
текает практическое правило для по- 
строения изображений плоских фи- 
гур: надо выбрать в составе фигуры 
Е’ любые три точки, не лежащие на 
одной прямой,*и изобразить их про- 
извольными тремя точками’ общего 
положения. На этом произвол кон- 
чается: изображения всех остальных 
точек надо строить. Другими словами, 
данный треугольник можио изобра- 
зить произвольно, а данный четырех- 
угольник уже нельзя. 

Пример 1. Изображение пра- 
внльного шестиугольника. 

Обозначим данный правильный 
шестиугольннк (оригинал) через 
А’В’С’О’Е’Е’, а его центр — буквой 
0’ (для удобства оригинал показан 
на рисунке 6, 0). Построим теперь 
изображение этого. шестиугольника. 
Изобразим треугольник А’В”С” про- 
извольно (рис. 6, 6). Точка (’ есть 
середина отрезка А’С”. Следовательно, 
точка С тоже должна быть серединой 
отрезка АС. Теперь можно провести 
прямую ВС. На ней можно построить 
точки Он Ё, пользуясь соотношения- 
ми ВО= 2В(, ВЕ = 4ВС. Далее, 
СОР ВС н АЕ\ВО. Точку О 
можно найти разными способами: 
1) откладывая СР = ВО, 2) проводя 


А А 
Ва р 
В 6 
С 
Рис. 7, а. Рис. 7, 6. 
ЕРПАВ, 3) проводя прямую АО. 


Аналогично стронтся точка Е. 

В качестве другого примера до- 
кажите самостоятельно, что квадрат 
можно изобразить произвольным па- 
раллелограммом. 

Отметим в заключение, что изо- 
бражение окружности есть эллипс. 


3. Теорема Польке — Шварца и изо- 
бражение пространственных фигур 


Мы знаем, что при изображении 
плоских фигур треугольник играет 
особую роль. Аналогичное положение 
возникает при изображении прост- 
ранственных фигур, только вместо 
треугольника используется тетраэдр. 
Прежде чем- сформулировать соот- 
ветствующую теорему, мы введем сле- 
дующее определение. 

Полным  четырехугольником на- 
зывается плоская фигура, состоящая 
из четырех точек общего положения 
(то есть никакие три из них не лежат 
на одной прямой) и шести отрезков, 
соединяющих эти точки попарно. 

Теорема 3 (теорема Польке — 
Шварца }* Любой данный тетраздр 
может быть, с точностью до подобия, 
изображен произвольным полным че- 
тырехугольником (на рисунке 7, а 


*) Польке доказал эту теорему в 1853 году 
для равнобедренного прямоугольного тетра- 
эдра (© равными боковыми ребрами и прямыми 
плсскими углами при вершине). Шварц в 
1864 году доказал ее для произвольного 
тетраэдра. 
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Рис. 8. а. 


Рис. 8, 6, 


четырехугольник АВСР выпуклый, 
на рисунке 7, б — невыпуклый). 

Мы примем эту теорему без дока- 
зательства. 

Пунктир используется в изобра- 
жении пространственных фигур для 
обозначения невидимых линий (пред- 
полагается, что грани тетраэдра не- 
прозрачны). 

Теорема 4. Если дано изо- 
бражение тетраздра А’В’С’Р’, то 
тем самым определено изображение 
каждой точки пространства. 

Доказательство. Пусть 
А’В’С’О’ — оригинал (рис. 8, а), а 
АВСР — его изображение на плос- 
кости (рис. 8, 6). Пусть, кроме того, 
в пространстве дана произвольная 
точка М’. Покажем, как построить 
ее изображение. Соединим М’ с ка- 
кой-нибудь вершиной тетраэдра, на- 
пример с А’, и отметим точку пересе- 
чения Е’ прямой А’М’ с протнвопо- 
ложной гранью В’С’О’ (точка Е’ 
вовсе не должна обязательно нахо- 
диться виутри треугольника 8'С’Р°). 

Теперь перейдем к изображению. 
Изображение точки Е’ можно по- 
строить: ведь эта точка лежит в пло- 
скости треугольника В”С’О’, изоб- 
ражение которого дано. Далее про- 
водим прямую АЕ и на ней строим 
точку М, удовлетворяющую условню 


Ам _ АМ’ 
МЕ — МЕ’. 


Пример 2. Изображение куба. 
Три ребра куба, выходящие из 
' 3 : 
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Рис. 9. 


одной точки, определяют тетраэдр. 
По теореме Польке— Шварца он может 
быть изображен произвольным четы- 
рехугольником. Таким образом, изо- 
бражая куб (рис. 9), мы можем точки 
А,, В:, ВР, и А. отметить произволь- 
но. Остальная часть изображения 
достраивается исходя из того, что 
параллельные ребра куба и на черте- 
же должны быть параллельны. 

Большинство людей думает, что 
рисунок 9 не всегда может служить 
изображением куба и что надо осо- 
бым образом выбирать углы составля- 
ющих его параллелограммов и отно- 
шения отрезков. Объясняется это тем, 
что для нас нанболее привычными 
являются ортогональные проекции, 
полученные в том случае, когда про- 
ектирующие прямые перпендикуляр- 
ны плоскости проекций. Здесь же речь 
идет о произвольных («косых») па- 
раллельных проекциях. 

Пример 3. Изображение пра- 
вильной четырехугольной пирамиды. 

Основание (квадрат) можно изо- 
бразить произвольным параллелограм- 
мом. Кроме того, согласно теореме 
Польке — Шварца можно изобразить 
произвольно одно боковое ребро, то 
есть отметить произвольно вершину 
пирамиды. Если нужно провести вы- 
соту, то следует соединить вершину 
с точкой пересечения диагоналей ос- 
нования. 


$ 


Рис. №0, а. Рис. 10, 6. 


В учебниках широко расиростра- 
нено обыкновение нзображать илос- 
кость (точнее говоря, «кусок плоско- 
сти») в виде параллелограмма, неяв- 
но предполагая при этом, что ориги- 
нал — прямоугольный кусок  плос- 
кости. В этом случае непроизводи- 
тельно расходуется часть произвола, 
имеющегося в нашем распоряженин. 
Если же мы об этом забываем и в 
дальнейшем пользуемся — теоремой 
Польке — Шварца, то ирнходим к 
грубым ошибкам. Вот пример. На 
рисунке 10, а изображена правильная 
четырехугольная пирамида, стоящая 
на плоскости. Отдельно взятое изоб- 
ражение ЗАВСШ построено правиль- 
но, но рисунок 10, а в целом грубо 
ошибочен. — Изобразив прямоуголь- 
ный кусок плоскости параллелограм- 
мом КГ ММ, мы уже частично исполь- 
зовали произвол, предоставляемый 
теоремой Польке — Шварца, и не 
имеем права изображать квадрат 
А’В’'С'Р’ произвольным па- 
раллелограммом. На рисунке 10, а 
КМ и 2БАВ изображают прямые 
углы. АВ || КГ., следовательно, долж- 
но быть АБ || КМ. Раз этого нет, 
рисунок 10, а ошибочен. 

Поскольку прямоугольность куска 
плоскости не имеет никакого значения 
при изучении свойств стоящей на 
ней пирамиды, нет смысла связывать 
себя условием, что -5ЁКМ — изобра- 





Рис. р, а. Рис. 11, 6. 


жение прямого угла, и тем самым 
усложнять дальнейшие построения. 
Вот почему целесообразно изображать 
плоскость куском «с оборванными 
краямы» (рис. 10, 6). Такое изображе- 
ние плоскости не связывает нас ника- 
кимн условиями. Изображая четырех- 
угольную пирамиду, поставленную на 
эту плоскость, мы имеем такую же 
свободу действий, как при изображе- 
нии той же пирамиды в пустом про- 
странстве. 


4. Сечения многогранников 


Теперь мы будем рассматривать 
изображения, встречающиеся при 
изучении стереометрин. 

Пример 4. На рисунке 11, а 
изображено плоское сечение — тре- 
угольной прнзмы. 

Оно «построено» очень просто: на 
ребрах призмы взяты произвольные 
точки Аз, Вз, Сз и соединены отрез- 
ками прямых. На рисунке 11, б тот 
же «метод» применен к построению 
сеченкя четырехугольной призмы. 

Рисунок 11, а правилен, а на рн- 
сунке 11, б допущена ошибка (весьма 
распространенная!). В самом деле, 
плоскость определяется тремя точка- 
ми. Поэтому, изображая плоское се- 
чение треугольной призмы, мы мо- 
жем взять точки на ее ребрах произ- 
вольно. С четырехугольной призмой 
так поступить нельзя. Отметив про- 
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Рис. 12. 


извольно точки Аз, Вз, С., мы уже 
определили секущую плоскость, ни 
точка ее пересечения с четвертым реб- 
ром призмы не может быть взята 
произвольно. 

Покажем, как правильно найти 
точку пересечения секущей плоскости 
с четвертым ребром. 

Плоскость, проходящая через реб- 
ра*) А.А, и С,С,, пересекает плос- 
кое сечение А.В.С.), по диагонали 
А.С., а плоскость, проходящая через 
ребра В\В., и О'О..— по днагонали 
В.).. Прямая пересечения этих двух 


плоскостей параллельна ребрам приз- 
мы. Следовательно, во всех плоских 
сечениях призмы точки пересечения 
диагоналей лежат на прямой, парал- 
лельной ребрам призмы. На рисунке 
11, б отмечены точки Рун Р, пересе- 
чения диагоналей оснований; прямая 
Р.Р. параллельна ребрам призмы. 
Точка Р+ не лежит на этой прямой — 


*) Не забудьте, что элементы оригинала 
обозначаются буквами со штрихами. 
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Рис. 13. 


следовательно, рисунок неправилен. 
Это означает, что изображенный на 
нем четырехугольник А.В.С.О, — 
неплоский. Человек с натренирован- 
ным глазом, например, художник, за- 
метит это сразу, без всяких построе- 
НИЙ. 

Это свойство позволяет не только 
проверить правильность чертежа, но 
и построить плоское сечение четырех- 
угольной призмы. Отметим произволь- 
но точки Аз, Вз, С; (рис. 12). Строим 
точки Р, и Р, и проводим прямую 
Р.Р, (опа окажется параллельной 
прямой А,А.). Проводим прямую 
АзС-. Находим точку Р. пересечения 
АС. и Р.Р.. Проводим В.Р;. Точка 
пересечения В.Р; < Р.О, и есть иско- 
мая. 

Изображение плоских сечений мно- 
гогранников требует использования 
только двух правил: 

1) Если плоскости Ви у’ пересе- 
каются по прямой Г’, а плоскость ©’ 
пересекает их соответственно по пря- 
мым ис’, то 6’ и с’ либо пересе- 
каются в точке, лежащей на Г, либо 
параллельны Г. 

2) Если плоскости 8’ и \’ парал- 
лельны, а плоскость я’ пересекает 
их соответственно по прямым В’ и 
с, то В’ и с’ параллельны. 

Пример 5. Изображение пло- 
ского сечения параллелепипеда. 

Проводим изображения линий се- 
чения АО н ОР. Точка их пересече- 
ния должна лежать на прямой А,В., в 
остальном прямые Р@ и ОК произ- 


8 


Рис. 14. 


вольны. Далее проводим Ю5 || ОР 
и Р$ || ОЮ. 

На рисунке 13 прямые РО и ОЕ 
проведены так, что точка @ попала 
вне отрезка А.В,. Отмечаем точки 
Т=Р% х АД, и 0=0В Хх А.А, и 
соединяем Ги 7Т*). Проводим А$ || 
Н ОРи Р$ || ОЮ. Ясно, что точка 5 
должна лежать на прямой СО, 
Если эта точка попадала на продол- 
жение отрезка С.О., то соединяем 
точки У=АЗХ В,С, и У=Р$ х 
Хх С,С.. Разберите самостоятельно 
случай, когда точка @ лежит внутри 
отрезка А.В.. 

Пример 6. Изображение пло- 
ского сечения четырехугольной пира- 
мнды (рнс. 14). 

Проводим звенья РО и ОВ про- 
извольно. От точки А надо вести ли- 
нию сецения по задией грани. Плоско- 
сти передней и задней граней пересе- 
каются по прямой 5’Х’. Изображение 
этой прямой легко получить, построив 
точку ХЕЕАВ Хх СР. Следы секущей 
плоскости о’ на передней и задней 
гранях должны пересекаться на 5’Х". 
Находим точку Т=РО х $Х и про- 
водим ТА. Отмечаем отрезок этой 
прямой АИ, оказавшийся внутри тре- 
угольника $СО. АВ изображает ди- 
нию пересечения передней и нижней 
граней. Строим точку У=АВХРО и 
находим точку У==АРХОУ. 


*) Запись М=АВх СО означает: «М есть 
точка пересечения прямых АВ и СШ», а 
т==АХВ — «т есть прямая, определяемая 
точками А и В». 





Рис. 15. 


Пятиугольник РОКОЫУ и есть 
изображение искомого сечения. 


Пример 7. Правильная четы- 
рехугольная пирамида 5’А’В’'С’'Р’ 
пересекается плоскостью, перпенди- 
кулярной ребру 5'А°. 

Основание правильной  четырех- 
угольной пирамиды — квадрат. Его 
можно изобразить произвольным па- 
раллелограммом (рис. 15). Кроме того, 
согласно теореме Польке — Шварца 
можно еще произвольно изобразить 
какое-нибудь боковое ребро, например 
$'А’. 

Таким образом, будет произвольно 
изображен тетраэздр 5’А’В'С’. Од- 
нако теорема Польке — Шварца ут- 
верждает, что можно произвольно 
изобразить данный тетраэдр, а в на- 
шей задаче тетраэдр 5’А’В’С' не дан, 
потому что не задана длина бокового 
ребра (или, вместо него, высоты). 
В планиметрии, если треугольник 
начерчен, то он дан (в неискажен- 
ном виде), и можно построить в нем 
высоты, биссектрисы и любые эле- 
менты. В стереометрин же плоское 
изображение фигуры не определяет ее 
однозначно (метрически). Добавим еще 
одно условие, например: 

$'Т’ = 2А’В'. 
Только теперь задача станет опреде- 
ленной. 
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Рис. 16. 


На рисунке 16 треугольник 5’А’Б 
изображен в натуральном виде, то 
есть без искажения. Точка Е” — сере- 

ты 
дина А’В’, А’В’-а, 5'Е' ка - 
Из вершины В" проведена высота В”. 

Теперь надо перенести точку И” 
$“ 
А” 
равно соответствующему отношению в 
оригинале. Применим метод подо- 
бия. Отложим на рисунке 16 $’А, == 


= $А. Изменяя подобно весь чертеж, 
получим треугольник 5”А, В; и в нем 
высоту В, И,. Остается перенестн раз- 
мер 5'И\ на рисунок 15, то есть $ = 
= $5'0'. 

Теперь 5*А'’ 1 0’В’ и $'А’ЕО’О”. 
Следовательно, 5’А”’ перпенднкуляр- 
но плоскости В'И'Р’. Эту плоскость 
можно переместить параллельно самой 
себе. При этом ча рисунке 15 изображе- 
ния ОВ и ИР следов плоскости за- 
менятся параллельными прямыми 
РО и ОЮ. Это сечение дальше достраи- 


вается по правилам, изложенным в 
п. 2. 





на изображение. Отношение 


5. Круглые тела 


Цилиндр изображен на рисунке 
17. Оба основания изображаются оди- 
наковыми эллипсами, 

9 





Рис. 17. 


В каждом эллиисе показаны два Диа- 
метра: в оригинале они перпендику- 
лярные, а на изображении — сопря- 
жешные (см. статью И. Н. Бронштейна 
«Эллипс», Квант №9). 

Основание конуса также изобра- 
жается эллипсом. В школьной прак- 
тнке часто встречается следующая 
ошибка: крайние образующие иеполь- 
зуются для изображения осевого се- 
чения, причем предполагается, что 
они касаются эллипса в концах боль- 
шой оси (рис. [8, а). Это нелепость. 
Гели из точки 5 провести касательные 
к эллилсу и соединить точки касания 
А нВ, то прямая АВ пе пройдет че- 
рез центр эллипса. Однако некоторые 





Рис. 18, а. Рис. 
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Рис. 19. 


чцертежники» проходят ее через центр 
насильственно. Рисунок 18, 6 — пра- 
вильный. Одна из точек касания, 
например А, соединяется с центром 
О, и на эплипсе отмечается точка С, 
днаметрально противоположная А. 
Треугольник, 5АС есть изображение 
осевого сечения. 

Для изображения осевого сечения 
вовсе не обязательно использовать 





18, 6. Рис. 18, в. 





Рис.20. 


одну из крайних образующих. На 
рисунке 18, в показан другой вариант 
изображения конуса с осевым сече- 
ннем. 

Шар принято изображать в орто- 
гональной проекции. Причина этого 
следующая. При просктировании ша- 
ра проектирующие прямые образуют 
круговой цилиндр, касающийся сфе- 
пы (рие. 19). Плоскость %’, перпен- 
дикулярная образующим иилиндра, 
сечет цилиндр но кругу, а плоскость 
В °— по выгяпутому эллиису. то есть 
проекция мара на о’ есть круг, а на 
В’ —- вытянутый эллнис. 

Изображение шара, при котором 
его контур — вытянутый эллнис, ка- 
жется не наглядным. Болынинство лю- 
дей скажет, что оно «не похоже на 
шар». Поэтому принято при проектн- 
ровании шара использовать ортого- 
кальную проекцию. 

В школьной практике встречается 
ошибочное изображение шара (рис. 20). 
Для краткости описания мы будем 
пользоваться географическими  тер- 
минамн «экватор», «мериднаи», «Се- 
верный полюс», «Южный полюс», как 
будто это Земной шар. На рисунке 
20 экватор изображен эллипсом, ниж- 
няя часть которого соответствует Ви- 
димой части экватора. Это означаег, 
что проектирующне лучи наклонены к 
плоскости экватора н пересекают ее 


„1: 


р 
о чаи аль. 
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Рис. 21. 


сверху вниз (считаем, что они исхо- 
дят из глаза наблюдателя}. Но тогда 
изображения полюсов не могут на- 
холиться ца контуре изображения. 
Северный полюс должеи находиться 
ниже (то есть он виден вместе с неко- 
торой окрестностью), а Южный полюс 
находится на невидимой задней части 
сферы (рис. 21). 

Если же неходить Из того, что по- 
люсы находятся на контуре, то про- 
ектирукицие лучи должны быть парал- 
лельными плоскости экватора. Тог- 


Рис. 9 
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Рис. 23, д. 


да экватор будет изображаться от- 
резком (рис. 22). 

Правильное изображение шара 
строится так. Экватор и меридианы 
изображаются эллипсами, причем. все 
мериднаны проходят через две точки 
М и $. Остается только выяснить 
связь между изображением экватора 
и положением точек М и 5. 


Представим себе оригинал. Про- 
ведем экваторнальное сечение (круг 
А’В’С’О’) и перпендикулярный ему 
диаметр №5° (земная ось). Вообра- 
зим, далее, плоскость В’, перпенди- 
кулярную 4А’С’ и (для удобства) 
проходящую вне шара (рис. 23, а). 
Шар вместе с экваториальным сече- 
нием и осью №5” спроектируем орто- 
гонально на плоскость В’. Шар спро- 
ектируется в круг, а — система 
(А’В’СР’, №'5') — в два перпенди- 
кулярных диаметра этого круга. 


Если фигуру слева (рис. 23, а) 
вращать вокруг А’С’, то круг на 
плоскости В’ будет оставаться на 
месте, а крест из двух его перпендику- 
лярных диаметров будет вращаться 
вокруг центра. 


Рисунок 23, б дает ключ к реше- 
нию вопроса о том, как связаны изо- 
бражение экватора с изображениямн 
полюсов. Диаметр РО определяет ма- 
лую ось эллипса, а перпендикуляр- 
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Рис. 23, 6. 


ный ему №5 — Положение полюсов 
№’ и $’. Руководствуясь этим рисун- 
ком, можно решить следующие две 
задачи: 

1) Дано изображение экватора в 
виде эллипса. Найти полюсы. 

2) Даны полюсы. Построить изо- 
бражение экватора. 

После того как экватор и полюсы 
изображены, легко вычертить коор- 
динатную сетку (меридианы и парал- 
лели) на шаре (рис. 24). Меридианы 
изображаются эллипсами, проходя- 





Рис. 24. 





Рис. 35. 


щими через точки № и 5. Параллели 
изображаются подобными эллипсами, 
касающимися контура шара. | 

При решении стереомегрических 
задач чертеж играег вспомогатель- 
ную роль, и нет смысла тратить на 
его выполнение болыше труда, чем 
на решение самой задачи. Поэтому 
мы рекомендуем читателю в основном 
чертить на глаз. Однако дадим неко- 
торые общие рекомендации, выпол- 
нение которых позволит избежать 
отибок. 

Изображение шара сложнее, чем 
многогранников, цилиндра и конуса. 
Поэтому рекомендуется, выполняячер- 
тежи с участием нара, начинать с 
шара, а затем пристраивать к нему 
остальные фигуры. 

Если шар вписан в цилиндр (рис. 
25}, то боковая поверхность инлиндра 
касается шара по болывому кругу, 
например по экватору. Точка В — 
на экваторе, АВ = ВС, АС = №5. 
Все три эллипса (экваторнальное се- 
чение и основания цилиндра} одина- 
КОВЫ. 

Если цилиндр вписан в шар (рис. 
26), то следует помнить, что его осно- 
вания — одинаковые по размеру па- 
раллельные круги. 

Если шар вписан в призму (рис. 
27), то большой круг (например, эк- 
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Рис. 26. 


ватор) вписан в среднее сечение ориз- 
мы (сечение плоскостью, параллель- 
ной основаниям и проходнщей посе- 
редние между инми). Паэому рису- 
нок рекомендуется маголнять в такой 
носледовательности: сначала изобра - 
зить шар, затем описат!. многоуголь- 
ник около экватора {ив рисунке 27 
около экватора описан ромб), нако- 
нец, достроить иризму по условиям: 


АС :- №5, АВ == ВС. 





Рис. 27. 
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Рис. 28. 


Чтобы изобразит. призму, виисан- 
ную в шар (рис. 28}, надо прежде 
всего вписать многоугольник в какой- 
нибудь параллельный круг. Остальное 
ясно. 

Если шар вписан в пирамиду 
(рис. 29}. то точки касания боковых 
граней находятся на одинаковых рас- 
стояниях от вершины нирамиды и, 
следовательно, лежат на одном па 
раллельном круге, плоскость которо- 
го перпендикулярна 7’О’ (00° — центр 
шара, Т”— вершина пирамиды). Чер- 
тить можно в такой последователь- 
ности: изобразить шар, затем взять 





Рис. 29. 
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Рис. 30. 


какой-нибудь параллельный круг и 
описать около него многоугольник 
(например, А,В,С.О\). После этого 
к меридианам, проходящим через точ- 
ки касания 1, М, №, Р, провести 
касательные в этих точках (можно 
на глаз). Онн перссекутся в одной 
точке 7, которая и изображает вер- 
шину ппрамиды. Пусть нлоскость 
нижнего основания параллельна илос- 
кости АВС О, (если это не так, то 
задача усложнится, и в этой стагье мы 
ее рассматривать не будем), тогда 
остается достроить пирамиду, руко- 
водствуясь пропорциями 
75 ТА. 18. че 10 


ТО: ТА, ТВ "Та: 
(5’— Южный полюс, О, — цеитр па- 
раллельного круга,  внисанного в 
А,8В,С,О\). 


Если шар описан около пнрамиды 
(рис. 30), то основание пирамнды впи- 
сано в какой-нибудь параллельный 
круг, а вершина — любая точка 


сферы. 


От редакции. В 1971 году 
в серии «Популярные лекции по ма- 
тематике» выйдет брошюра Н. М. Бес- 
кина «Изображение пространственных 
фигур», в которой эти вопросы будут 
изложены более подробно. 


0 ТРЕНИН 


В чем ошибка Аристотеля 


Аристотеля обычно вспоминают, 
чтобы покритиковать. И то у него 
неправильно, н это. Особенно доста- 
ется ему в курсе механики. Ведь 
хороню известно, что силе пропорцио- 
нально ускорение тела, а тело, пре- 
доставленное само себе, движется с 
постоянной скоросгью. А Аристотель 
утверждал нечто другое: — ско- 
рость тела пропорциональна дей- 
ствующей на него силе. И если не 
ирикладывать силы, 10 тело оста- 
новится. Правда, наш каждодневный 
опыт скорее подтверждает утверждсе- 
ния Аристотеля, чем ИМьютона, два 
закона которого мы сформулнровали 
выше. Действнтельно, чтобы тело двн- 
галось, его надо толкать или тянуть, 
то есть прикладывать к нему силу, 
а как только приложениая сила ис- 
чезает, тело останавливается. УТт- 
верждение Аристотеля, на первый 
взгляд, лучше согласуется с наблюда- 
емыми явлениями, чем законы Ньюто- 
на. Поэтому-то так трудно было бо- 
роться с авторитетом Аристотеля. 

Согласне между теорией (законами 
Ньютона) и экспериментом (наблюдсе- 
ниями за движущимися предметами) 
обнаруживается, если учесть силы 
трения. Когда, как казалось Аристо- 
телю, на тело ничто не действует и 
поэтому (!) оно останавливается, на 
него в действительности действует 
сила трения, которая и тормозит двн- 
жение. 


Трение и атомы 


Что же такое сила трения? Како- 
ва се природа? Чаще всего мы вспо- 
минаем о ней, изучая работу меха- 
низмов, задумываясь о скольжении 
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Г. Я. Любарския, 


санок по снежному насту или лодки 
по водной новерхности. В общих 
чертах понять, что присходит при 
соприкосновении двух тел, пожалуй, 
можно. Мх атомы (полозьев и снега 
или подшилника и обоймы) взанмо- 
действуют друг © другом *). При двв- 
жении атомы одного тела пытаются 
увлечь атомы другого. Если им удает- 
ся это, то одно из них или оба разру- 
маются. Мы говорим обычно — стира- 
ются. Давайте, чтобы ие затруднять 
рассмотрение, пречебрежем стирани- 
ем. Пря не очень больших скоростях 
н достаточно твердых деталях это 
внолне допустимо. Итак, атомам од- 
ного тела не удастся увлечь атомы 
другого тела. Что же все-таки про- 
исходит? Атомы твердого тела (кри- 
сТалла} располагаются в определен- 
ных позициях в положениях равнове- 
сия. Правда, термин «располагаются» 
несколько условеи, так как атомы 
все время находятся в движении: 
они совершают малые колебания око- 
ло положений равновесия. Интен- 
сивность этих колебаний определяет- 
ся температурой. Чем болыше темпе- 
ратура, тем больше энергия и амплн- 
туда колебаний атомов. Атомы кри- 
сталла взаимодействуют друг с дру- 
гом. Изменение движения одного ато- 


*} Несколько туманное слово «взаимодей- 
ствуют» означает, что атомы либо прнтягн- 
ваютея друг ‘к другу. либо огталкиваются. 
В действительности, и притягиваются, и от- 
галкиваются. Вдали — притягиваются, а 
вблизи — отталкиваются. Надо золько пом- 
нить, что масштабы в мире атомов —- эго анг- 


сгремы {1 А — 1078ем) «Вдали» означает расстоя - 


ние много болыце ГА, вблизи — порядка!А. 
При соприкосновении атомы разных 
те? находятся друг от друга на расстоя- 


ниях, значигельно превышающих 1А 


$5 


х. 








Рис. 1. 


ма или группы атомов передается 
соседним... 

Когда одно тело движется отно- 
сительно другого, касаясь его, атолы 
этих тел «цепляют» и раскачивают 
друг друга. Если не бояться вульга- 
ризацин, то этот процесс можно пред- 
ставить себе так: человек бежит мимо 
висящих рядом маятников и раскачн- 
вает их. Или еще лучше: маятники 
связаны между собой. Качнув один 
или несколько, заставляют двигаться 
все остальные (рис. 1). ^ 
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Колебания атомов, расположенных 
на поверхности тела, передаются ато- 
мам, расположенным в глубине. Пе- 
редача энергии от поверхность в глу- 
бину тела — сложный процесс, не 
до конца прослеженный до сих пор 
(хотя общие черты его поняты). Пу- 
ти передачи энергии существенно за- 
висят от того, что представляет собой 
твердое тело. Например, в металлах 
энергию могут уносить электроны. 
Но, каков бы ни был путь отвода 
энергии от поверхности, в конечном 


счете трение одного тела о другое 
приводит к повышению температуры. 
Кроме того, в процессе трения про- 
исходят изменения структуры тру- 
щихся поверхностей. Их необходимо 
учитывать при желании понять все 
явления, сопровождающие трение *). 
Однако, пока мы не нытаемся постро- 
нть количественную теорию, пам не 
очень важно точно знать, что ироис- 
ходит в твердом теле. Существенно 
понять: энергия движущегося тела 
частично тратится на возбуждение 
движения атомных частиц, из кото- 
рых состоят твердые тела. 

Можно сказать, что трущиеся те- 
ла «работают», только работа эта 
делается впустую — энергия тратит- 
ся на нагрев тела, которое чаще всего 
приходится искусственно охлаждать 
(человек каменного века, привыкший 
добывать огонь трением, не согласнася 
бы с нами). 

Чем болыше взаимная скорость 
тел, тем больше энергии расходуется 
на раскачку атомов, значит, тем 
большую работу производят тела. 
С другой стороны, известно, что 
работа в единицу времени (мощность) 
равна силе, умноженной на скорость. 
Эта сила и есть сила трения. 

Мы весьма формально «ввели» си- 
лу трения. Правда, попытались разъ- 
яснить ее природу. 

Можно. поступить и несколько ина- 
че. Выяснить, какое количество им- 
пульса (количество движения) — те- 
ряет движущееся тело в единицу вре- 
мени на возбуждение колебаний ато- 
мов. Согласно закону Ньютона изме- 
нение импульса тела в единицу вре- 
мени равно действующей на него 
снле. Это дает нам возможность онре- 
лелить силу трения. Конечно, оба 
определения приводят к одному и то- 
му же значению силы. 

Сила трения характеризует взан- 
модействие между макроскопически- 
ми телами, и, хотя трение — резуль- 


*} Проблемой трения заняты коллективы 
ученых, которым приходится привлекать са- 
мые современные методы исследования н по- 
следние представления о движении атомных 
частиц в твердых телах. 
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тат взаимодействия отдельных атом- 
ных частиц, сила трения разительно 
отличается от сил, которые действуют 
между атомами и молекулами. Дейст- 
вительно, силы, действующие между 
атомами и молекулами, зависят толь- 
ко от расстояния между ними, а сила 
трения зависит от относительной ско- 
рости тел. Однако сила трения не 
только этим отличается от сил взаи- 
модействия между  микроскопиче- 
скими телами. Она обладает свойст- 
вом, называемым разными словами, 
смысл которых одинаков: 


Необратимость, диссипация, потери 


Под действием силы трения тело 
всегда теряет энергию, всегда тор- 
мозится. Это связано с тем, что энер- 
гия движения тел при трении расхо- 
дуется на возбуждение движення атом- 
ных частиц. Атомов невообразимо 
много (1023 частиц в | см3), движутся 
оня беспорядочно. Переданная им 
энергня попросту рассеивается (дис- 
сипируется, от франнузского слова 
«Ч1551трагег» — рассеивать} — между 
бесчисленными атомами. Новые хозя- 
ева энергии непрерывно обмениваются 
ею друг с другом и вовсе «не склонны 
отдать долг» макроскопическому телу. 
Описанный процесс есть, конечно, 
переход кинетической энергин в теп- 
ловую. Мы видим, что этот процесс 
необратим. 

Плодотворный метод обобщения 
понятий состоит в том, что одно из 
основных свойств, присущее данному 
понятию, принимают за его новое 
определение. Воспользуемся этим ме- 
тодом для обобщения понятия тре- 
ния. Важнейшее свойство трения, 
как мы видели, — это необратимость, 
связанная с переходом энергии упо- 
рядоченного движения в тепло. При- 
мем это свойство за определение и 
отныне будем именовать трением вся- 
кий необратимый процесс, сопровож- 
дающийся переходом энергии упо- 
рядоченного движения в тепло. Те- 
перь можно говорить о трении двух 
встречных потоков газа — они вза- 
имно тормозятся и нагреваются, о 
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трении твердого тела о газ и т. д. 

А сила трения? Она по-прежнему 
сопровождает процесс трения. В са- 
мом деле, в процессе трения энергия 
упорядоченного движения уменьшает- 
ся, значит, уменьшается и его скорость. 
Иными словами, ускорение направле- 
но В сторону, противоположную ско- 
рости тела. 

Вспомним второй закон Ньютона 
Где есть ускорение, там есть и сила. 
Эта сила и есть сила трения. Она 
направлена в сторону, противопо- 
ложную скорости, она всегда тормо- 
зит... 


Простой случай 


Бывают случаи, когда расчет силы 
трения сравнительно прост н не тре- 
бует глубокого проникновения в тео- 
рию твердого тела. 

Пусть, например, твердое тело 
движется через достаточно разрежен- 
ный газ. Тогда сила трения обусров- 
лена столкновениями атомов газа с 
поверхностью тела. 

Прежде чем приступить к расчету 
силы трения, рассмотрим отдельный 
акт столкновения. Частица с импуль- 
сом Р падает на поверхность тела. 
Столкновение атома с поверхностью — 
сложное событие. Подумаем, что мо- 
жет произойти. Атом может остаться 
на поверхности (прилипнуть), может 
глубоко проникнуть в глубь тела, 
а может и отразиться от поверхности 
тела. При отражении (нас будет ин- 
тересовать именно этот случай, мы 
дальше объясним почему) тоже воз- 
можны различные ситуации. Напри- 
мер, атом может ионизоваться или 
выбить атом с поверхности, молеку- 
ла может распасться на составляющие 
ее атомы и так далее. Короче говоря, 
возможностей много, но будем счи- 
тать, что атом просто отразился, 
как мяч от стенки. Не для упроще- 
ния, хотя эта ситуация действительно 
простейшая, а потому, что в подав- 
ляющем болышинстве случаев при 
не слишком быстром движении тела 
через газ именно это и происходит — 
атомы просто отражаются (отскаки- 
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вают) от поверхности тела *). Более 
сложные ситуации (внедрение атомов 
в твердое тело, нонизация и др.), 
конечно, тоже наблюдаются и под- 
робно исследованы. Каждый из этих 
процессов происходнт с 'наибольшей 
вероятностью при определенной ско- 
рости частиц. Например, чем больше 
скорости частиц, тем больше вероят- 
ность того, что атом проникнет на 
сравнительно большую глубину в 
твердое тело. Чтобы представить себе, 
о каких скоростях ндет речь, отметим: 
атом кислорода, налетающий на по- 
верхность твердого тела со скоростью 
10? см/сек**), проникает приблизитель- 
но на 10—12 атомных расстояний в 
глубину твердого тела. Средняя теп- 
ловая скорость я атомов газа с массой 
т, как показывает молекулярно-ки- 


нетическая теорня газов, равна и -Е . 
т 


где Т — температура в абсолютных 
единицах, а Е — так называемая по-. 
стоянная Больцмана, равная 1,4 - 10-23 
Ож/град. При Т = 300°К (=27° С) 
средняя скорость атома кислорода 
меньше 10? см/сек. Если тело покоится 
в газе, то средняя скорость столкно- 
вений молекул газа с поверхностью 
тела приблизительно совпадает со 
средней тепловой скоростью; если же 
тело движется, то отличается от нее. 
Однако в том случае, когда скорость 
движущегося тела мала по сравнению 
со средней тепловой скоростью (ни- 
когда не следует проходить мимо 
частных случаев, в которых исследуе- 
мый вопрос выглядит проще), ско- 
рость столкновения почти не отли- 
чается от тепловой, и энергии атома 
попросту недостаточно для проникно- 
вения вглубь твердого тела. 

Хотя мы назвали случай отраже- 
ния атомов от поверхности твердого 
тела простейшим, но и он нуждается 
в пояснении. 


*) К счастью, очень редко молекулы 
воды из воздуха прилипают к летящему са- 
молету. Иначе опасность оледенения возрос- 
ла бы во много раз. 

**) Кииетическая энергия атома кислорода 
при этом равна 10 кзв (см. ниже). 


И атом, н тем более твердое тело — 
сложные системы, состоящие из боль- 
шого числа частиц. При отраженни 
атома от поверхности тела часть его 
энергии может уйти на то, чтобы 
несколько изменить внутреннее сос- 
тояние атома или твердого тела, по- 
просту говоря, сдвинуть частицы, из 
которых состоит атом и твердое тело. 
Если это произошло, то столкновение 
называется неупругим. Если же нет, то 
упругим. Каждое столкновение обла- 
дает некоторой неупругостью, но ес- 
ли часть энергии, ушедшая на изме- 
нение внутреннего состояния сталкн- 
вающихся объектов (атома, твердого 
тела), мала по сравнению с энергией 
атома, то неупругостью можно пре- 
небречь и считать столкновение пол- 
ностью упругим. Мы будем рассмат- 
ривать именно такие столкновения. 


Несколько слов о мяче 


Может и должен возникнуть воп- 
рос: «Почему неупругость мала?» От- 
ветить на него непросто. Разберем 
несколько подробнее отскок мяча от 
стенки или, что проще, от пола. Еслн 
столкновение упруго, то мяч, начав- 
ший движение с нулевой скоростью, 
после удара об пол подпрыгнет на 
высоту, с которой упал (трением о 
воздух пренебрегаем). Если столкно- 
вение неупруго, то мяч не долетит 
до’ начальной высоты. Опыт показы- 
вает, что твердый, хорошо наду- 
тый мяч прыгает хорошо, а мягкий 
— плохо. И что от деревянного пола 
мяч отскакнвает хоропю, а от 
неска — плохо. Все определяется 
тем, легко или трудно сдвинуть моле- 
кулыили атомы, из которых состоят 
сталкивающинеся тела (мяч, пол), от- 
носительно друг друга. Если легко 
(ненадутый мяч, отскок от песка), 
то соударение неупруго, если трудно, 
то — упруго. Казалось бы, что долж- 
но быть иначе. Если трудно сдвинуть, 
то на это тратится бблышая часть 
энергии, если легко, то меньшая- 
Тогда было бы наоборот: мягкий мяч 
подпрыгивал бы на большую высоту, 
чем твердый. Хотя непосредственное 
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наблюдение отвергает эту Возможность 
имеет смысл проверить себя расчетом. 


Законы сохранения и неравенства 


Рассмотрим столкновение двух 
элементарных частиц в том случае, 
когда одна из них гораздо тяжелей 
другой. Назывгя частицу элементар- 
ной, мы утверждаем, что внутреннее 
движение в частице отсутствует или 
не играет никакой роли в изучаемом 
явленин. Так, Землю можно было бы 
считать элементарной частицей при 
изучении движения Луны, если бы 
не приливы и отливы, «отсасывающие» 
ее энергию. Жесткий, хорошо наду- 
тый мяч выступает в процессе столк- 
новения как элементарная частица, 
а слабо надутый — как сложное тело. 

Пусть тяжелая частица массы М 
до столкновения покоится. Обозна- 
чим через р = ти импульс легкой 
частицы до столкновения. Для оценки 
импульсов и энергий частиц после 
столкновения воспользуемся законами 
сохранения энергии и импульса. 

Ясно, что в результате столкно- 
вения кинетическая энергия тяжелой 
частицы может только увеличиться 
(напомним. что ло столкновения она 
равнялась нулю}. Так как полная 
энергия не изменяется, то кине’пии-- 
ская энергия легкой частицы после 
столкновения уменышается, а вместе 
с ней уменышается скорость о ‘легкой 
частицы н величина ее импульса. 
Поэтому изменение импульса легкой 
частнцы Ар = р’ — р не превосхо- 
дит 2. 

Применим теперь закон сохране- 
ния импульса. Он утверждает, что 
изменення импульсов Ар ин АР лег- 
кой и тяжелой частиц равны по велн- 
чине и противоположны по направле- 
нию: Ар = —АР. 

С другой стороны, так как тяже- 
лая частнца до столкновения покои- 
лась, то Ар = АР = МУ’ (У’— ско- 
рость тяжелой частицы после столкно- 
вения). Поэтому 
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<= м‘ М2 





Это означает, что 
МУ” ?* | ту? т 

р / = <4м. 
Итак, отношенне энергии, передан- 
ной тяжелой частице, к первоначаль- 
ной энергии легкой частицы не может 


т 
превысить значения 4 т Чем тяже- 


лее тело, с которым сталкивается ча- 
стица, тем меньше переданная энер- 
гия, тем ближе столкновение к упру- 
гому. 

При столкновении с телом боль- 
шой массы переданная ему энергия 
очень мала. Но ведь масса — мера 
инерции. Тело большой массы труд- 
но сдвинуть*). Таким образом при 
столкновении с телом, которое труд- 
но сдвинуть, передается малая доля 
энергии. Подтвердилось наше наб- 
людение над отскоком мяча. 

Прочитав внимательно последние 
абзацы, можно убедиться, что, отка- 
завшись от точных соотношений — 
равенств, мы смогли почти без труда 
получить существенные сведения о 
процессе столкновения. 


Твердое тело с точки зрения атома 


Теперь вернемся к столкновению 
атома с твердым телом. Прежде всего 
постараемся понять, почему атом ве- 
дег себя как надутый (жесткий, 
упругий) мяч, а не как мягкий, слабо 
надутый. Хороню известно, что элект- 
роны в атоме находятся в определен- 
ных фиксированных (чаще говорят, ди- 
скретных} состояниях, каждому из 
которых соответствует определенная 
фиксированная энергия. 

Но это означает, что для того, что- 
бы изменить внутреннее состояние ато- 
ма (перевести электроны или хотя бы 
один электрон из одного состояния в 


*) Одна и та же сила. приложенная к 
телам с разной массой, придает им уско- 
рения, обратно пропорциональные массам. 
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Рис. 2. 


другое), нужно затратить энергию, 
равную разности энергий ` конечного 
н начального состояний (рис. 2). 
Если кинетическая энергия Ен ато- 
ма газа гораздо меньше, чем разность 
энергий двух электронных состояний 
в атоме, т. е. если 
Ей = ДЕ, 

то атом отражается упруго, ему по- 
просту не хватает энергии для возбуж- 
дения своих электронов и приходится 
вести себя как элементарная частица*). 
Как же обстоит дело в действитель- 
ности? Обратимся к цифрам. Разли- 
чие энергин АЕ между возбужден- 
ным состоянием и основным состав- 
ляет несколько электрон-вольт. Когда 
речь идет о тепловых свойствах тел, 
энергию теплового движения атомов 
принято измерять в градусах Кельвн- 
на**). Различие энергии между возбуж. 
денным состоянием н основным состав- 
ляет в градусном выражении пример- 
но 108°К. В то же время температура 
земных газов. конечно, значительно 
меньше 10$ “К. Наша догадка под- 
твердилась — все дело в соотношении 
энергий. 


*) Если вы зайдете в магазин, В КотО- 
ром стоимость самого дешевого предмета 
превышает сумму, имеющуюся в ваших 
карманах, то «столкновение» © магазином 
произойдет *упруго» — с чем зашел, с тем 
и вышел. 

**) 2 К= 1,4. 6723 дж = 0,87-10* эв. 


Мы рассмотрели вопрос с точки 
зрення состояния атома, но ведь атом 
может потратить часть энергии на 
возбуждение движения в твердом те- 
ле. Что касается возбуждения элект- 
ронов внутрн атомов, составляющих 
твердое тело, то к ннм полностью от- 
носится только что проведенное рас- 
суждение: не хватает энергии. Но 
атом может качнуть атом (или атомы} 
твердого тела — заставить его коле- 
баться. Однако надо помнить, что ато- 
мы в твердом теле связаны друг с 
другом (об этом мы говорили вначале). 
Один атом сдвинуть нельзя, можно воз- 
будить в теле коллективное движение 
атомов, т. е., другими словами, воз- 
будить звуковую волну. Этот про- 
цесс и есть главная причина неупру- 
гости столкновения атомов с твердым 
телом, если атомы падают на поверх- 
ность тела с не слишком большими 
скоростями. Однако, как показывает 
расчет, изменение энергии атома при 
этом мало. В данном случае твердое 
тело прн взаимодействии с атомом 
«выступает» как макроскопическая сн- 
стема — «тяжелая на подъем», а как 
мы убедились выше, это обстоятель- 
ство обеспечивает упругость столкно- 
вений. 

Приведенные выше, конечно, очень 
приближенные рассуждения позволя- 
ют оценить, до каких скоростей ато- 
мов можно считать стодкновения уп- 
ругими. Пока падающий атом «вос- 
прннимает» твердое тело как целое, 
изменение энергии практически от- 
сутствует — изменяется только на- 
правление импульса, а когда его энер- 
гин хватает на то, чтобы выбить атом 
твердого тела из его равновесного 
положения илн возбудить электроны 
внутри себя или в атомах твердого 
тела, тогда столкновение  сущест- 
венно неупруго. 

Так как потенциальная энергия 
взаимодействия атомов {или молекул) 
в твердом теле в расчете на одну ча- 
стиву, как правило, меньше, чем 
энергия возбуждения электронов в 
атоме, то критическая скорость и, 
(скорость, выше которой столкнове- 
нне заведомо нельзя считать упругим) 


кул. госсттю.ги 


определяется энергией связн. Но энер- 
гия связн атомов в твердом теле равна 
(очень грубо) кинетической энергии 


молекул при температуре плавления. 
ти? 
о = 2 Гл 


Поэтому а 
Ор = Тод ‚ 
т 
где п — масса атома, сталкивающего- 
ся с твердым телом. 

Может показаться, что нас сильно 
«увело» в сторону, что мы забыли, 
о чем ведем разговор — о природе 
сил трення. Это не так. Длинный раз- 
говор о столкновениях атома с твер- 
дым телом нам нужен, во-первых, 
для того, чтобы объяснить именно 
силу трения. Но, пожалуй, не менее 
важно и «во-вторых». Во-вторых, этот 
разговор нужен для того, чтобы по- 
казать сложность физических явле- 
ний, даже привычных, даже, казалось 
бы, совершенно элементарных. Можно 
было, конечно, просто сказать, что 
атом упруго (мы теперь понимаем, 
что означает этот термин) отражает- 
ся от поверхности твердого тела. Но 
тогда из поля зрения выпала бы слож- 
ность взаимодействия атома с поверх- 
ностью твердого тела. И, пожалуй, 
главное: слишком упрощенное пред- 
ставление может привести к ошибкам. 
Например, если тело движется через 
газ с очень большой скоростью, то 
соответственно велика и скорость стол- 
кновения атомов с его поверхностью. 
Тут уже не учитывать неупругость 
нельзя. 

Правда, к оценке очень большой» 
надо подходить осторожно. Напрн- 
мер, реактивный самолет, летящий 
с огромной сверхзвуковой скоростью 
через атмосферу, с точки зрения стол- 
кновений надо считать летящим мед- 
ленно. Разнообразные сложности, воз- 
никающие прн сверхзвуковом полете, 
обусловлены отнюдь не характером 
столкновений молекул воздуха с са- 
молетом, а макроскопическимн прни- 
чинами — именно тем обстоятельст- 
вом, что самолет летит быстрее звука, 
перегоняя звуковые волны, которые 


он возбуждает в воздухе... Вот те- 
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Рис. 3. 
нерь мы действительно отошли в 
сторону от интересующего нас пред- 
мета. 


Чему же равна сила трения? 


Итак, вернемся К расчету силы 
трения, действующей на тело, дви- 
жущееся с относительно малой ско- 
ростью # через разреженный газ, тем- 
пература которого Т. Удобно считать 
тело покоящимся, а газ движущимся 
со скоростью —#. Выделим ина ио- 
верхности тела бесконечно малую 
площадку *) А5$ (рис.. 3}. Импульс 
молекулы газа, столкнувшейся упруго 
с телом в точке па выделенной пло- 
щадке, изменится на 2Р,, где Р, — 
проекция импульса молекулы на нор- 
маль к поверхности тела. Это означает, 
что молекула газа прн столкновении 
с телом отдает ему импульс, равный 
`2Р„. Теперь наша задача — подсчи- 
тать полный импульс, передаваемый 
газом телу в. едииицу воемени. Из- 
менение импульса в единицу времени 
и есть сила (в данном случае действую- 
щая со стороны газа на тело). Для 
вычисления полного передаваемого им- 
пульса надо, во-первых, учесть все 
молекулы, падающие в единицу вре- 
мени па данную площадку, и во-вто- 
рых, просуммировать по всем площад- 
кам. 


*) См. ло поводу «бесконечно малой пло- 
щадкиь статью НЫ. Я. Виленкина «Тайны бес- 
конечности» («Квант» № 3, 1970). 
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Подобная операция — проделыва- 
лась в статье Я. А. Смородинского 
«Идеальный газ» («Кванть №10). 
Здесь мы воспользуемся готовыми ре- 
зультатамн. Давление газа на покоя- 
уюся стеяку равно */. 1/10”, где п— 
число молекул газа в единице объема, 
т — масса молекулы и 0? — среднее 
арифметическое от квадратов ско- 
ростей молекул. Если тело покоится 
{# = 0), число ударов справа н слева 
в среднем одинаково, и поэтому телу 
никакой импульс не передаегся. При 
и - Оэто нетак. Пусть тело движется. 
В этом случае скорость молекул, 
налетаклцих спереди, на шо боль- 
ше, а скорость молекул, нпалетающих 
сзадн, на й меньше. Поэтому на учас- 
ток АЗ движущейся плоскости дей- 
ствует сила 


Г = Е спеуели — р савлм) А$ = 
== ПАЗ ции) — {6 — и) | = 


С = 


=: = втонАЗ. 


) ЗЕГ 
Вспоминая, чтоо = и —я7 (см. статью 
«Идеальный газ»), получим 


А = п ИЗЕТтиА$. 


Для тела произвольной формы мы 
должиы получить формулу 


Е —- В5п | тЕТ и: 


Здесь $ — площадь поверхности те- 
ла, а В — численный коэффициент, 
зависящий от формы тела. Он учн- 
тывает, что па одни участки молеку- 
лы попадают перпендикулярно к 
поверхности, а на другие — под уг- 
лом. 

Если воспользоваться законом 
Клапейрона РУ = МЕТ (№ = лу — 
полное число частиц газа в объеме \ }, 
то можно выразить силу трения через 
давление Р и температуру Т газа: 


Е. -ВЗР И 85 - 


Получился естественный результат: 
при фиксированных температуре и 


скорости тела сила трения тем боль- 
не, чем болыше давление газа. 


Вязкость газов 


Мы довольно подробно описали, 
почему при движении тела через газ 
на него действует сила — сила тре- 
ния — результат ударов отдельных 
молекул о поверхность движущегося 
тела. При этом мы совершенно не 
интересовались тем, что происхо- 
дит с газом, с его молекулами после 
столкновения. Задумаемся ненадол- 
го о судьбе молекул, столкнувшихся 
с телом. Ясно, что если бы мы имелн 
возможность измерить скорость всех 
столкнувшихся с телом молекул, то 
убедились бы, что средняя скорость 
нх не равна нулю. Молекулы пусть 
незначительно, но увлекаются двн- 
жущимся телом. А если измерить 
скорость молекул вдали от тела, то 
(в отсутствие ветра, конечно) их сред- 
няя скорость равна нулю. Чуть-чуть 
другими словами: вблизи поверхности 
движущегося тела имеется упорядо- 
ченное движение газа, а вдали от тела 
его нет. С упорядоченным движением 
связан некоторый импульс. Слой газа 
вблизи поверхности тела называют 
пограничным слоем. Молекулы в по- 
граннчном слое чаще сталкиваются 
с движущимся телом, чем остальные 
молекулы газа. Из-за этого их сред- 
ний импульс должен был бы возра- 
стать, если бы не было процесса отво- 
да импульса из пограничного слоя. 

Понять этот процесс легко. Моле- 
кулы газа, улетающие из погранич- 
ного слоя, просто уносят с собой из- 
лишек импульса. Вдали от тела они 
«разбазаривают» его в многократных 
столкновениях с другими молекулами 
или в столкновениях с покоящимися 
телами. 
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Способность газа переносить им- 
пульс из одного места в другое и, 
главное, необратимо растрачивать его 
носит название вязкости. Вязкость 
и трение неразлучны. Вязкость — 
интересное явление, в котором глав- 
ную роль играют столкновения между 
молекулами. Мы ими вовсе пренебрег- 
ли при вычислении силы трения. 
действующей на движущееся тело со 
стороны газа. 


Мы при этом ошиблись. Но как? Пре- 
увеличили или занизили силу трения? 
Легко понять, что преувеличили. Дей- 
ствительно, мы считали, что молеку- 
ла, столкнувшись с телом, больше 
никогда к нему не вернется и, сле- 
довательно, не будет иметь возмож- 
ностн «вернуть» телу полученный у не- 
го импульс. В действительности, если 
тщательно проследить за многими 
молекуламн, столкнувшимися с те- 
лом, то мы убедимся, что часть из 
них возврашкается к телу (после стоак- 
новения с какой-либо из молекул 
газа), другие отдают прнобретенный 
от тела излишек импульса своим 
партнерам по столкновениям, а те 
в свою очередь могут столкнуться с те- 
лом. Строго говоря, в результате столк- 
новений молекул друг с другом проис- 
ходит частичный возврат импульса 
телу, а значит, тело теряет меньше 
импульса, чем мы считали. 


Выведенная здесь формула приме- 
нима только к очень разреженным 
газам, у которых среднее расстояние 
между столкновениями молекул зна- 
чительно больше размеров тела. Если 
вычислять силу трення, действующую 
на пылинки © размерами, не прево- 
сходящими нескольких микрон, под 
категорию разреженных газов может 


подойти и наш воздух. 
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ПОЧЕМУ 
УСТОЙЧИВ 
ВЕЛОСИПЕД 


Едва ли не каждый умеет ездить 
на велосниеде, но, по-видимому, ник- 
то тах и не знает, как ему это удается. 
Кажущаяся нростота и легкость скры- 
вают неизученные тонкости, и я зат- 
ратил много времени и сил, пытаясь 
раскрыть причину устойчивости ве- 
лосипеда. Публикации на эту тему, 
как правило, отрывочны и не содер- 
жат проверки теорни экспериментом. 
В своих исследованиях я рассчиты- 
вал выяснить причину устойчивости 
обычных велосипедов, используя ве- 
посипеды измененных конструкций. 
Первые попытки создать велосипед, 
на котором нельзя ездить, окончились 
неудачно. Это привело меня к вни- 
мательному изучению формы вилки 
переднего колеса. После этого с по- 
мощью вычислений на электронной 
вычислительной машине я сконструн- 
ровал и построил совершенно неустой- 
чивый велосипед. 


Куапетссте.ги 


В основу этой статьи положена 
статья Д. Э. Х. Джоунса «Тле ЗаЫ- 
Нфу о! Ше В1суе», опубликованная в 
журнале «РНуус5 Тодау» № 4 за 
1970 г. 

Перевод и переработка статьи Д. 
Э. Х. Джоунса осуществлены В.Н. Бе- 
резиным и Г. Н. Суховой. . 


Существующие теории 


Большая часть учебников механики 
ни пособий по езде на велосипеде либо 
не рассматривает вопрос об их устой- 
чивости вовсе, либо считает его слиш- 
ком простым. Считается, что велосипед 
балансируется усилиями — велосипе- 
диста: когда велосипедист чувствует, 
что машина падает, он поворачивает 
ее в сторону падения. Велосипед за- 
ворачивает и едет по кривой. Это по- 
могаст ему вернуться в вертикальное 
положение и избежать падения. 

Нетрудно понять, почему это про- 
нсходит. Рассмотрим силы, действую- 
щие на велосипед с велосипедистом 
(рис. 1). Р — реакция земли (она 
равна сумме силы трения Ро и силы 
нормальной реакции №), Р — сила 
тяжести. Равнодействующая этих сил 
равна Р-сва (где « — угол наклона 
машины) и направлена к центру круга, 
по которому едет велосипедист, сооб- 
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щая центру тяжести велосипеда с 
велосипедистом ускоренне 


а— > Ира -- в ава. 


Так как трение обычно велико и 
колеса велосипеда не скользят по 
земле, то ускорение точки касания 
колеса с землей определяется радиу- 
сом траектории и равно =. Если 
угол наклона велосипедиста таков, 
что ускорение центра тяжести маши- 
ны с седоком равио цеитростреми- 
тельному ускорению точки касания 
колеса с землей, то велосипедист ие 
падает н не выпрямляется: сила 2 
прохсдит через Еы: тяжести систе- 


мы; если а > — = ‚ то велосипеднст 


упадет (снла Ё проходит ше центра 
тяжести системы); если а г - —=`, Тоесть 


К Зе, 


(снла Ё проходит ниже центра тяже- 
сти велосипедиста, создавая момент, 
поворачивающий систему вокруг оси, 
проходящей через. центр масс). 

Если велосипедист наклонился на 
угол <, то для того, чтобы машина 
выпрямилась, ее нужно В 


по окружности с радиусом В <—— 





то велосипед выпрямится 


Е © 
Чем больше скорость, тем больше 
радиус окружности, по которой нуж- 
но ехать, чтобы не упасть. Это озна- 
чает, что при большей скорости ве- 
лосипед выравнивается, если руль 
повернуть на сравнительно небольшой 
угол. Поэтому, чем быстрее движется 
велосипед, тем легче им управлять. 
Однако наблюдения выдвигают 
убедительные возражения против тео- 
рни, в которой считается, что вело- 
сипед устойчив лишь благодаря во- 
дителю. Ведьесли подтолкнуть вело- 
сипед без велосипедиста, он проедет 
довольно большой путь, хотя никто 
им не управляет, и упадет примерно 
через 20 секунд, а не через 2 секунды, 
как неподвижный велосипед. Ясно, 
что машина обладает устойчивостью 
не только за счет усилий велосипе- 
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Рис. 2. 


диста. Кроме того, при быстрой езде 
велосипед настолько устойчив, что 
его трудно опрокинуть, даже если вы 
этого захотите. 

Более сложная теория, объяс- 
няющая устойчивость велосипеда, учи- 
тывает гироскопический ты от 
его переднего колеса. 

Гироскопом обычно называют тело, 
достаточно быстро вращающееся во- 
круг своей оси. Классический пример 
гироскопа — обычный волчок. Прн 
попытке наклонить ось вращающегося 
волчка вы почувствуете сопротивле- 
ние. Ось волчка начнет перемещаться 
не в том направленни, куда вы его 
толкаете, а в перлендикулярном. Это 
явление называется — «гироскопиче- 
ским эффектом». Благодаря ему ось 
вращающегося волчка обычно дви- 
жется по конусу, как это показано на 
рисунке 2: под действием силы тяже- 
сти, направленной вертикально, ось 
поворачивается в горизонтальной пло- 
скости. Направление поворота оси 
зависит от направления вращения 
волчка вокруг оси. 

2$ 





Рис. 3. 


Чем болымше масса волчка и ско- 
рость его вращения, тем больше гиро- 
скопический эффект: тем быстрее по- 
ворачивается ось волчка при попытке 
его наклонить. Быстро вращающееся 
переднее колесо — это тот же волчок. 
При наклоне велосинеда на ось коле- 
са действуют силы, стремящиеся по- 
вернуть ее вместе с велосипедом. При 
этом ось, вилка и руль за счет гиро- 
скопического эффекта должны пово- 
рачиваться в плоскости, перценди- 
кулярной — плоскости велосипеда 
(рис. 3). Велосипед заворачивает и 
благодаря этому возвращается в вер: 
тикальное положение. 

Привлекательность этой теорни в 
том, что велосипед копируется 
катящимся обручем, который дейст- 
внтельно устойчив именно по этой 
причнне. Велосипед в такой интер- 
претации попросту обруч с прицепом. 

Некоторые теоретики высказали 
сомнение по поводу этой теории. Они 
чувствовали, что масса велоснпед- 
иого колеса слииком мала, чтобы 
создать гироскопический эффект, до- 
статочный для выравнивания тяжело- 
го велосипеда. 


Антигироскопический велосипед 


Я начал свою серию экспериментов 
по устойчивости велосипеда, обладая 
довольно туманными представления- 
ми о рассмотренных здесь теориях. 
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Мне пришло в голову, что было бы 
занятно построить неустойчивый ве- 
лосипед, который выбьет из седла 

самого опытного велосипедиста. Сна- 

чала я видонзменил стандартный ве- 
лосипед, насадив на его переднюю 
вилку второе колесо, не касающееся 

поверхности земли, так что это колесо 
можно было вращать в направлении, 

обратном направлению вращения ие- 
реднего колеса велосипеда. Этим долж- 
но было устраняться влияние гироско-- 
нического эффекта. Я назвал это уст- 
ройство «неуправляемый велосипел»— 
НВ-Г (рис. 4, 6). Он не оправдал воз- 

ложенных на него надежд; им можно 
было сравнительно легко управлять 
и тогда, когда дополнительное колесо 
вращалось в аюбом направленни, и 
тогда, когда оно оставалось непод- 
вижным. Вел себя НВ-[ несколько 
странно (это я приписал увеличившей- 
ся массе вилки с передним колесом), 
но это не слишком затрудняло управ- 
ление даже при моих средних води- 
тельских способностях и невысоких 
скоростях. Это означало, что гиро- 
скопический эффект оказывал очень 
незначительное влияние на управле- 


‘ние велосипедом при’ езде с малой 


скоростью. 

Неожиданный результат воодуше- 
вил меня. Если велосипед, рассматри- 
ваемый как обруч с прицепом, не ста- 
билизируется благодаря гироскопи- 
ческому эффекту, то, может быть, об- 
руч вообще не гироскоп? р 

Я проделал эксперимент над до- 
полнительным колесом ИЧВ-Г, ‘при- 
строив к нему виутренний обруч, ко- 
торый мог вращаться в противополож- 
ном направлении. Устройство благо- 
получно падало, когда я пробовал 
его катить. Значит, обруч ведет себя 
как гироскоп. 

Было проведено еще одно, более 
суровое испытание: будет ‘ли НВ- 
управляемым, еслн руки водителя 
убраны с руля? По единственной, 
вероятно, теории управления велоси- 
педом «без рук» предполагалось, что 
водитель наклоняет раму ‘угловыми 
движениями своего тела я таким обра- 
зом рулит, используя поворот перед- 





Рис. 4- 


него колеса за счет гироскопического 
эффекта. 


Осторожно и с большими опасения- 
ми за результат я провел экспери- 
мент, во время которого ‘велоснпед 
ехал под уклон; тем самым исключа- 
лось влияние нажима на педали вело- 
сипеда. НВ-1 не очень удобен для 
езды «без рук» даже при «статическом» 
варианте. Что-то терялось в балансе, 
и В т0м случае, когда переднее и 
дополнительное колеса вращались в 
разные стороны, управлять им было 
трудно, но все же возможно. 


Это навело меня на мысль о су- 
‘щцествованин еще одной силы, нояв- 


ляющейся, когда велоснпед  дви- 
жется. 


Затем я понытался катить ЧВ-1 
без водителя. Когда дополнительное 
колесо вращалось в сторону, противо- 
положную направлению вращения пе- 
редиего колеса велосипеда, велосипел 
неуклюже падал; когда же колесо 
вращалось в ту же сторону, что и 
переднее колесо, велосипед падал спо 
койно, пробежав до этого круг. 


Мне стало ясно, что легкий, ли- 
шенный водителя велосипед может 
стабилизироваться гироскопически, а 
более тяжелая модель — нет. — Та- 
ким образом, еще предстояло решить 
проблему устойчивости велосипеда, 
утяжелеиного водителем. 


Гы 
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Еще теорин 


На предварительных стадиях ис- 
следования я надоел всем знакомым, 
излагая им теорию велосипеда. Кро- 
ме двух известных теорий, о которых 
я уже упоминал, я предлагал сще и 
новые. 

1. Велосипед держится отвесно 
благодаря толщине его шин, то есть 
он представляет собой тонкий на- 
дувной каток. 

2. Если велосипед наклоняется, 
точка контакта переднего колеса с 
землей смещается к одной стороне его 
плоскости, создавая момент силы тре- 
ния, поворачивающий наклоненное 
колесо. Благодаря этому‘ велосипед 
выравнивается. 

3. Точка контакта велосипедной 
шины с землей находится за управля- 
ющей осыо руля (рис. 4). В резуль- 
тате, когда велосипед наклоняется, 
возникает момент силы К реакции 
земли, который поворачивает  пе- 
реднее колесо вокруг оси вращения 
руля. 

Можно предположить, что теория 
] не так уж важна. Я испытывал 
недоверие и к теории 2, поскольку 
усилие, действующее менее чем на 
половину ширины шины, должно соз- 
давать очень малый момент, завися- 
щий лишь от того, как туго накачали 
шину. 

Теория 3 подняла вопрос о форме 
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вилки переднего колеса, который я 
позднее буду рассматривать “в данной 
статье: теория гироскопа не объяс- 
няет, почему переднне вилки всегда 
согнуты. Для такого исследования 
я построил НВ-П. 

НВ-П имел тонкое переднее коле- 
со, достнгавшее только одного дюй- 
ма (2,5 см) в днаметре (при соответ- 
ственно отлитом ободе), прикреплен- 
ное жестко на одной линии с управ- 
ляющей осью. Это было сделано для 
проверкн теорни геометрии управле- 
ния. Велосипед этот выглядел неле- 
пым устройством; НВ-Ц было воисти- 
ну трудно управлять, без водителя 
он быстро падал, но и это не все — 
он не выдерживал ухабов выше 10— 
15 см. Кроме того, маленькое перед- 
нее колесо буквально нагревалось 
докрасна при быстрой езде. 

Я отказался от НВ-П, но не от- 
казался от теории 3, поскольку во 
всех реальных велосипедах точка кон- 
такта переднего колеса расположена 
нозади точки пересечения осн руля 
с землей. 


Геометрия рулевого управления 


Уверенность в том, что необходи- 
мо внимательно изучить форму вилки 
переднего колеса, возникла при весь-- 
ма драматических обстоятельствах. Я 
провел утомительную серню экспе- 
риментов, чтобы выяснить, как влияет 
на устойчивость велосипеда дополни- 
тельная нагрузка. Для этого я нагру- 
жал велосипед бетонными плитками, 
которые затем сбрасывал на пустую- 
‹цие газоны (было несколько таких 
испытаний, которые нельзя прово- 
дить на общественных дорогах}. Идея 
эксперимента -- выяснить,  действи- 
тельно ли дополнительные массы не 
дают возможности переднему колесу 
стабилизировать велосииед гироско- 
пически, как это следовало из пове- 
дения велосипеда с водителем и без 
него. Нагрузка делала велосипед ме- 
нее устойчивым, и, если дополни- 
тельное колесо вращалось в сторону, 
противоположную направлению вра- 
щения переднего колеса, он сразу же 
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падал. Несчастная машина еще и еще 
раз падала на землю с грузом. Это 
заставляло меня выпрямлять постра- 
давшие частн велосипеда и заменять 
сломанные спицы почти после каждо- 
го испытания. 

Однажды мне понадобилось сме- 
нить руль и изменить конструкцию 
тормоза. При этом переднее колесо 
случайно повернулось на 180°, из- 
менив тем самым геометрию передней 
вилки (рис. 4, в). Полученную мо- 
дель я назвал НВ-Ш. Эта машина 
вела себя на редкость неуклюже и 
когда я ехал на ней, нажимая на 
педали, и когда просто катил. В 
этот раз без всякого умысла я под- 
толкнул велосипед с перевернутой 
вилкой, рассчитывая, что он сразу упа- 
дет. Несжиданно, прежде чем упасть, 
он проехал некоторое расстояние. 
Дальнейшие испытания показали, что 
этот новый «неуправляемый велоси- 
пед» удивительно устойчив. Он не 
просто бегал по кривой, если его нак- 
лонить, но и активно возвращался 
к вертикальному положению. Не- 
ровности дороги и толчки не угрожа- 
ли ему, и только, замедлив движение, 
он становился неустойчивым. Он на- 
чинал колебаться из стороны в сто- 
рону, лока не падал. 

В чем причина устойчивости этой 
модели? Одна из причин становится 
понятной, если попробовать катить 
велосипед, придерживая его за седло: 
им, велосипедом, можно управлять, 
наклоняя раму — переднее колесо аз- 
томатически принимает необходимый 
наклон. При этом центр тяжести нак- 
лоненного велосипеда опускается. Так 
возникла новая теория: управлять 
велосипедом нужно таким образом, 
чтобы угол поворота переднего ко- 
леса обеспечивая самое низкое поло- 
жение нентра’ тяжести. 


Велосипеды, рассчитанные 
числительной машине 


на вы- 


Я приступил к тщательному изу- 
ченню формы вилки переднего колеса. 
Форма вилки определяется углом нак- 
лона оси руля и расстоянием от втул- 
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Рис. 5. 


ки колеса до этой осн. Нужно было 
проверить новую теорию, определяя 
зависимость высоты втулки перед- 
него колеса от углов наклона и по- 
ворота (рис. 5) прн различных формах 
передней вилки. 

Получить такую зависимость ока- 
залось весьма трудоемкой задачей. 
После нескольких попыток я отка- 
зался от нее и вместо этого написал 
программу для вычислительной ма- 
шины, названную мной «Велосипе- 
дом». Вооруженный этой программой, 
я мог рассчитывать все виды велоси- 
педов. Я надеялся доказать, что для 
обычных велссипедов угол поворота 
руля. при котором высота центра 
тяжести велосинеда минимальна, воз- 
растает с углом наклона. Благодаря 
этому при болыишем наклоне велосипе- 
да он едет по кривой с меньшим радн- 
усом кривизны, что обеспечивает 
его устойчивость. Однако расчеты 
опрокинули мои надежды. Даже если 
велосипед стоял вертикальшо, втулка 
его переднего колеса, а вместе с ней 
н центр тяжести велосипеда опуска- 
лись ирн повороте руля. Минимальная 
высота центра тяжести достигалась 
прн неправдомодобно большом угле 
поворота в 60°. С другой стороны, 
если велосипед наклонен, для достн- 
жения минимальной высоты центра 
тяжести при большем угле наклона 
нужны меньшие повороты руля. Это 
означало, что теория неверна. Тогда 
я рассмотрел, от каких параметров 
конструкции зависит момент силы Ё 


Рис. 6. Точка | соответствует современиому 
стаидартному велосипеду, 2 — гоночному, 
3-6 — велосипедам 1870-1880-х ГОДОВ, 
7—НВ- Ш, 7—НВУАУ. 
реакции земли, действующей на ко- 
лесо ири его наклоне, когда сила Ё 
проходит выше плоскости колеса. 
Этот момент при наклоне велосипеда 
поворачивает колесо вокруг оси вра- 
щения руля как раз так, что велоси- 
пед едет по траектории, обеспечиваю- 
щей его выравнивание. Причем чем 
больше угол наклона велосипеда, тем 
этот момент больше, значит, тем быст- 
рее будет поворачиваться колесо. Это 
и нужно для устойчивости велосипеда. 

Ясно, что плечо силы реакции при 
заданном диаметре колеса опреде- 
ляется длиной выступа вилки и уг- 
лом наклона оси вращения руля. 

Связь момента сил реакции с 
длиной Х выступа вилки, углом. ф 
наклона оси руля, углом наклона 
велосипеда и углом поворота руля 
выглядит не очень просто, но я был 
вооружен программой «Велосипед». 
Это давало возможность рассчитать, 
при какой комбинации Х инф разные 
консгрукции велосипедов одинаково 
устойчивы. Оказалось, что это те 
велосипеды, для которых ф= 6 — вх, 
то есть угол пропорционален длине 
выступа вилки. Причем велосипед 
устойчив, если 6 отрицательно, н 
неустойчив при б > 0. 

Для того чтобы проверить этот 
результат, я нанес на диаграмму с 


Хх . 
координатными осями фи -р (рис. 6) 


показатели всех известных мне велоси- 
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педов — от многих ныне существующих 
моделей до старинных с высокими ко- 
лесами.  Наклонные линии на 
рисунке соответствуют одинаковой ус- 
тойчивости. Точки, соответствующие 
старым моделям, были разбросаны п> 
зоне, зато современные сгруппирова- 
лнсь около границы неустойчивости, 
определяемой линией 0—0. Этот 
факт легко объяснить. Очень устойчн- 
вая система слабо реагирует на унп- 
равление, тогда как система, близкая 
к неустойчивости, более чуткая. Со- 
временные конструкции ‘велосипеда 
отличаются легкостью в движении и 
управлении. Велосипед модели НВ-1Ш 
был более устойчив, чем любая ма- 
шина, выпущенная промышленностью. 


Ясно и почему он хоропю выравни- 
вается, и ночему на нем трудно ез- 
дить — он слишком устойчив для 
управления. Мнертный водитель с 
неразвитыми рефлексами балансиро- 
вания, которому к тому же все равно, 
куда ехать, был бы им очень доволен. 


Машинный расчет завершил поис- 
ки составных частей теорин велосипе- 
да. В добавление к мастерству водн- 
теля и гироскопическому эффекту ока- 
зывается, что на переднее колесо 
действует момент силы трения, по- 
ворачивающей колесо как раз в ту 
сторону, в которую нужно, для того, 
чтобы велосипед не опрокинулся. 


Пока я не создал единой математн- 
ческой теории велосипеда, так что все 
это, быть может, коллекция курьезов, 
но по крайней мере все принципы бы- 
ли проверены экспериментально. 


Теперь нужно было построить мо- 
дель НВ-!У с такой формой вилки, 
чтобы она находилась глубоко в зоне 
неустойчивости. Я изготовил НВ-[У, 
переместив переднее колесо моего ве- 
лосинеда вперед на 15 см (рис. 4, 2). 


Благодаря этому при наклоне велоси- 
педа момент силы трения стремился 
повернуть колесо в сторону, противо- 
положную той, куда должно иовер- 
нуться колесо, чтобы велосипед лю- 
ехал по кривой, обеспечивающей его 
устойчивость. Машина попала в не- 
устойччвый режим. Ездить стало дей- 
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ствительно намного труднее, хотя и 
не настолько, насколько я надеялся, — 
возможно, что мое мастерство воз- 
росло за время этого исследования. 
НВ-ГУбыл крайне неустойчив и па- 
дал на землю сразу же, как только 
я Ттолкал его вперед и отдускал. 

Кажется, это довольно значи- 
тельный вклад в создание машины, 
которая оказалась бы совершенно 
бесполезной, но это только подтвер- 
дило бы мон взгляды на пути развития 
современной техники. У меня по 
крайней мере не было намерения на- 
вязать продукт своей деятельности 
многострадальному потребителю во 
имя прогресса. 


ПОПРАВКИ 


В отмеченных ниже мес- 
тах должно стоять следую- 
шес: 


«Квант» № 8 
Стр. 33, 7 строка сверху: 


. и 
б-р Вх) > УМХ... Хп 
Стр. 34, 8 строка сверху: 
1 
м +х.-+ ха (ахахэ) 3... 

Стр. 36, 5 и 7 строки сверху. В не- 
равенствах знаки должны быть напра- 
влены в другую сторону. 

Стр. 45. Слева стоит табл. 2, а 
справа — табл. 1. 

Стр. 52, 6 строка снизу. Вместо 
знаков -—- должны стоять зиаки =. 


«Квант» № 9 


Стр. 25, левая колонка, задача 9: 


10: (2а—х) юЮнуа Их ] | 
108.2 ’ 10а 2 СЫ 
левая колонка, задача 10: 
й 


юи7 (2зтх) --а №0, чпх +3 -57. 


2 р 


Стр. 33, правая колонка, 8 стро- 
ка снизу: 
‚так как 9 ав. 


О ПЕРИОДЕ ОБРАЩЕНИЯ 
СПУТНИКОВ 


В сентябре месяце 1970 года была 
запущена автоматическая станция 
«Луна 16». 17 сентября она вышла 
на окололунную орбиту с периодом 
1 час 59 мин (119 минут). Что можно, 
исходя из этих данных, сказать о 
Луне? 

Вспомним, что когда запускают 
спутник вокруг Земли, то его период 
обычно бывает около полугора часов 
(90 минут). Что можно сказать о Земле? 

Оказывается, что из этих данных 
можно оценить величину нлотности 
„Луны и Земли. 

Если высота спутника невелика 
(по сравнению с радиусом небесного 
тела, вокруг которого он вращается), 
то можно приближенно считать, что 
спутник движется около поверхности. 
Приравняем ускорение силы тяжести 
к центростремительному ускорению: 

М 52 2д \2 
где С — гравитационная постоянная, 
М —-.масса небесного тела, ВЮ. 
его раднус, и - скорость спутника, 
Т -—- период его обращения. Дальше 
запишем массу через радиус; 


Ри 4 з 
М =; ло, 


где р — средняя плотность. 

Подставив в предыдущую форму- 
лу это выражение, получим замеча- 
тельный результат: 
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р У 5. 
Отсюда следует, что период обра- 
щения низкого спутника зависит толь- 


Кузлетество.го 


ко от плотности небесного тела и не 
зависит от его размеров. Поэтому, 
зная период, можно определить нлот- 
ность Луны и Земли В таблице прн- 
ведены значения пернода и плотнос- 


тн для разных планет солнечной 
системы. 






Плотность 
Центральное тело Перяод 


Солнце 


166 
Меркурий 83 
Венсра 87 
Земля 84 
Луна 108 
Марс 100 
Юпитер Г 
Сагурн 238 
Уран 170 
Нептун 174 


Для Земли период равен 84 мину- 
там. В газетах сообщают обычно не- 
сколько большую величину. Это зна- 
чит, что спутник летит не очень низко. 
Если обозначить высоту спутника 
через й, то нструдно получить ни точ- 
ную формулу для круговой орбиты 
(попробуйте вывести ее сами): 





3 
-Зл | в |2 
= Е 
а [1+ я = 
ЗА. 
2= То [| ЭВ 
где То-- период низкого спутника 


(приведенный в таблице), а последнее 
равенство — приближенное — верное, 
если й<Ю. Можно получить и фор- 
мулу для эллиптической орбиты, если 
знать законы Кеплера. О них вы 
прочтете в «Кванте» № 1 за 1971 год. 


Я. А. Смородинский 


ЗАДАЧНИК 
нти 





М56. На окружности выписаны в 
произвольном порядке четыре едн- 
ницы и пять нулей. Затем в промежут- 
ке между двумя одинаковыми числа- 
ми пишется единица, а между раз- 
ными цифрамн — нуль, а первона- 
чальные цифры стираются. Доказать, 
что, сколько бы раз мы ни повторяли 
этот процесс, мы никогда не получим 
набора из девяти единиц. 

М57. а) Найти число Ё, которое 
делится на 2 и на 9 и имеет всего 14 
делителей (включая | и *®). 

6) Доказать, что если замеяить 14 
на 15, то задача будет иметь несколь- 
ко решений, а при замене 14 на 17 
решений вообще не будет. 

М58. На плоскости даны три пря- 
мые, пересекающиеся в одной точке. 
На одной из них отмечена точка. Из- 
вестно, что прямые являются биссект- 
рисами некоторого треугольника, а 
отмеченная точка — одна из его вер- 
шин. Построить этот треугольник. 

М59. Имеется несколько гирь с 
весами | г, 2 г, Зг.,..., п г. Мх надо 
разложить на три равные по весу 
кучки. При каких л это удастся сде- 
лать? 

м60. Рассмотрим все натураль- 
ные числа, в десятичной записи ко- 
торых участвуют лишь цифры 1 и 0. 
Разбейте эти числа на две группы так, 
чтобы сумма любых двух различных 
чисел из одной и той же группы со- 
держала в своей десятичной запнсн 
не менее двух единиц. 

Фбб. К багарее сэ. д. с. 9 вольт 
н неизвестным внутренним сопротив- 
лением подключены последовательно 
амперметр и вольтметр (рис. 1). Соп- 
ротивления приборов неизвестны. Ес- 
ли параллельно вольтметру включено 
сопротивление (его величина тоже 
32 


Хуа! тестеги 


В этом номере все задачи по ма- 
‘ематике взяты из брошюры «Ма- 
тематические задачия”}. новое. пе- 
реработанное издание которой скоро 
ныйлет из печати. 


А 





Рис. [. 


нензвестна), то показание амперметра 
вдвое увеличивается, а показание 
вольтметра вдвое уменьшается. Ка- 
ким стало показание вольтметра после 
подключения сопротивления? 

А. Р. Зильберман 

Ф67. Буферное устройство (рис. 2) 
состоит из стержня А, пружины В, 
надетой на стержень, и направляю- 
щей втулки С. Втулка может переме- 
шаться внутри канала, сделанного 
в массивной стене О. При движении 
втулки С между ее внешней поверх- 
ностью и стеной действует постоянная 
по величине сила трения Ёур. Стер- 
жень внутри втулки и пружина по 
стержню’ перемещаются без трения. 

На торцевую поверхность стержня 
А налетает шар массы М, имея перед 
соударением скорость %. С какой 
скоростью шар отлетит? 

Массы стержня, пружины и втул- 
ки пренебрежимо малы о сравнению 
с массой шара. Коэффициент жестко- 
сти пружины А. - 

В. К. Петерсон, 31-я школьная фи- 
зическая олимпиада МГУ, 1970 г. 


*) Е. Б. Дынкин, С. А. Молчанов, 
А. Л. Розенталь, А. К. Толпыго, 
Математические задачи, изданне 3-е, «Наука» 
(серия «Библиотека физико-мазематической 
школы?). 


Рис. 2. 


Ф68. Стенки сосуда, в котором на- 
ходится газ, имеют температуру Т. 
Температура газа Г,. В каком случае 
давление газа на стенки сосуда боль- 
ше; когда стенки сосуда холоднее 
газа (Г<Т,) или когда теплее (Т> 
> Г)? 

Г. Я. Мякишев, З1-я школьная фи- 
зическая олимпиада, МГУ, 1970 г. 


Ф69. В сосуд с водой погружается 
свинцовый шар. В какую сторону 
выгнется поверхность воды в сосуде 
за счет дополнительного поля тяго- 
тения, создаваемого шаром? 


Ф70. Велосипедист легко разви- 
вает силу тяги 10 кГ. Сила трения не 
превышает 5 ^кГ. Казалось бы, за 
несколько часов велосипедист может 
достичь второй космической скорости. 
Однако это сце никому не удавалось. 
Почему? 

Физико-математическая — олимпиада 
МИЭМ, 1969 г. 


Ф71. Имеется равномерно заряжен- 
ный отрезок АВ. Как направлена 
напряженность электрического поля, 
создаваемого этим отрезком в точке 
С: по медиане треугольника АВС? 
по его биссектрисе? по высоте? ни 
по одной из этих линий? 


Физико-математическая олимпиада 
МФТИ, 1970 г. 





Куат тестю. 


Помогите художнику! 


Художник должен изо- 
бразить на рисунке тонкую 
линию. Можно, конечно, 
провести просто черную ли- 
нию на белом фоне, но наш 
художник любит — разно- 
образные яркие цвета. 

Сделаем спедующие 
предположения о типограф- 
ских возможностях передачи 
Цвета (см. рисунок на об- 
ложке журнала). Кроме бе- 
лого, существует четыре ос- 
новных цвета: розовый (Р), 
желтый (Ж), голубой (Г) и 
черньй (Ч)—м еще четыре 
смешанных: красный (РЕЖ), 
сиреневый (Р-+Г). зеленый 
{Ж-Г) и коричневый (Ж-+ 
+Р-[Г). Черный цвет в сме- 
си с любым дает снова чер- 
ный цвет. Для простоты мы 
считаем, что «полутонов» не 
существует. 

Спрашивается, сколькими 
способами можно нарысо- 
вать цветную линию на цвет- 
ном фоне (и линия, и фон 
могут быть любых, но, ра- 
зумеется, различных цветов; 
можно использовать и белый 
цвет)? Ответ очевиден: 72— 
=9х8. Для фона можно выб- 
рать любой из 9 цветов, за- 
тем для линии — любой из 
остальных 8 цветов (кроме 
уже выбранного для фома). 

Но нужио учесть еще 
одно обстоятельство: по- 
скольку разные краски на- 
кладываются при печати ме 
одновременно, а последова- 
тельно, то они могут не- 
сколько сместиться одна от- 
носительно другоя, Поэтому, 
скажем, вместо зеленой ли- 
нии на розовом фоне мо- 
жет получиться белый про- 
свет и рядом коричневая 
(или даже отдельно красная 
и сиреневая) линия. Нас это 
не устраивает. Пусть уж 
цвета смещаются, но линия 
тем не менее должна быть 
одна! Подсчитайте, скольки- 
ми способами художник мо- 
жет удовлетворить это тре- 
бование. 


И. В. Васильев 
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ЗАДАЧНИК пбанта 


РЕШЕНИЕ 


№16. Докажите, что многочлен р(х) с целыми коэффициентами, который при трех раз- 
личных целых значеннях х принимает значение 1, не может иметь ин одного целого кория. 


Решение. Заметим, что для яюбого многочлена р (х) с целыми коэф- 
фициентами и для любых двух целых чисел а и В разность р (6) — р (а) 
делитёя на $ — а, поскольку для любого натурального 9 разность 5" — 
—а" делится на В — а: 

т ат = (6 — а) (ттт -*а -- Бт-за*+... + рат-?-+- ит-\). 

Если существуют четыре целых числа су, С», сз и а такие, что р (с,) = 

==р(с,) = р(сз) = 1 и р(а) = 0, то 

р(с,) — р(а) = ре.) — ра) = рез) — ра) = 1, 
н поэтому каждое из чисел с, — а, с» — а, сз — а может равняться только 
| или —\, значит, все эти числа не могут быть различными. Такое 
решение прислали А. Веселов из д. Волчиково Калининской обл., И. Су- 
пруненко из Минска и другие читатели. 

Начало решения можно изложить несколько иначе, если знать, что та- 
кое деление миогочленов *). Разделим «углом» многочлен р(х) иа х — а, 
где а — целый корень многочлена. Тогда р(х) = (х — а) 9(х), где 9(х) — 
тоже многочлен с целыми коэффициентами. Действительно, поскольку 
старший коэффициент многочлена х—а равен |, то, когда мы делим мно- 
гочлен на х — а уголком, все коэффициенты появляющихся при этом 
многочленов будут получаться из уже имеющихся только операциями 
сложения, вычитания и умножения, то есть тоже будут целыми. Остаток 
равен нулю, поскольку а — корень многочлена: р(а) = 0. Таким образом, 
(а —с,)9(с,) = @-— с.)9с.) = @а-— с) 93) =1, и далыше рассуждение 
точно такое же, как в первом решении. 

М17. Крестьянин. подойдя к развилке двух дорог, расходящихся под углом в 60’, 
спросил: «Как пройти в село №№» Ему ответили: «Иди по левой дороге до деревни № — 
это в восьми верстах отсюда, — там увидишь, что направо под прямым углом отходит боль- 
шая ровиая дорога — это как раз дорога в №№. А можешь идти другим путем: сейчас по 
правон дороге; как вындешь к железной дороге, — значит, половину пути прошел; тут по- 
верни налево и нди прямо по шпалам до самого №№». — «Ну, а`какой путь короче-то будет? — 
«Да все равно, что так, что этак, никакой разницы». И пошел крестьяния по правой до- 
роге. 

Сколько верст ему придется идти до ММ? Больше десяти илн меньше? А если вдти от 
развилкн до ММ напрямик? {Все дороги считаются прямыми.) 

Рещение. Пусть А — развилка дорог, В — деревня №, С — се- 
ло №№, Р — точка, где правая дорога выходит на железнодорожное по- 
лотно. По условию (расстояния измеряются в верстах) АВ = 8, ГА == 60 *, 
АР =ОС, (В =90°, АВ -+- ВС =2АР. Пусть АР =2х, ОНТ АВ и 


*) См. статью «Сокращение алгебраических дробей» А. Н. Виленкнна («Квант» № 11). 





за 


ОК ВС (рис. 1). Тогда АН =: х, 
В С к КО =- ВН =8—х, АВ- ВС = 
— 2АР = 4х, ВС -: 4х — 8, 
ВК = ОН = хиЗ, КС = 
= |ВС-ВК | = | 4—8—ху 3 | 
н для выполнения всех условий 
задачи*)необходимо и достаточно 
выполненне равенства СК* -- 
-- КОЗ = АО? или 
4х — 8—3 в д) 
= 4х2, 
где 8 — х>0 и4х — 8->0, то есть 
2<х< 8. После преобразования 
получаем 


2—3) 2—2 5 -иЭх+ 
-- 16 =0. 


Обозначим трехчлен, стоящий в 
левой части, через } (х). Нетруд- 
но проверить, что условиям 
0<х< 8 удовлетворяет только 
меньший корень х, уравнения 





Рис. 1 Ё (х) =0 (рис. 2}. Его можно 
записать в виде 
5— УЗ —-УвИЗ-4. 
ЕЕ ЕЕ 


2—- уз 
713У3-—И 44-263. 


Крестьяннну придется прой- 
ти путь 4х,. Выяснить, больше 
это число 10 или меньше, проще 
прямо из уравнения. Поскольку 


г (=) == 04-81 3):>0, яс- 





НО, ЧТО Хо 





‚ то есть 4х, > 


2 
Рис. 2. >10. Покажем, что расстояние 
АС напрямик меньше 10. 
Действительно, неравенство 
у 8*-| (4% — 8)? {10 при 2<х,<8 эквивалентно таким: (4х.—8)"< 36, 
7 
4х —-8<6, ж<--. Так же как и выше, убеждаемся, что 


+(->) = (22—21 3} < 0, откуда № < ›и, следовательно, АС<10. 
Решение этой задачи прислали нам М. Прегер из Томска, А. Михай- 
лов из Экибастуза и другие читатели. 
С. Берколайко (Белгородская область} нашел короткое доказател ь-- 
ство того, что АВ -1- ВС>1Ю. В наших обозначениях оно выглядит так: 





*) На самом деле, легко доказать, что основание псрпеидикуляра К лэжигвн» отрэзка 
ВС (как и показано на рисунке), но это не используется в нашем решении. 
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Рис. 3. Рис. 4. 


ло теореме косинусов из треугольннка АВБ 
ВО? = 4х2 + 64 — 16х,; 
с другой стороны, неравенство треугольника дает 
ВР < ВС + СО = 6х, — 8, 
откуда 4х? + 64 — 16х < (6х — 8)?, 2х? — 5х > 0, 


_ 5 
н с учетом 2 < х. < 8 получаем хь > 5. Более точное значение расстоя- 


ния АВ -- ВС, по утверждению автора этого письма, таково: 11,044 версты. 

Некоторые читателн неправильно поняли условие задачи и считали, 
что (В = 90°, то есть что треугольник АРС равнобедренный и прямо- 
угольный. Это, конечно, неверно. 

М18. а) Докажите, что для любой точки № окружностн. описанной около правиль- 
ного треугольника. АВС, один из трех отрезков. МА, МВ, МС равен сумме двух других. 

6} Три равные окружности у, 7а, Уз попарно касаются друг друга, и вокруг ниях опи- 
сана окружность 7. которая касается всех трех: у, \. н \.. Докажите, что для любой 
точки А окружности } касательная, проведенная из точки 4 к одной из трех окружностей 
1. Та, Уз, равна суммс касательных, проведенных из точки М к двум другим окружиостям. 

Решение. а) Пусть точка М лежит на дуге АВ описанной окруж- 
ности. Повернем треугольник АМВ вокруг точки А на 60° так, чтобы он 

„занял положение АКС (рис. 3). Поскольку углы МВА и МСА равны (они 
опираются на одну и ту же дугу АЛИ), точка. К лежит на отрезке МС. По- 
скольку АМ = АКи (МАК = 60° (по построению), треугольник АМК 
равносторонний, поэтому МК = АМ. Итак, 

МА + МВ = МК + КС = МС. 

Другое решение. получается сразу из теоремы Птолемея, согласно [ко- 
торой в любом вписанном четырехугольнике произведение диагоналей рав- 
но сумме произведений противоположных сторон: если в равенстве МС>. 
х АВ = МА.ВС + МВ-АС заменить ВС и АС на АВ, то получим МС Хх 
х АВ = (МА + МВ) АВ; откуда МС = МА + МВ. 

Эту задачу решили многие наши читатели. А. Браверман из Перми, 
А. Веселов из Калининской области, В. Метлицкий из Ангарска, Н. Миро- 
любова из Актюбинска, О. Худавердян из Еревана прислали даже по не- 
сколько решений. 

6) Докажем более общий факт. Пусть центры трех окружностей радиуса г 
являются вершинами равностороннего треугольника С.С:С, ни О — центр 
описанной около него окружности радиуса а. Тогда для любой точки М 


окружности ралиуса ВЮ =а 1 г с центром О касательная, проведенная 
из точки М к одной из двух окружностей раднуса г, равна сумме касатель- 
ных, проведенных из точки М к двум другим окружностям. Заметим, 
что при г = 0 получается результат задачи а). 

ее раднус ОМ образует с радиусами ОС, (Ё = 0, 1, 2) углы а, = 
= м, 1: А. 120 ^ (рис/4); тогда МС; = В* -- а? — 2Ва соз% ,'), а квадрат 
касательной, проведенной из точки М к соответствующей окружности, равен 
МС? — г* = В* +. а* — 2Ва соза, — (К — а)* = 2Ка (1 — созя,). 


Поэтому касательные равны р Вазт-% 








[п %* - (0 поскольку 0=< 


2 
<2я]. О т нет 92 -- 5 В Эт 
<< п]. сталось проверить равенство $1 -5- -:511 —5* == $1 -7°. о 
Е 4 д “6 5 “а _ А бо -— “2 _ : ба 
уже просто: $ —5° 1. эт-»: 205 60`.3т — у“ = МП. 


М. Прегер прислал решение этой задачи с помощью аналитической 
геометрин. А. Браверман прислала нам интересное доказательство (с по- 
мощью теоремы Птолемея) следующего обобщения задачи а): пусть М — 
точка на дуге А.А „., окружности, описанной около правильного (27 -- 
-})- -угольника АГА, ‚Аз. „Аи А она Е 

МА, + МА, + ... - - МАжь = МА, 1-* МА, =... -- МА. 
(Решение состоит в том, что выписываются. Авен | ПРеенся для четырех- 
угольников 1 А,А.А.,, МА,А.А.,...., 

МА, АА а МАЛА А, МА. ААу, 
причем все члены, содержащие МА „„. помещаются в левой части равенства, 
а все члены, содержащие МА к. ,,— в правой, и затем все равенства склады- 
ваются.) Подумайте, как доказать это утверждение и аналогичное обобще- 
ние задачи 6} с помошью тригонометрических функций. 


М19. В бесконечной цепочке нервных клеток каждая клегка может находиться в одном 
из двух состояний: «покой» и «возбуждение». Если в даниый момент клетка возбудилась. 
то она посылает сигнал, который через единицу времени (скажем, через одну миллисскунду) 
доходит до обеих соседних с ней клеток. Каждая клетка возбуждается в том н только в 
том случае, если к ней ирнходит сигнал от одной из соседних клеток; если сигналы при- 
ходят одиовременно с двух сторон, то ошк погашаются. и клетка ие возбуждается. 

Пусть в начальный момент времени 2 = 0 возбуждена только одна клетка. Сколько клеток 
будет находиться в возбужденном состоянии через 15 мсек? через 65 меех? через 1000 мсек? 
вообще через { меск? 

Что будет в том случае, еслн цепочка не бесконечная, а содержит всего А’ клеток, сосди- 
ненных в окружность.— будет лин возбужление поддерживаться бесконечно долго или за- 
тухнет? 

Решение. Достагочно проследить, как распространяется возбужде- 
ние от одиночной клетки первые десять — пятнадцать тактов (рис. 5}, 
чтобы подметить следующие закономерпости. 

1. В момент времени { = 2А, где = 0, 1,2... возбуждены только д ве 
клетки: х ==— ЖЖ их = 9. 

и В момент времени 1 = 2—1 возбуждены 2 клеток от х = 

— 2# -|- 1 до х = 2^ — | с нечетными х. 

и Пусть 0 < Ё < 9. Тогда в момент времени 2^ -- { возбуждено ров но 
вдвое больш? клеток, чем в момеит времени | 

Для доказательства этих закономерностей (индукцией по #} можно вос- 
пользоваться тем, что «волны возбуждения», рождаемые каждой из двух 
клеток, НЕ в момент 9, не перекрываются вплоть до момента време- 
ни {= 2:1 —]и поэтому каждая из них устроена точно так же, как волна 
возбуждения от одной клетки при #< и 


*) с0$ (21—@)==60$ @, поэтому формула верна и при “> п. 
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Рис. 5. 


Теперь уже легко ответить на вопросы, поставленные в задаче. Через 
15 мсек, как это видно и по рисунку, будет 16 возбужденных клеток. Через 
64 = 26 их будет две, поэтому через 65 — четыре. Для произвольного кон- 
кретного { можно подсчитать { {1} — количество возбужденных клеток в 
момент времени {, — несколько раз последовательно применяя свойство 3: 
каждый раз от { можно вычитать наибольшую возможную степень двойки; 
от этого (В уменьшится вдвое. Например: 

Легко сформулировать от- 
вет в общем виде, пользуясь 


О, И двоичной системой  счисле- 

488 — 28 = 488 — 256 -= 232, =: 21 (488) -- НИЯ *). 

232 —2.= 232 — 128 = 104, = 4} (232) == Действительно, вычесть 

104 — 26 = 104— 64-: 40. 81 (104) -= из числа наибольшую возмож- 
40—25 40— 32... 8, 164 (40) ную степень двойки — это все 
а а 32/8) в. РАВНО что в его двоичной за- 


писи выбросить первую циф- 
ру. Гаким образом, для всех # 
[ (0) равно 27, где п — количество единиц в 
записи числа Ё по двоичной системе счисления. 
Это правило легко доказывается по индукции, а для первых Ё вы можете 
его проверить — на рисунке 5 справа выписаны двоичные разложения 
чнсел {. 

Вероятно, читатели журнала, которые помнят статью Д.Б. Фукса и 
М..Б. Фукса «Арифметика биномнальных коэффициентов»**), обратили вни- 
мание на то, что расположение возбужденных клеток на рисунке 5 в точнос- 
ти совпадает с расположением единиц В треугольнике Паскаля по модулю 
два (изображенном на обложке «Кванта» № 6). Таким образом, мы одно- 
временно решили такую задачу: сколько единиц в {-й строке треугольника 
Паскаля по модулю 2, другими словами, сколько среди биномиальных коэф- 
фициентов СЁ (Е = 0, 1,..., 1) нечетных? 

Ответ на второй вопрос, поставленный в условин задачи — что будет, еслн 
№ клеток расположить по окружности? — зависит, конечно, не только от №, но, 


**) (См. статью И. М. Яглома «Системы счисления» («Кваит» № 6) или брошюру С. В. Фо- 
мина того же названия 
***) (х«Квант» № 6. 
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Рис. 5. Рис. 7. 


вообще говоря, И от «начального состояния» — от того, какие клетки воз- 
буждены в начальный момент времени. В этой задаче существует общее 
простое правнло, позволяющее для каждого начального состояния указать, 


перейдут ли когда-нибудь все клетки в состояние покоя. Попробуйте найти 
сго самостоятельно. 


М20. Можно ли разбить правильный треугольник на миллион выпуклых многоуголь- 
ников так, чтобы любая прямая пересекала не более сорока из этих многоугольников? (Мы 


говорим, что прямая пепесекает многоугольник, если она имеет с ним хотя бы одну общую 
точку .) 


Ответ: можно. 


Решение. На рисунке 6 изображен выпуклый 12-угольник, который 
разрезан диагоналями на 5 частей: 8-угольник и четыре треугольника. 
Каждая прямая пересекает не более двух из этих треугольников. Действи- 
тельно, прямая, пересекающая треугольник, должна пересечь по крайней ме- 
ре одну из его сторон, общую с 12-угольником; с другой стороны, прямая мо- 
жет пересечь не более двух (не соседних) сторон выпуклого многоугольника. 
Точно так же, если А,А....4.„ — выпуклый Зп-угольник, то любая прямая 
пересекает не более двух из треугольников А ‚А.А 3, А.АьАз. ААА, . 

- Азии, 

"Теперь покажем, как можно разбить требуемым образом треугольник 
(рис. 7). Проведем прямые, отсекающие три треугольника первого ранга, 
так, чтобы остался правильный 6-угольник. От каждой его вершины отре- 
жем по треугольннку второго ранга так, чтобы остался правильный 12- 
угольник. От каждой его вершины отрежем треугольннк третьего ранги, 
чтобы остался правильный 24-угольник, и так 19 раз. После отрезания от 
вершин 3.21-1-угольника 3.2-1 треугольников А-го ранеа остается правиль- 
ный 3-2^-угольник (Ё = 1, 2,..., 19). 

Любая прямая пересекает не более двух треугольников каждого ранга 
н еще, быть может, оставшийся 3.2 -угольник, то есть всего не более 
1 + 2-19 = 39 многоугольников. Общее число всех многоугольников, 
на которые разбиг треугольник, равно 
13-Е 3.2 -|- 3-2? -|-... 1 3-28 = | 232 — | >27 = (20) =>1000:. 
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Дополненне к решенню задачи М1 (см. «Квантя № 11) 

Итак, выясним, сколько существуст неэквнвалентных расположений @ чнжей на п 
деревьях (напомним, что два расположения считаются эквивалентнымн, если из одного 
может получиться другое при перелетах чнжей, разрешенных условием задачи: один чиж— 
на соседнее дерево по часовой стрелке, другой — против). Уточним постановку задачи. 
Деревья мы считаем отличимыми друг от друга — занумеруем их по кругу числами 0, |, 
2....П — 1. ачижей — неотличимыми друг от друга, то есть нас интересует только набор 
чисел 00, @1, @о, .... @п-1: ГДЕ ак — число чижей на К-м дереве, но ие интересует, какой имен. 
но чиж где находится *). Мы уже пользовались тем, что величнна остатка от деления нал 
суммы ау -2а, 1 Заз-+..--(п— Цар-, (обозначим этот остаток г) не меняется при перелетах 
чнжей. Кроме гого, ясно, что ие меняется общее число чнжей: я-а, -|...Каил==а. 

Таким образом. если два расположения чижей эквивалентны, то у инх одинаковы ве. 


‚личины а иг. Докажем, что, обратно, если у двух раслоложений а чижей велнчина гл одна 


и та же, то они эквивалентны. А именно мы покажем, что каждое раслоложение с данным г 
можно перелетами чижей свести к такому: все чижи собрались на дереве номер 0, кроме одного, 
который сидит на дереве номер г. 

Это сделать нетрудно. Назовем одного чижа «летуном» и будем каждого из остальных 
чижей переводить на нулевое дерево, заставляя при этом в паре с ним двигаться в нужную 
сторону «летуна». Ясно, что всех можно собрать на дереве 0. кроме «летука»., окоичатель- 
ное положение которого определяется числом г. 


Итак, множество всех возможных расположений а чнжей на л деревьях состоит из п 
классов эквивалентности (г==0, 1,..., д 1). 


$24. Подставку, на которой лежит тело, подвешенное на пружнне, начннают опускать 
с ускорением а. В начальный момент пружина не растянута. Через какое время тело отор- 
вется от подставкн? До какой максимальной длины растянется пружина? 

Масса тела М, жесткость пружины 2. 


Решение. Рассмотрим вначале случай а < в. Запишем уравнение 
движения тела: 


Ма = М8 — М-—Т. 
Ми — действующая на тело сила тяжести, № — сила реакции подставки, 
и Г — сила натяжения пружины. Считая, что пружина подчиняется за- 
кону Гука, мы можем записать, что Т = Ах, где х — растяжение пружины. 
Подставив выражение дяя Т в уравнение движения и учитывая, что в тот 
момент, когда тело отрывается от подставки, сила реакции подставки ста- 
новится равной нулю, получим уравнение 
Ма = Ма — Ах. 
Из этого уравнения найдем, что тело отрывается от подставки после того, 
как подставка и тело пройдут расстояние | 
М и— а) 
х Е 
С другой стороны, так как подставка и тело вначале двигались равноус- 
коренно с ускорением а, то мы можем записать, что 


а? 


2 


({ — время с момента начала движения подставки до того момента, когда 
тело отрывается от нее). Это означает, что 
2? М и—в) 
ии. 





Отсюда о М &—а 
{ \ 2 —. . 
Г: Г: 
Найдем теперь максимальное растяжение пружины Хо. 
Воспользуемся для этого законом сохранения энергии. Конечно, нам 
нельзя приравнять потенциальную энергию тела в тот момент, когда пру- 


*) То, что мы вместо дерева номер п поставилн дерево номер 0, несущественно. 
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жина не была растянута, и потениизльную энергию пружины в тот момент, 
когда пружина максимально растянута: кроме силы тяжести и силы натя- 
жения пружины на тело действовала еще и сила реакции подставки. Работа, 
совершенная этой силой, очевидно, не равна нулю. Зато после того, как 
тело оторвалось от подставки, мы можем считать, что полная энергия тела 
и пружины не меняется. 

Запишем выражение для энергии пружины н груза в тот момент, когда 
груз оторвался от подставки. В этот момент груз имел скорость У -= а 


2 М? (а — 
29] 2 о Ее 9} кинеть -. ы РЕ _Ша 


(мы считаем, что потенциаль- 








и потенцналь- 
М: (Е —а т 
Е 
ная энергия груза равна нулю, когда пружина максимально растянута}. 
М #—а) 

Ё 1 
2х" Ми — а) 


ную энергию а. -х) =: и 


Так как в этот момент пружина была растянута на длину х 











р: | ру 
Складывая энергию тела и пружины, найдем, что их полная энергия 
равна 


„  Мц-а) М? (р — М? (а — а М? (0 — а 
№, - а м - Маю — ФЕ ЧЕ В ый Мех В“ Е 


то потенциальная энергия деформации пружины равна 


В тот момент, когда пружнна максимально растянута, скорость груза, 
а значит, и его кинетическая энергия равны нулю. Поэтому энергия груза 





| Ахр 
н пружины будет равна и. = 
Записав, что Ш, = \,, получим уравнение 
Ах? > э 
О] М? (и -а}- 
2. гу Махь -1- т 0. 


Решая его, находим 

МЕ у м Уае-а. 

к = А 

Максимальное растяжение пружины должно быть больше ее растяжения 
при равновесии тела, когда действующая на тело сила тяжести Ма урав- 
новешена силой натяжения пружины Т = Ах,: при прохождении положе- 
ния равновесия тело будет иметь некоторую скорость, так что обязательно 

Мр 


проскочит его. Поэтому, так как х, — И Хо>х,. то 


Хо 


< Мм У @#— а 
р А Е: | 
Имеет ли физический смысл второе значение х„? Да; но оно дает не мак- 
симальное, а минимальное растяжение пружины при колебании тела. Если 
мы считаем, что потенциальная энергия тела равна нулю, когда пружина 
растянута на величину х„, то при минимальном растяжении пружины, за- 
иисав закон сохранения энергни, мы получили бы такое же уравнение, 
как и прн максимальном. 
Нетрудно определить амплитуду колебаний тела. Она равна разности 


. В 2мМ Иа (2 а 
значении корнеи уравнения для х,, то есть ИЕ ЕЕ. 
Если аз в. то тело оторвется от подсгавки, как только подставка качнет двигаться. За- 
лисав закон о рАНОННЫ энергни, найдем, что в этом случае максимальное растяжение пру- 
2МЕ 


жины равно -„— 


Правильное, решение этой задачи прислал Н. Федни из Омска. 
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Рис. 8. 


Ф75. Если потенциал анола фотоэлемента выше, чем потенциал катода, то через фото- 
элемент идет ток Го == 10 ма (ток насышення). В противном случае ток через фотоэлемент не 
идет. Пренебрегая внутренними сопротивлениямн батарей, найти напряжения наз фотоэле- 
ментах в схемах, нзображенных на рисунке 8 {величины сопротивлений указаны на рисунке 
в кнлоомах). 


Решенне. Рассмотрим вначале первую схему. Предноложим, что ток 
через фотоэлемент не идет. В этом случае через сопротивления в 1 и 2 ки- 


Е: 200в 1 - 
н „ =_= Е Е А =: ъ ВЕ : 
лоома пойдет ток 7 = ито ком = 15 9. При этом падение напряжения на 


сопротивлении в 2 килоома равно 2. 10% ом. 133 в. Это означает, что 
в этом случае потенциал катода фотоэлемента равен 2008 — 133в = 
—= -+- 67в. Но лотеициал анода равен --100 в, то есть он выше потенциала 
катода. Мы пришли к протнворечию, так как в этом случае через фотоэле- 
мент должен идти ток. Это означает, что через фотозлемент идет ток Ро = 
—= Юма. Найдем разность потенипалов между анодом и катодом. Потенциал 
анода равен {100 в (мы считаем, что потенциал точки Р равен нулю). 1о5э- 
тому нам необходимо найти потенциал катода. Для этого нужно определить 
падение напряжения на сопротивлении в | килоом. 

Полагая, что токи через сопротивления ндут в направлениях, показан- 
ных на рисуике стрелками, и обозначая их РА; и 7,, мы можем записать, 
Чо Ию = Г (1) 
Для того чтобы найти / нГ., нам необходимо составить еще одно уравнение. 
Обойдем контур, состоящий из сопротивлений и источника с э. д. с. 200 в. 
Так как работа по перенесейию заряда в электрическом поле равна 
разности потенциалов, умноженной на величину заряда, то мы можем 
записать, что 

Е и — и. =0 (2) 


или Е =1,-В + 1. -В.. 
Решая уравнения (1) н (2) совместно, найдем, что /, >73 ма. Это означает, 
что потенциал катода равен /,А, = 7386. а разность потенциалов между 
анолом и катодом равна 276. 

Аналогично рассмотрим вторую схему. Если мы, как и в первом случае, 
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предположим, что через фотоэлемент не идет ток, то можно считать, что у 
нас имеются две цепочки, одна из которых состоит из включенных последо- 
вательно сопротивлений в | и 3 килоома, а вторая — из сопротивлений в 2 
и 4 килоома, причем обе цепочки соединены параллельно и подключены к 
нсточпику сэ. д. с. 1008. Тогда через сопротивления в | и 3 килоома будет 


| 100е = 
идти ток 1 = бтох = 2,9. 10-*а-25 ма, а падение напряжения на 


сопротивлении в | килоом будет равно 25 в. Значит, потенциал анода 
равен фл-= 1008—25в-= 758. еж ично можно найти потенциал катода. 


Он в этом случае равен 33% в. Получается, что потенциал анода выше 
потенциала катода, и через фотоэлемент должен идти ток. 
Будем считать, что токи через все сопротивления идут в каправлении 


сверху вниз, а через фотоэлемент — слева направо. Тогда можно напи- 
сать следующие уравнения: 


ВЕР = 1. 
Г Ее 
ГА + И, — 14Ю.=0. 
Е= ИА, + 1... 
== [К -|- 13К.. 


Здесь (И, — падение напряжения на фотоэлементе. 

Так же как и для предыдущей схемы первые два уравнения в этой 
системе выражаюг закон сохранения заряда. Действительно, например, 
в точку соединения сопротивлений в 4 ком и 2 ком и фотоэлемента за 
единицу времени втекаст заряд /,--Г., а вытекает /.. 

Решая эту систему, получим Ц, -=20, 88. 


Ф26. Две горизонтальные пояуплоскости, расположенные на высоте Й одна над другой, 
плавно переходят друг в друга, как показано на рисунке 9. По верхней полуплоскости 
под углом 0 к направлению на спуск движется со скоростью # пебольшой брусок. Как он 
будет двигаться по нижней полуплоскости? 

Считать, что брусок не подпрыгивает, то есть движется, не отрываясь от поверхности 
спуска. Трение» пренебречь, 


Решенне. Разложим ско- 
рость бруска на две составаяю- 
ие: 1», — 1, с05% в направлении 
на спуск ии! = и па в нерпен- 
дикулярном направлении (рис. 10). 
Так как на брусок в напрарленин 
и; не действуют никакие внешние 
силы, то эта составляющая скоро- 
сти бруска не меняется. Составля- 
ющая же и. увеличивается. Благо- 
даря этому увеличивается и ско- 
рость бруска. 

Найдем, какую скорость и бу- 
дет иметь брусок после того, как 
он окажется на нижней полуплос- 
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Рис. 10. Рис. И. 


кости. Для этого мы можем воспользоваться законом сохранения энергии 


ти? 
2 


ти? 


2 





трой = Отсюда и-= Мо? ой. 


Тенерь можно найти угол, под которым будет двигаться брусок на нижней 
полуплоскости: : 
Г: И Г : 
зи В — — ее И. 
и Ут 2рй 


Такое решение прислал ученик 9 класса нд Гагр ГССР Г. Зайцев. 


Ф27. В полусферический колокол, плотно лежащий на столе, наливают через отверстие 
вверху воду рис. 11. Когда вода доходит до отверстия, она приподнимает колокол и начи- 
нает вытекать снизу. Найти массу колокола, если раднус его равен` Ю. а плотность воды р. 


Решение. Сила давления на стол равна сумме сил тяжести ‚ действую- 
4 
щих на колокол и воду: Р-- Ма-| — лЕЗрв. Но в тот момент, когда вода ири- 


поднимает колокол и начинает подтекать, колокол сам не давит на стол. Поэто- 
му сила давления на стол равна давлению воды, умноженному на площадь 
основания сосуда. Давление воды на стол во всех точках одинаково и 
равно раЮ, поэтому Ё = ря .пВ?. 


Это означает, что яЮЗрр =. Ме + лАЗра. Отсюда М = я. 


Интересную ндею решения предложил Апатолий Воровлянский из Горького. 

Предположим, что колокол помещен в цилиндрический сосуд радиуса и высоты. Зз- 
полцим этот сосуд водой н будем считать, что масса колокола пренебрежимо мала. 
Нетрудно сообразнть, что так как давления на колокол снаружи н изнутри во всех точках 
равны друг другу (это следует из закона Паскаля н из условня, что колокол очень тонкий). 
то равиовесие воды не нарушится, если колокол вообще убрать. Давление воды на Стол в 
этом случае тоже не изменится. Но это означает, что сила давления воды. которую мы ло- 
янлн в цилиндрический сосуд, действует так же, как колокол, а значит, масса колокола как 
раз равна массе долитой воды 


} 


2 люзр. 
мины 


5 = (У цилиндра — У полушара) р = [Е а? р= 


: 


Ф28. Две параллельные пластины находятся на расстоянни, малом по сравнению с 
их размерами. Между пластинами помещают несколько тонких и хорошю проводящих 
тепло перегородок — экранов. Как это влияет на теплопроводность между пластинами; 
если: а} длина свободного пробега молекул газа, заполияющего пространство между нластн- 
нами, то есть расстояние, которое пролетаюг молекулы газа между двумя последователь- 
нымн столкновениями, мала по сравнению с расстоянием между экранами; 6) длипа свс- 
бодного пробега молекул газа велика с расстоянием между пластинами? 


Решение. Ясно, что при установившемся процессе поток тепла 
(то есть количество тепла в единицу времени) через любое сечение, парал- 
лельное пластинам, будет постоянным. 

Рассмотрим вначале случай а), когда длина свободного пробега молекул 
газа мала по сравнению с расстоянием между экранами. В этом случае пе- 
ренос тепла связан с беспорядочным тепловым движением молекул газа. 
При тепловом движенин происходит обмен молекулами газа между очепь 
близкими областями газа с разной температурой. При столкновении моле- 
кулы, имеющие большую энергию, отдают часть энергии молекулам с мень- 
шей энергией. При этом поток тепла между любыми двумя сечениями, па- 
раллельными пластинам, пропорционален разности температур этих сечений 
н обратно пропорционален расстоянию { между сечениями: @ — ть 

АТ 

или 9= тр ея коэффициент теплопроводности. При внесении 
экранов каждый из них примет температуру газа в том месте, где он находит- 
ся. Распределение температуры в пространстве между пластинами не из- 
менится, а значит, не изменится и теплопроводность между пластинами — 
количество тепла, переносимое между пластинами в единицу времени. 
При малом расстоянии свободного пробега молекул газа обмен молекулами 
происходит между областями, находящимися на расстоянин, равном прн- 
мерно длине свободного пробега молекул. Поэтому экраны, расстояние 
между которыми много больше длины свободного пробега, не могут оказать 
влияния на тейлопроводность между пластинами. 

В случае 6), когда длина свободного пробега молекул газа больше рас- 
стояния между пластинами, обычное понятне тенлопроводности в газе — 
явления, связанного со столкновениями молекул газа, вообще говоря, 
теряет смысл. Но перенос тепла, конечно, существует и в этом случае. 
Представить сего можно так: молекулы газа при ударах о более нагретую 
пластину приобретают некоторую энергию и, отразившись, летят к более 
холодной пластине; там они отдают часть энергни и отражаются от холод- 
ной пластины с энергией, соответствующей температуре этой пластины. 
Количество тепла, переносимого между пластинами, не зависит от рассто- 
яния между ними и пропорционально разности температур между пласти- 
нами и числу ударов молекул о стенки. Нетрудно сообразить, что ири вне- 
сении экранов число ударов молекул об экраны будет таким же, как и число 
ударов о пластины до внесения экранов. Но теперь количество тепла, ко- 
торое будет переноситься с одной пластины на другую, пропорционально 
не разности температур пластин, а разности земнератур между соседними 
экранами: перенос тепла между пластинами такой же, как между двумя 
соседними экранами, а перенос тепла между экранами пропорционален 
разности их температур. Так как при внесении экранов расстояние между 
ними в Ат | раз меньше расстояния между пластинами (при внесении 
экранов образуется А -- | промежуток), то разность температур соседних 
экранов в А -| | раз меньше разности температур пластин — сумма разнос- 
тей температур между пластинами равна разности температур пластин: 
АТ = АТ, + АТ, +... т АТ, = (Е т ПАТ. Это означает, что коли- 
чество тепла, переносимого за единицу времени между пластинами, при вне- 
сении пластин уменьшается в # — | раз. 
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ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА — 
ЕЩЕ РАЗ 0Б УРАВНЕНИЯХ А. Г. Мордкович 
С ПАРАМЕТРАМИ во 


Вы уже ис раз встречались © уравнениями и неравенствами. содержащими 
олии нарамегр. А соли параметров больше. чем алин? Естественно ожн- 
дать. что большим станет и число возможных случаев, поллежащих рассмот- 
зрению. Ни один из возможных вариантов не должен быть пропущен. Как 
зто саелагь? Езинаго мегола, Ггодного для любых уравнении и неравенсгв 
< параметрами, нет. В этой статье мы на примерах покажем, как решаются 
уравпениня [а двумя параметрами. 





Общий вид уравнения относительно х с двумя параметрами а, В таков: 
Гоа 0. (1) 

Уравнение (1) при заданной функции ЁР — это, по сути дела, бесчислен- 
ное множество уравнений, каждое из которых определяется упорядочен- 
ной парой чисел (а; 5). 

Как известно, такую упорядоченную пару можно интерпретировать как 
точку на координатной илоскости. Это дает возможность установить взаим- 
но однозначное соответствие между всеми уравнениями вида (1) прн задан- 
ной функции Ё и точками плоскости. 

Для этого введем систему коорлинат «0$ и условимся каждому уравнс- 
нию вида (1) ставить в соответствие точку плоскости «ОБ с ‘координатами 
(а; 5), и наоборот. Назовем эту плоскость плоскостью параметров. Такое 
соответствие несколько необычно (уравненню соответствует точка), но оно 
поможет нам в каждом конкретном случае наглядно представить себе мно- 
жество допустимых значений параметров и не пропустить ни одного случая: 
каждой точке плоскости параметров соответствует уравнение вида {1) и 
должен соответствовать определенный ответ. 

Пример 1. Решить уравнение 

Зать 2а —В 2а * 
арх —^ ах |. (2) 

Решение. Заметим сразу, что при 5 = 0 уравнение (2) не имеет 
смысла, то есть для любой пары чисел вида (а: 0), где а — любое действн- 
тельное число, решений нет (красная линия на рисунке 1}. 

Пусть 6520. Найдем ОДЗ: хе + а, освободимся от знаменателей н при- 
ведем подобные члены. Получим 

а (х* — 26х -- 6? — а*) = 0. (3) 

Еслна =: 0, то уравнение (3) имеет своими решениями любые значения х. 
Из них для уравнения (2) запрещены значения х == + а, то есть х = 0. 

Таким образом, для любой пары чисел вида (0; 6), где Ь == 0, уравне- 
ние (2) имеет своими решениями любые числа, кроме 0 (зеленая линия). 
Пусть теперь а == 0. Решив уравнение х? — 2х -- 6? — а? = 0, получаем 
= ра, х. = фа. 


эВ 2а-ь 2—6 2а б 
} В виде (1} это уравнение таково: а Е 
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Можно ли считать, что 
при любых а, В, отличных 
от нуля, найденные значе- 
ния х, Их, являются кор- 
нями уравнения (2)? Нет, 
ибо может сказаться так, 
что прин некоторых значс- 
ниях параметров х, илн х. 
совпадет с запрещенными 
значениями а. 

Итак, осталось выяс- 
нить, когда х, = а или 
х. = + а. Еслих, = аили 
х. =— а, оф =0, но мы 
рассматриваем случай6=Е0. 
Значит, х, 55 а, х, 5=— а. 

Пусть х, = — а, тоесть 
+ а=р— а, откуда В = 

-—2а. Но тогда х. =—За- 
Вы № Таким образом, если пара- 
метры ан 6 таковы, что 
р =— 24а, то уравнение (2) имегт единственный корень х = — За (голубая 
линня на рисунке 1). Пусть х. = а, то еть 5 —а-= а. Это возможно 
при & = 29. 
Но тогда х, = За. Таким образом, если параметры а и Ь таковы, что В = 
= За, то уравнение (2) имеет единственный корень х = За (желтая линия). 

Подводя итоги, получим следующий ответ: 

если В = 0, а — любое действительное число, то решений нет; 

если 6 = 0, а = 0, тох — любое действительное число, отличное от нуля: 

если $ =— 22а, 650, тох =— За: 

если В = 2а, 5-Е 0, то х= За; 

если а, 65520, 65 + 2а, то ху = ба, ха. 

Пример 2*). Решить уравнение 


Ух ИВ — ха. 6. (4) 
Решение. ОДЗ определяется системой неравенств 





ха", х= В, нап хо ши 9; В]. 


Левая часть уравнения (4) пеотрицательна, а потому приа -|- 2 < 0 данное 
уравнение не может имсть решений. На’рисунке 2 это отмечено тем, что по- 
луллоскость под прямой 6 =. о оераеия в розовый цвет. 

Рассмотрим теперь случай а -!- 6 > 0. После очевидиых преобразова- 


ний получим У (42 —%) 5. аб. -х.  Уточним ОДЗ: х = — ав. 
Продолжая преобразования, получим 


хе: =0 (5) 

Рассмотрим два случая: 

Г случай: а-Е 6 >> 0. Тогда х = 9. При этом условия ха? и хх р" 
выполняются автоматически, чего нельзя сказать про условие х >— аб. 
Бели аб>> 0, то это условие, очевидно, выполнено. Если же аб < 0, то 
— ав > Оих=0 < — а6. Поэтому на рисунке 2 в зонах {Г и 11 (гле 
а -|- 6 >> 0, но аб < 0) решений нет. Таким образом, х = 0 является корнем 

*) Этот пример взят из кинигн Н. П. А итонован др. «Сборник задач по элеменгар - 
мой математике» (М., «Наука», 1969), где он решен неверно. 
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уравнения (4), только если 
а -- Ь > О наб -- 0, то есть 
для точек первой четверти 
плоскости параметров, 
включая и точки ее грани- 
цы (зона / на рисунке 2). 

П случай а-- 
-.. р =0. В этом случае 
уравнение (5) обращается 
в тождество х-0 =0, но 
это вовсе не означает, что 
любое действительное чис- 
ло является корнем исход- 
ного уравнения (4) (объя- 
сните сами, ночему так). 
Ири а -- Ь = © последова- 
тельно находим 6 = — а, 
р? = а*, и уравнение (4) при: 
нимает вид 2 у а? —х=0, 
ие. 2. откуда х = а* = 9?, и все 

условия при этом, очевид- 

но, выполнены. На рисунке 2 этот ответ указан около синей прямой 
= — а. 

Объединяя все полученные результаты, получаем ответ: 

если а- НВ >Он аб 0, то х=0: 

если а фр = 0, то х = а"; 

если а -!- < 0 или а В >Ои аб < 0, то решений нет. 

Пример 3. Решить систему уравнений 


их Му и АУ -6. (6) 





у тре и и 
Решение. Отметим ОДЗ: х, уз !- ла Одесь и далее &.Ё, т, п 


ЗНи(х -1- 1 
(0; +Н...). Преобразуем первое уравнение системы к виду мы) 
3 Е * ©9$ х сои 


и далее с учетом того, что х :- у = В, получим 
а с0$х 605 у ЗИ В. (7) 
Г случай: а —0. Он, естественно, распалаетея на два варнанта: 
1 за =0, тб = 0; Гба=0, т Ь = 0. 
Если зт 6 = 0, то есть 6 = ах, хо уравнению {7} удовлетворяют любые 
пары (х; 5}, а системе (6) — любые нары (х: у), удовлетворяющие следую- 
щим условиям: 


х- +- пп; и— пя; ху -6. 


Если т В 5 0, то есть В 5 тл, то уравнение (7), а вместе с ним и сис- 
тема (6} не имеют решений. 
1] случай: 25 0. Тогда уравнение (7) преобразуется к виду 
ив 
0$ хс05 у —_— и. далее, 
ЗутЬ 


с0$ (хи) 1 60$ Хы) = 








(8) 


ь с Е я 
Если снова учесть, что х -|- у = 6, то уравнение (8) можно переписать так: 
2 5пьв 
605 (фи = —— — ©0936. (9) 
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Дальнейшие рассуждения зависят от оценки правой части уравнения 19): 
2ыть 





если со$В | > |, то уравнение (9), асним и система (6) не име- 


5 2мтпё 
ют решений; если же | ———— —- 505 | == №, то 


2упь ` 
хи = агссо$ | соб} -- Вл. 
у а 


Решив последнее уравнение в системе с уравнением х - у =: №, получаем 





Бааь 4 2 а 
хе р 2605 [1 — 06) ‚Вл, 
2 < а 
ь аа 25тё ва 
| у: = 2781605 [7 ”- — в05 6) — я. 


Нам остаетсязлишь выяснить, не может ли случиться так, что ири некоторых 
значениях параметров найденные значения х, у совпадут с запрещенными 


д ъ 
значениями —- ИЯ. Нетрудно видеть, что это произойдет в том случае, 


5 Рупь 
когда Ь + атссоз (— г 





— с05 ь] =л -:- 2!л. Последнее равенство перепи- 


( Эть 


исм так: 3 а9со$ — с0< ь) а— 6-2, и возьмем от обеих частей 


х 


косинус. Получим 


эп Е 
—°— — с056 =: —с056, 5тб:--0, Б- шл. 


Итак, если $ = шл на 5 0, то система (6) не будет иметь решений. Объе- 
днняя все полученные результаты, запишем ответ: 
есян а = 0, 8 = тл, то решением системы (6) служит любая пара (х, 9) 


[В л 
такая, что хе рлл, уе пл, хру=б; 


если а-=0, 6 5 тл, или а 50, В = тл, то решений иет: 





2чпё 
если 250, б-тяли воз] < 1, то 
ей Гр 20 И 
| х-=-> = атссоз | - с05 6] - д, 
| | Г ояпь 
= 2 -^ агсс0$ | ———-- —с05 6) — Ки; 
| у == 5 3 > агссо ( ы сей [2 
25тё ки а 
если 520, Във шл, но | — с05В|`> 1, то решений нет. 





Мы ограничились рассмотрением примеров только с двумя параметрами. 
Дальнейшее увеличение числа параметров, не давая ничего принципиально 


нового, приводит лишь к увеличению технических трудностей. 
Упражнения 














1. Решить следующие уравнения: 2. Решить систему уравнений: 
а? — 11 6? (х.|- 2) 
=. Г ава 6и® 
6) Ух Ув аь о, (6х)? = (ау) °. 
Уа-х-- Ух а 2х 
4вах 
й Ух — 0. 
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ое ты и 


КАК ПРОВЕРИТЬ ОТВЕТ 


Паверное, у каждого после, ка- 
залось бы, исчерпывающего решения 
задачи иногда возникает ощущенне, 
будто что-то здесь все-таки не так. 
Подобное состояние особенно естест- 
венно, если задача принципиально 
новая или если решение было громозд- 
ким. Как следует поступать в таком 
случае? Как убедиться хотя бы в том, 
что ответ не является заведомо не- 
верным? Самый естественный способ 
самопроверки в подобной ситуации — 
нсследованне ответа. Заметим сразу, 
что для этого не существует универ- 
сальной схемы. Можно линь выдс- 
лить несколько сравнительно часто 
встречающихся случаев. 

Поэтому наш рассказ построен сле- 
дующим образом. Прежде всего сфор- 
мулированы четыре задачи. К каждой 
задаче дано по три ответа, два из ко. 
торых неверны. Постараемся, не ре- 
мая задачи, определить, какой из 
ответов правильный. В конце статьн 
привелены решения. 

Задача 1. Автомобиль — про- 
ехал первую половину пути со ско- 
ростыо #:, а вторую -— со скоростьо 
г... Чему равна средняя скорость 
движения автомобнля? 

Ответы: 


и --а 
| У) А Е 
} с 2 
ри 
: ср 17 ТЕ ИГ ИА $ 
з 12 
3} ср 2 ВЛ 3 ен ы 


Первая проверка, которую должен 
пройтн олвет,— это его размерность. 
Очевидно, что в случае 1) дело обстоит 
неблагополучно именно в этом отно- 
шении. Ответ имеет размерность об- 


РА сек 
ратной скорости Е Покажем, что 
# 


неверен и второй ответ. Постараемся 
понять, в чем дело. Для этого перечи- 
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Рис. 1. 


таем еще раз условие задачи. Легко 
видеть, что по отношению к постав- 
ленному вопросу скорости и, н \. 
равноправны, то есть несущественно, 
какую нменно половину пути автомо- 
биль двигался со скоростью и;, а 
какую со скоростью #.. Это означает, 
что при замене и, ма 9, а и» на % 
ответ не должен изменяться. В таком 
случае говорят о симметрии относи- 
тельно и; и и,. Проделав указанную 
замену во втором ответе, получаем 
ыы Жи ++ 2102 


Таким образом, правильным яв- 
ляется третий ответ. 

Задача 2. Два груза с массами 
т: н т, подвешены на нити, перекн- 
нутой через блок (рис. 1). Считая 


нить и блок невесомыми и пренебрегая 
трением, определить ускорение гру- 
зов а, на. и натяжение нити Т. 


т —л, 
Ответы: РЕ. 





Пе — т: -- ть 8, 
В: ин 
2) а, = ыы 2: а = ми 6: 

С 
3) а, - т 6 бт. 8 


Т = (т-т.) 6. 


Положительным мы счнтаем нан- 
равление, обозначенное на рисунке 
стрелкой. 

Как и в предыдущей задаче, иреж- 


де всего проверим размерность. Не-` 


трудно убедиться, что во всех трех 
случаях правая и левая части каждой 
формулы имсюг одинаковую размер- 
ность. После этого можно идти дальше. 
Обратите внимаине на то, что если 
грузы т, и т, поменять местами, то 
натяжение нити не изменится, то 
‚ есть выражение для силы натяжения 
должно быть симметрично относитель- 
но п) и мшь. Вее ответы выдержи- 
вают и эту проверку. 

Нетрудно увидеть, что во втором 
случае допущена ошибка. Действн- 
тельно, ведь грузы т, и т. висят на 
одной нити. Значит, если масса т, 
движется с ускорением а,, то масса 
т› должна двигаться с ускорением 
‚—а, (кинематическая связь), что не 
выполияется во втором ответе. 

Итак, нам осталось сделать выбор 
между первым и третьим результа- 
тамн. Онн отличаются лишь формулой 
для величины натяжения нитн. Будем 
рассуждать так: пусть какая-либо 
масса, например т,, равна нулю. 
Совершенно очевидно, что в этом слу- 
чае второй груз свободно падает, и 
нить не натянута. Этот же результат, 
конечно, должен получиться и из 
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Рис. 2. 


правильного отвега, ссли в него под- 
ставить значение 71, = 9. Проделав 
это, найдем, что Т = тв в третьем 
случае и Т =0 в нервом. Это озна- 
чает, что верен первый ответ. 

Задача 3. В покоящийся шар 
массы А, подвешенный шарнирно 
на несжимаемом стержие, попадает 
пуля массы т, летевшая со скоростью 
№ под углом © к стержню (рис. 2). 
Какое количество тенла О при этом 
выделится н на какую высоту В, от- 
качнувшись, поднимется шар, если 
нуля в нем застрянет? 


Ответы: 
9 Те т 2 
Л эт ти) ; 
0 ту? т со а -- М 
7 тм ‘ 
. : (ти)? ь 
2) № Эт -М) › 
9- пе с05? а -- М? 
2 тм) 
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ео в (Мэ . 
3) Я соя би - М 
па? тсоза-Е М 
9-5 ый, 








Первая проверка, как всегда, — 
размерность. Однако зе будем спе- 
шить. Как это сделать достаточно 
быстро и просто? Раскроем неболь- 
шой секрет: увидегь размерность соот- 
ношення гораздо легче, если предва- 
рительмо преобразовать его следую- 
щим образом: из входящих в формулу 
параметров нужно постараться выде- 
лить безразмерные отношения, при- 
чем сделать это так, чтобы оставшаяся 
размерная комбинация была макси- 
мально простой или знакомой. 

Именно к такому виду приведен 
первый ответ, Сделаем подобное пре- 
образование для второго: 


7 {0 пн ‚0 
2 (тм) 2 тЕМ’ 


(т Ем) Пт 


т" М, _ь о 
[0] ти || | - 0? с05? в |. 

Теперь зидно, что оба соотношения 
меверны. В первом случае правая 
часть имеет размерность эпвергни, а 
левая — длины. Во втором случае 
в скобках стоит сумма размерной 
хсози и бе зпазмерной (ыг) величин, 
чего также быть не должно. С помощью 
аналогичного преобразования  убе- 
дитесь в том, что размерность третье- 
зо ответа правильна. К сожалению, 
в отличие от двух предыдущих задач, 
в условии отсучствует какая-либо 
симметрия. Давайте поэтому выделим 
такое значение какого-либо парамет- 
ра, при котором ответ очевиден, и про- 
верим, получается ли он из наших 
формул. Пусть, например, угола == 0. 
Тогда ясно, что шар не сдвинется, 
то есть высота подъема Я равна нулю, 
т? 
й 
перешла в тепло. Подставив значение 
% = О в первый и третнй результаты, 
получим: 
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Рис. 3. 





8=0; 9=— 


я м {2 
(тм) = 0 


то? тем ти? 


Таким образом, правилен первый от- 
вег. 

Отмегим еще, что для самопровер - 
ки можно использовать ситуацни при 
т = 0 или М--0о. Попробуйте сдс- 
лать это самн. 

Задача 4. Дерсэянвый кубик 
со стороной а, плотность которого 
о, плавает в воде. Каким будет изме- 
нение глубины погружения кубика 
Ай, еслн на воду налить слой масла 
толщиной { (рис. 3)? Плотность воды 
н масла о, и р». соответственно. 


Ответы: 
н Вы —— р 
1) АЙ : АН -Ь 
2) АВ == Фе ы)_ 
3} Ан-=1-2 Рен. 
Ры ь 


Сразу видно, что размериость у 
всех трех ответов правильна,а сим- 
метрия в задаче отсутствует. 

Понробуем проверить наши от- 
веты на каком-нибудь очевидном слу- 
чае. Если [-=0 (то есть масло от- 
сутствует), то глубина погружения 
не должиа измениться (АЙ = 0). Яс- 
но, что первый ответ, из которого в 


случае {==0 получаетсяАй = Рм т ба о 


неверен. 

Рассмотрим тенерь другую воз- 
можную ситуацию. Допустим, что 
плотность масла равна плотности во- 
ды. Очевидно, что и в этом случае 
глубина погружения кубика не изме- 
нится. Третий ответ, как легко за- 
метить, этому условию не удовлетво- 
ряет. Таким образом, правильным 
является второй ответ. 

Теперь, пожалуй, пора подвести 
некоторые итоги. Как же исследовать 
ответ? 

Мы уже видели, что прежде всего 
надо убедиться в правильной размер- 
ности. Делать это лучше всего в бук- 
венном виде, выделяя соответствующие 
безразмерные и размерные комби- 
нацин. 

Следующий шаг состоит в изуче- 
нии симметрии задачи. Если в усло- 
вие какие-либо параметры входят 
равноправно, то и в ответ они должны 
входить равноправным образом (сим- 
метрично). Иногда симметрию задачи 
легче обнаружить по виду самого 
ответа. Что имеется в виду? Представь- 
те себе, что исследуемый ответ сим- 
метричен относительно каких-то од- 
нотипных параметров (например, две 
массы, две скорости и так далее). 
Тогда нужно проверить, обладает ли 
этой же симметрией условие задачн. 
Если нет, то ответ неверен. 

Другой удобный способ проверки 
состоит в следующем: полученный 
результат зависит от параметров 
задачи (например. от массы, началь- 
ной скоростн, угла, емкости, ...). 
Постараемся, изменяя какой-либо па- 
раметр х, свести задачу к известной 
или К такой, ответ которой очевиден. 
Допустим, что это нам удалось имы 
знаем правильный ответ при Хх = %. 
Тогда проверка состоит в сравнении 
этого результата с нашим при х= 
= хо. Заметим, что чаше всего при- 
ходится прибегать именно к этому 
способу проверки. Но для того, чтобы 
успешно его применять, нужно хоро- 
шо понять физическую сторону за- 
дачи. 
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Рис. 4. 


Приведем теперь подробное реше- 
ние предложенных задач. 


Задача 1. Средняя скорость иср равна 
—р. где $ — путь, а Г — время, за которое 
этот путь пройден. 


980 $ (и -Ри.) 

3 2 о 20. = ие 
Подставляя это выражение для в формулу 
АЛЯ Эер, получаем 


Пе СИИ Що И. 
< (ии) — ни. 


Задача 2. Вследствие того, что нить 
нерастяжима и невесома, аз= —а,=а (кн- 
нематическая связь) и натяжение нити всю- 
ду одно н то же (рис. 4). Запишем уравнение 
движения грузов: 

—па=т.8—Т и т.а= ть Г. 
Решая эту систему относительно а и Т, найдем 


ЕЛЬНЯ Ро. ба а 
— та &, {Г т, 8 


Задача 3. В начальный момент шар 
может двнгаться лишь горизонтально. Прн- 
меняя в снстеме шар — пуля закон сохране- 
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Рис, 5. 


ния импульса {количества движения), по- 
лучим тома д - (Мото. тд и 
скорость пулн и шара сразу после повада- 
ция пули в шар (рис. 5). 

На закона сохравения механической энер- 
тин следуег, что 


(1 -- т) у"? 


=: (Мм) аи. 
откула 
52 т \? 
к 
Я от эт | у ] 


Количество выделившегося тепла равно 
разности начальной кинетической зиергии 
нулн и книетнческой энергни шара с лулей 
после попалания пули в мар: 


ти? (п. МП шт 
О :: с с а 





к 
вит щеотя +. М 
т те М ь 


Задача +4. На кубик, погруженвый 
в воду и масло, действует выталкивающая 
сила Р=риа- рьеха? (рис. 6). Эта сила 
должна быть равна силе тяжести, действую- 
щей на кубик: Р-рба3. Приравияв эли два 


соотношения, получаем раеруегрьх, от- 
куда глубина погружения Я =хЁ= 
РИ: м 


—— Е. Если масло отсутствует 
Рв Рв 
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Рис. 6. 

{{=0), сю глубина погружения равна 
3 

в а т Тахнм образом, изменение 
и 


тлубины погружения равно 


Пре ее д РОВ. 


[И бь 

Попробуйте теперь самостоятельно 
разобраться, какой из ответов прави- 
льный в следующих задачах. 

'. Человек массы м находнися на носу 
лодки, которая стонт на воде. Длина лодки &., 
масса ДГ. Человек переходиг на кору. 
На какое расстояние Ён Ь переместятся 
лодка и человск относительна берега? 


Ответы: 
2 „у 
И 2- 1 1.М 


‘`тЕМ, Пя ОМ т + 


, т М к 
у, Вы 


т. | Мм 


м о 2 и [. 


т: М тем 


ти 





2. Шар раднуса Ю н массы т стоит персд 
стхяенькой высоты Я (рис. 7). Какую мини- 
мальную горизонтальную свлу нужно прн- 
ложить к центру шара. чтобы он поднялся 
на ступеньку? 


Ответы: 
}) Е: те Е 
2) Е =тв—— Пе, 
3 Е=т н: — ь 





Рис. 7. 


3. Тело массы т двигается вертикально с 
ускорением а. Определить. какая сила Р 
действуст на тело. 


Ответы: 
1). Е=ике -- а); 2) Е=т(в—а); 
3} ЕЕт 8 





а’ 

4. Две линзы с фокусными расстояннями 
Рьи Е» составлены вплотвую (рис. 8). Опре- 
делить фокусное расстояние такой системы. 

Ответы: 


1] ЕЕР. Е, 


Куапетсесте.ги 





о. 
ыы ЕЕ. 
с РР 
ЭЗ Е= ЕЕ. 


5. Два заряженных шара раднусов В, и 
В. находятся один от другого на расстоя- 
нии, много большем их радиусов. Заряды 
шаров 91 И 9- соответственно. Найти заряды 
91’ 92 Н потенциал ф шаров после того, как 
нх соединили проволокой. 


Ответы: 
1) 9-4, Ве 9:4, 
ЯВ: 

2) 9 = 
ое = Н-; 
ое. 
Зе 
а С +94 В. 

9 + А. 
К 





$5 


Киаги тесте. 





ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 





К задаче «Помогизе худож 
нику» 


Откет. 40 способав. С использованием 
черного цвеза 16 способов. 

Дейсчимтельно. мы мажем нарисовать Ли- 
вию белого цпета на черном фоне. или линию 
чериыно цвета ва белом фоне и в каждом вз 
этих способов падкрасить весь рисунок (н ли- 
нию, н фая) любой ва & комбииацей остав- 
шинхся цветов (3 основных ивета, каждый 
либо входит, лвбо нот. 23-8). 

В остальных способах лниня и фок лол- 
жны отличаться ровно из один основной 
цвет (чтобы м была двух линий}. 

Получаем 24 способа. Это можно дока- 
зать, например, так. Выберем тот основной 
вст Х. на который отлизаютлся пниия и фон; 
варисуем белую линию на фоне Х или лн- 
няю цвета Х на белом фоче (поскольку ох- 
новных иветов. кроме черного, три, такой 
рисунок можко сделать 6 способами}. Су- 
ществует четыре цвега, ие содержащих цсе- 
:а А, а именно: белый. два других оо новных 
цвета и олдий смешанный. Любым из них 
можно покрыть весь рисунок. Это дастеше 
3.2-4=24 способа. А всего 40 способов, 

Проверьте, что на обложке переходы 
нветов от центра концеятрических кругов 
к краю происходят ровно на одном основном 
цвете, 


К статье «Еще разоб уравне- 
ниях с нараметрам м 


Е. а) Еслн @а=Ь=0, то х — любое дейст- 
внтельиое число. отличное от О и 2: 


если а= +20, то решений нет; 
1 


ссли а=-38, ох=—; 
а--6 
еслн аж-ь, 36, =, 
а—ф 
НЯ ио 


6) Еслн а=8, то решений нет; 


если аз, то ху=а, х.= 6. 


в) Если 2=0, то при любых а решений 
нет: 
еслна=0, 5520, то х — любое число, кроме 
пл 
$ (-0; ЖЕ...) 





если 2520, 550, ‚ где А — 


Ел 
т Пе ыЫыХ 
ох = а 
любое целое число, кроме целых чисел, имею- 
щих вил 
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а 
п (п=0; 1: ...). 





2. Если и-=0=1, то решением служит 
любая пара (х. у), где х>0, 50; 
если О0<а-=62|, то решением служит 
любая пара. (х, ще х=иу>0; 
если а6--7, аж|. а>0, то решеннем слу- 
] 


жит любля наря (х, у). тих б.у =; 


РИ 
сели 2550. В — любое чнело или Е=0, 
а — любое. то решевий инет, 
при остальлых значениях (а. 5) имеем 


} 1 
р ще 


К статье «Как 


ответ» 


провернть 


}. Прежде всето проверим размерность 
предложенных ответов. Видно, что первый 
отвсг имест иеправильную размерность. Для 
токо чтобы выбрать между вгорым и треаьйм 
ответами, разберсм`иредельный случай и! 0. 
Если р -0, ле очевидно, чо лодка дочжна 
оставаться на месте. Эго ие следует из зретьс- 
ва ответа; позому прапилеин второй ОТВЕТЕ. 

2. Из приведенных формул видно. что все 
они имеют правильную размерность. Ясно 
также, что в задаче отсутствует сныметрния. 
Позлому рассмотрим случай АО и 1 К. 
Если А-=0, то минимальная снла равна 0. 
Подставив это значенне в нсследуемые форму- 
лы, для третьего случая получаем Е=2тр 0. 
Если #=АЮ, то никакая сколь угодно боль- 
шая снла, приложенная к центру, не под- 
нимет шар (рис. 1). Этому условию удовлет- 





па: 
Е 


ленин 


воряет лишь первый ответ, который и является 
правильным. И действительно, при й А 
Ув —№) 
Ели = И рШбк  *5°. 

3. Как и в предыдущем случае, размер- 
ность ответов правильная. Поэтому будем 
рассуждать следующим образом. Если а=0, 
то действующая на тело сила равна его весу. 
Тогда очевидно, что третий ответ неверен, 
г. к.Р(а==0)==0. Если же тело свободно падает, 
а= —в н действующая на него сила рав- 
на О (невесомость). Этому условию удовлет- 
воряет первый ответ. 

4. Видно, что все три ответа выдержи- 
вают проверку на размерность и задача 
симметрична относительно ЕР, и РЁ». Про- 
верьте, что при замене Р;-+Ези Е»-—+Р, от- 
веты переходят сами в себя. 

Рассмотрим случай одинаковых линз. 
Ясно, что он ничем не выделен. Однако для 
этого случая в третьем ответе получается 
бесконечно большое фокусное расстояние. 
Тем самым, третий результат явно непра- 
вильный. Если бы одна линза была просто 
плоскопараллельной пластинкой (фокус- 
ное расстояние плоскопараллельной пластин- 
ки Рил=ос, так как параллельный пучок 
лучей остается параллельным, то есть со- 
бирается в бесконечности), то снстема фак- 
тически состояла бы из одной линзы. Про- 
верим, следует ли это из наших формул: при 
Е, > сомы должны получить, что Р-+Ра. Это 
соотношение действительно получается для 
второго ответа и несправедливо для первого, 
то есть правильным является второй ответ. 

5. Видно, что размерность всех трех от- 
ветов верная. Поэтому для того, чтобы найти, 
_ какой из ответов правилеи, рассмотрим сле- 
дующий случай: пусть заряды апаров равны, 
но противоположны по знаку: 91- — 97а. 
Очевидно, что тогда после соединения шары 
просто разрядятся, то есть их заряды н 
потенциалы должны обратиться в 0. Этому 
условию удовлетворяют лишь второй н 
третий ответы. Для того чтобы выбрать из 
них правильный, рассмотрим случай. когда 
шары одинаковые: К.=А.. Ясно, что он 
ничем не выделен. С другой стороны. во 
втором ответе величина зарядов и потен- 
циал в этом случае обращаются в бесконеч- 
ность. Таким образом, правильным является 
третий ответ. 

Приведем теперь подробное решение за- 
дач. 

1. Количество движения замкнутой сис- 
темы не меняется, а ее центр масс остается 
в покое. Поэтому центр масс системы Че- 
ловек — лодка в системе координат, свя- 
занной с водой, не изменится при движенни 
человека. Начало отсчета выберем в центре 
масс. Тогда ясно, что (рис. 2) {=2у н 6=2х. 

Для х и у имеем систему уравнений 


1. 
хту= 





тх = Ми, 








+ч-74-х— 
Рнс. 2. 
откуда получаем 
ГР М 72 т 
Хх ШЪМ’ = т+М’ 
т М 


ВМ» Рим’ 


2. Мииимальную горизонтальную силу 
Е. найдем, приравняв моменты силы ЕЁ и 
силы Р-==тя отиосительно точки 0. Это дает 


ЕВ = Р УЕ -— (В 1}, 


Е р О ии. 


3. Будем считать, что ускорение поло- 
жительно, если оно направлено вверх. Тог- 
да, в соответствни со вторым законом Ньюто- 
на, имеем та=Ё—тр, откуда Е==т(в-На). 

4. Пучок лучей, выходящих нз фокуса 
первой линзы, после прохождения не ста- 
новится параллельным. Пройдя вторую лнин- 
зу, этот пучок собирается в ее фокусе. Счи- 
тая, что система эквивалентна линзе с фоку- 
сным расстоянием Р, мы можем записать 


1 1 1 
Е Е. | Е ь 
Отсюда 
Е, Ро 
ЕЕ 


5. После соединения оба шара имеют один 
и тот же потенциал Ф. Из определения емкости 
ый 


$2 
имеем с; = $ ис. = $ ; с учетом указа- 


ния к задаче отсюда следует, что 


2 4 
Е РВ 
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С другой сторовы, 9;,292==9:Т92 (за- 
кон сохранения заряда). Таким образом, 
для определения 91. 9) и ф получается сис- 
тема уравнений 


| 911991 +92. 
} 





9 92 
в КЮ, ' 
41 
\ нак. 
Решая се, получим 
} (9 92) В: Е . (91 -- 92) В. , 
91 Ю-ЕЯ. * 9> ВЕ, ' 
_ _@1+- 92 
ЧА, В 


Разбор „Случая с методом 
математической индукции 
(см. «Квант № 7, стр. 3%) 


Положим 


‚ 2" — 1) 
о 


Итак, доказывая методом математической 
нидукции неравенства 


| 
^" ЗТулТ О 
и Й 
Ри < у, (2) 


Коля В. столкнулся с любопытным обстоя- 
тельством. что индуктивный переход от 
пкл-- 1 в случае (1) легко сводится к про- 
верке соотношения 

Риз. 2п -|- 1 „Ут -1. 1 


Ро па < ура 


в то время как в случае {2} аналогичное соот- 
ношение 


(3) 





2и ?- 1 Ми _ 
2п = 9” ИЕ — ] 


неверно при любом п>=1. При этом само нс- 
равенство (2) является очевидным следствием 
неравенства (1): 

Сначала уясним себз, что фор маль- 
ного противоречия здесь нет: выполнение 
соотношения (4) всего лишь достаточ - 
но для справедливостн (2), но отнюдь ис 
необходимо. 

Почему же тем ие менее так получастся? 

те графикн функций и-=Р, 


ии =ы — 

ы Ух 
(функция и=Р.. определена только иа кон- 
цах этого отрезка). 
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(3) 





на отрезке от х-=п до х=л-Н| 


Кузп! опсспе.го 





Ложность соотношения (4) влечет нера- 
вонство 


Ар Виза _ 


Рич ]/л 
я Аз Ви 


Ри Ул: | = 


Иными словами, длина отрезка А„В,„ при 
переходе «от п к л-1» убывает "быстрее, 
чем убывает величина Р„. И это «плохо». 

Можно лн так изменить функцию 





и: кт чтобы скорость этого убывания 
я 
замедлилась? 


Можно. Для этого возьмем, например, 


функиню у-- ———, гдеоо>0. Действи- 
Ух > 


тельно, нетрудно показать, что 








Ана Ва и х п--“ С 
А-В = п-1-а 


ее Ал: Вт м 


> ] д : эт А„В» 


Коле оказалось достаточно взять ©@=1, 
чтобы это замедление «сработало»”). 
Реним теперь первую задачу: доказать, 


что 
1 


Ри, < ==. 5) 
УЗ ( 
Займемся сразу переходом «от п к п--1». 


Переход ‹в лоб» не удается. Поэтому заме- 
ним правую часть более выгодным выраже- 


*) Ввимательный читатель заметил, на- 
верное, что здесь не обошлось также и без 
удачи: удача состояла в том, что функция 

1 


—— Не только убывает медленнее, чем 
Уха 
| 
ут’ но и ближе нее расположена по от- 
х 


ношению к ВР... 





ием А 6 м ве: ' 
Н ети и подберем величину 
©>0 так, чтобы выполнялось соотношение 
2-1 _ УЗИ” а а 
ла м УЗТетита. 

нли 

З.п - И) 
© > из 
о К принимает максимальное 
1. 

значение —я_—=0.885... при п=1 (про- 
3.1.2 
верьте). Следовательно, прн @:-@, = —— 


1 
нндуктивиый переход сводится к верному 
соотношению (6). 

Остается убедиться, что при л==| вспо- 
могательное неравенство 


Р< —=—=— 

Уз. 18 Со 

верно. Кстати, а почему этот способ дока- 
зательства не пройдет в случае коэффициен- 
та 3.22 


Вместо доказательства второго неравенст- 
ва 


а. а 
РЕЯ ня < 


мы лишь укажем, что для успеха индукции 
правую часть мг о ж но заменить выражением 


вида А— 5, и предоставим вам самим 


найти подходящие коэффициенты А и В. 


К статье «О двух действиях 
< действительными числами 
{«Квант» № 8, стр. 55} 


1. Применить метод математической ин- 
ЛУКИН. 

2. Верны. В силу коммутативностн ‹сло- 
жения» и «умножения» эти соотношения рав- 
носильны приведенным в тексте формулам 
(2) и (3). 

3. (2 @О® (2:5) ® |. Использовать фор- 
мулу (2) и первую из формул (5}. 

4. Заданную величину переписать в виде 


2® 1(@® 5): дес]. Так как {#©5) (а сб)-= 
2: [2 Ча® 5) е-=а2е (см. вторую из 
формул (5)} ‚то, используя еще первую из 
формул (6). получить окончательное выра- 
жение тир (а.—а,—0). 

5. Равенство привести к виду @ `^6- 
=а с, то есть тах (а, 5) т (а, <). Это со- 
отиощеине может иметь место лишь для таких 
действительных чиссл а, 6, с, которые удов- 
летворяют условию 6=а=-—5. 

6. Данное соотношение привестн к виду 
ох Ь, или тах (а, ху-6. Если 36, то 
у=6; ссли а=ф, то можно взять любое х= В; 





Кувйтествги 


если @>6, то ни одно действительное число 
требуемым свойством не обладаст. 


Кзадачам из конкурсного 
отдела журнала *+Математин- 
к а» («Квант» № 8, стр. 57) 


1. Допустим, что в городе Р приземлится, 
напрнмер, 6 самолетов. вылетевших из А,, 
Д.. ..., Аз, н представим себе карту государ- 
ства (рис. 1). Так как расстояние между 
городами А, и А, должно быть больше, 
чем расстояние от каждого из ннх до города 
Р. то угол А,РА, больше 60°. Аналогично 
УГЛЫ А.РА-, АРА 4. А «РА.. А,РАв. АРА, 
больше 60°. Но тогда полный угол около 
точки Р будет превосходить 360”, что не- 
возможно. 


Ав 





2. Достаточно доказать, что {йо ГьНьт 
ср”, где Яо, В Не — длины высот тре- 
угольника. Как известно, длина биссектрисы 


2 РЕНН 
ии Ури — о. 


Используя неравенство Буса, 
получим [1 = УрО — а). Аналогично 6 = 
= УИр@е-ь. 1. = Ури 9. 
Последине три неравенства н легко доказы- 
ваемые соотношения Я. Ау ь, Ве 
дают (ойо- вн" (15 12-В-- Взаррфа)- 
Е р(р— 5) рр-—6) = р*. 

3. Преобразуем нсходное уравнение к 
внлу 
хо — 2х (х-- 1) 605 хх - 2(х-Г 1511" х-=0. 
Умножая левую часть на х и выделяя полный 
квадрат, придем к эквивалентному уравнению 
120$ Хх (хр Иа хе (В 6-Е Г) 5х 0. 
Если действительное число & является кор- 
исм этого уравнения и при этом (&—Пх 
х(аг 1)->0, тодолжнывыиолняться равенства 
5112е: =:0, а? соза-—(а-- Ча -=0, что возмож- 
но лишь при ©==0, но тогда (%—1)(&--1) < 0. 
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Если же (&—1)(а-- 1):50, то отсюда сразу 
следует, что —1=5а=51. Остается лишь за- 
метить, что значення х= — 1 н х=] не явля- 
ются корнями. 


4. Пусть точка О обладает указанным 
свойством для выпуклого многоугольника 
А1А...А„. Легко видеть, что точка О не 
может лежать ни вне многоугольника. нн 
на какой-либо его стороне: она должна быть 
его внутренней точкой. 


Пусть Р — произвольная точка контура 
многоугольника. Так как точка О внут- 
ренняя, то прямая РО должна пересечь кон- 
тур многоугольника еще раз; обозначнм эту 
точку пересечення через №. Покажем, что 
ОР=ОМ. Предположим, что ОР>>ОМ (в про- 
тнвном случае поменяем обозначения точек). 
Отразим точку М (и прнлегающую к ней 
часть многоугольника) относнтельно точки 
О, получим точку М.. Теперь возьмем 
рядом с точкой М (на контуре многоуголь- 
ника) точку № и отразим ее относительно 
точкн О, получим точку №1. Пусть прямая 
№0 пересекает многоугольник второй раз 
в точке О. Потом мы объясним, что значит 
«рядом». Из рисунка 2 ясно, что площади 
треугольников ОММ и ОМ,М№, равны н 
меньше площади зреугольника ОРО. Но 
если любая прямая, проведенная через точ- 
ку О, разбиваст многоугольник на две рав- 
новеликие части, то площадн треугольников 
ОРФО и ОММ должны быть равны. Получен- 
ное противоречие доказывает, что ОР==ОМ для 
любых точек Р и М многоугольника, ле- 
жащих на одной прямой, проходящей через 
точку О, то есть О — центр симметрин мно- 
гоугольника. : 


Все сказанное верно, если можно выбрать 
точку № так, чтобы М.М, ие пересекалось 
с РО. Так вот, «рядом» означает, что это 
условие выполняется. Достаточно, например, 
отразнв многоугольинк относительно точ- 
ки О, найти ближайшую к Р точку К пере- 
сечення контура многоугольника и отражен- 
ной части и’ выбрать точку © еще ближе 
(и уже по точке О находить № н №}. 


5. Пусть в момент, когда паук начинаст 
преследовать муху. она находится В точке А 
окружности верхнего основання. Паук на- 
чинает движение, как легко убедиться, 
из точки В окружности нижнего основания, 
днаметрально протнвоположной проекции точ- 
кн А на это основание. 

- Отметив образующую. про с:Уущую че- 
рез точку А, «раскатим» цилиндрическую 
поверхность по плоской полосе; каждый из 
равных прямоугольников, например АА,С,С. 
с основанием 2лг и высотой 8г соответствует 
развертке цилнидра {рис. 3). При этом крат- 
чайшим путем паука будет такой, который 
прн олисанном развертыванин цилиндрн- 
ческой поверхкостн изображается  пря- 
мой лннией. Точка М будет точкой, в ко- 
торой паук настигнет муху, если х== ВМ -- АМ. 

Если паук преследует муху, то нх дин- 
жение представлено на рисунке 3. Так 
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Рис. 4. 

как АВ, --= ли, то из прямоугольного треуголь- 
64 + д? 

ннка №М8.В иаходим  х= 4 (. 


Если паук ползет «наястречу» мухе, то 
ясно, что за то время, пока муха совершит 
один оборот по окружности верхнего осно- 
вания, паук ее не поймает. Посмотрим, мо- 
жет лин он ее настигнуть в течение ее второго 
оборота. В этом случае их движение представ- 
лено на рисунке 4. Так как теперь МВ. = 
==Злу—х, то из прямоугольного треугольня- 
64 -|- 952 

бл г. 


Это н есть наиболее выгодный для паука 
способ погони. 





ка МВ,В находим х = 


Кума. осстеги 


(Г. И. КОСОУРОВ! 
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В октябре 1970 года редакционная коллегия журнала «Квант» понес- 
ла тяжелую утрату. Умер один из инициаторов создания нашего журна- 
ла и наиболее активных его сотрудников кандидат физико-математи- 
ческих наук Георгий Иванович Косоуров. 

Он родился в Москве 5 января 1921 года. В 1939 году окончил сред- 
нюю школу и поступил на физический факультет Московского Государ- 
ственного университета. В годы Великой Отечественной войны работал 
механиком в мастерских НИИ Физики МГУ, выполнял различные обо- 
ронные заказы. После окончания университета Г. И. Косоуров долгое 
время был научным сотрудником института физических проблем 
АН СССР. Затем некоторое время проработал в Морском Гидрофизи- 
ческом Институте, плавал на экспедиционном судне «Михаил Ломоно- 
сов» в Северной Атлантике. Последные годы жизни он был старшим на- 
учным сотрудником Института Кристаллографии АН СССР. 

По образованию оптик, Г. И. Косоуров работал в различных обла- 
стях физики. Он занимался разделением изотопов в газовых смесях, 
физикой твердого тела, оптикой металлов, физикой низких температур 
и голографией. Человек глубоко оригинальный, тонко чувствовавший 
эксперимент м прекрасно разбирающийся в теории, он внес свой вклад 
в каждую из этих областей физики. 

Одновременно с научной работой Г. И. Косоуров вел активную пе- 
дагогическую деятельность в Московском физико-техническом инсти- 
туте и физико-математической школе-интернате при МГУ. Он учил мо- 
лодежь упорству и настойчивости в познании научных истин, воспитывал 
самостоятельность мышления и умение доводить дело до логического 
конца — всему тому, что сам он умел делать удивительно хорошо. 

Огромная любовь к физике и любовь к детям естественным обра- 
зом привели его к мысли о необходимости создания нашего журнала, 
в котором он плодотворно трудился с первых же шагов «Кванта», для 
которого написал несколько увлекательных статей. 

Вся жизнь Георгия Ивановича Косоурова была ярким примером слу- 
жения науке. Память о нем надолго сохранится в сердцах его много- 
численных друзей и учеников. 


Редакционная коллегия 
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НАНЕЧАТАНО В 1970 ГОДУ 


Статьи по физике 


Азбель М. Я. 


Закон’ инерции,  гелноцент- 
рическая система н  разви- 
тие науки 


Асламазов Л. Г. 
Электростатика на 
силовых линий 
Бронштейн М. П. 
Как был взвешен атом 
Дьюрелл К. 

Алиса в Зазеркалье 
Каганов М. И., Любар- 
ский ГЯ. 

О трении 

Капица П. Л. 

О сверхтекучести жидкого ге- 
лия И 
Карлов 
ров А. М. 
Лазеры 
Кикоин И. К. 
Философские ндеи В.И. Ле- 
нина н развитие современной 
физнки 

Кипяток и мороз 

Копылов Г. И. 

Энергня и импульс быстрых 
частиц 

Коттрэлл А.Х. 

Природа металлов 
Левантовский В. И. 
Размышления по поводу прн- 
тяженния Землн на полюсе и на 
экваторе 

Лишевский В. П. 
Измерение длины 

Мякишев Г. Я. 

Принцип Ферма и законы гео- 
метрической оптнки 


языке 


Н. В.. Прохо- 


Почему устойчив — велосипед 
Розенфельд Б.А. 
Откуда пронзошли названия 
звезд и созвездий 
Слободецкий И. Ш. 
Сухое  тренне 
Слободецкий И. Ш. 


О форме дождевой капли 
Смородннский Я. А. 
Рассказ о. кванте 
Смородннский Я. А., 
Сурков Е. А. 

Геометрия столкновений 
Смородинский Я.А. 
Идеальный газ 
Смородинский Я. А. 

О периоде обращения спутников 
Франк-Каменец- 


кий Д.А. 

Электрическое сопротивле- 
нне — квантовое — явление 
Шарвин Ю. В. | 
Закон сохранения — магнитно- 


го потока 
#2 


*. 
$ 
#2 


№ 12 


№10 


= 
&л = 


№9 


№6 


Эйнштейн А. 
Элементарная теория 
и волн. на воде 


полета 


Статьн по математике 


Андреев Е.М. 
Невпнсываемые многогран- 
нНки 
Башмаков М. И. 
Паросочетания и  траиспорт- 
ные сети 
Березин В.Н., 
лянский М.Л. 
Портреты Земли 
Берколайко С. Т,, 
Каток С. Б. 
Об одном нндуктивном методе 
доказательства неравенств 
Бескнн Н. М. 
Цепные дроби 
Бескин Н. М. 
Бесконечные цепные дроби 
Бескнн Н, М. 
Изображенне пространственных 
фигур 
Болтянский В.Г., Ро- 
зов Н.Х. 
Ленинская теория познания н 
математические понятия 
Бронштейн И.Н. 
Эллипс 
Варпаховский Ф. Л, 
Колмогоров Л.Н. 
О решенин десятой проблемы 
Гильберта 

Н.Б., Гу- 


Смо- 


Васильев 
тенмахер В. Л. 

Кривые дракона 
Васильев Н. Б. 
Метрические пространства 
Виленкин . Я. 
Тайны бесконечности 
Гинднкиин С. Г. 
Рассмотрим бесконечную де- 
сятичную дробь... 

Гутер Р.С. 

Что умеют машины 
Колмогоров А.Н. 

Что такое функция 
Колмогоров А. Н. 

Что такое график функция 
Колмогоров А. 
Паркеты из правильных миого- 
угольников 

Леонидов Ф. Л. 

Что можно добавить к назва- 
нию нашего журнала? 
Лишевскни В. П. 
Цлоский мир *Хинтона 
Николаев Е. Г. 

Случай с методом  математи- 
ческой индукции 

Разбор «Случая с методом ма- 
тематической индукции» 
Розенфельд Б.А. 
Откуда произошли названия гео- 
метрических фигур? 


КузпЕглеЕг.го 


№ 8 


№4 


№7 


№ 12 


№3 


№2 
№ 4 


№7 
№ 12 


№1 


Розенфельд Б.А. 
Почему мы так говорнм? 
Савин А.П. 
Максимум, Минимум и 
рема о средних 

Савин А.П: 
Цилиндрические шахматы 
У нас в гостях журнал «Мате- 
матика» 

Чимев К 

О двух действиях с 
тельными числами 
Фукс Д.Б.. Фукс М.Б. 
Арифметнка биномиальных 
коэффициентов 

Шашки Э. Ласкера 

Яглом И.М, 

Системы счисления 


тео- 


действн- 


Математический кружок 


Башмаков М.И. 
Геометрические неравенства 
Бендукндзе ^А.Д., Су 


лаквелидзе А. К. 
Вычисление сумм 
Внленкнн А.Н. 


Сокращение алгебранческих 
дробей 
Егоров Л.А. 


Сравнения пс модулю и ариф- 
метнка остатков 


Лабораторня «Кванта» 
Клия М. О. 

Как вырастнть крисгалл 
Косоуров Г. НИ. 
Крнсталлы нз шариков 
Косоуров Г.И. 
Шарик вместо линзы 
Косоуров Г. И. 

Не верь глазам своим... 
Косоуров Г.И. 
Оранжевое небо 

Мини Н. А. 

Сколько полюсов \ магнита 
Хорошавин С. А. 
Как сделать электростатичес- 
кин генератор 


Задачи, решения задач 


Задатник «Кванта» 

Ранения задач задачника 
«Кванга» 

Задачи для 5 класса 

Задачи из конкурсного раздела 
журнала +Математика» 
Решения задач из журнала 
«Математнка» 

Тоем Л.Л. 

Решения задач вступительной 
контрольной работы 

в ЗМШ 1970 года 


Практикум абитуриента 


Баранский К.Н.. 
тинова А. В. 
Письменный экзамен по физике 


на физфаке МГУ 


Ус- 


А 
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: 
8 
= 


№ 


№ п 


№ 8 


№№ 1—1 


№№ 7—12 
е№ 5—7 


№ 8 


№ 12 


№ 6 


№ 4 


Бахвалов Куз- 
нецов Н.Н. 

О письменном экзамене на мех- 
мате МГУ в 1969 году 
Белочорский М. И. 
Телевизор — ваш помощник 
при подготовке в ВУЗ 
Гольдберг В. В. 
Вступительные экзамены по 
математике в’ Московском ин- 
ституте сталин и сплавов 1969 


н. С., 


года 

Дорофеев Г. В. 
Вступительные экзамены по 
математике на математическом 


факультете МГПИ им. 

В. И. Ленина 

Зайчиков Ю.В. 
Графикн движения 
Кузичев А.С.. Успен- 
ский В.Л. 

Гуманнтарин сдают математику 


Маргулис А.Я, Ра 
дунский Б.А. 
Геометрический смысл  нско- 


торых неравенств с двумя пе- 
сменнымн 

Маргулнс А. Я., Морд- 
кович А.Г., 'Радун- 
ский „Б.А. 


Внимание: в уравнении — па- 


раметр! 

Маргулис А, Я., Морд- 
кович А.Г.  Радун- 
скнй Б.А. 

Решая перавсиство ©  пара- 


метром... 
Маргулис Л.Я., Морд- 


кович А. Г.. Радун 
ский Б.А. 

Еще раз об уравнениях с ва. 
раметрамн 

Минц Р.Г. 

Как проверить ответ 
Мордкович Л.Г. 


Кос-что о раднкалах 
Мордкович А.Г 


Кто-то теряет, кто-то находит 
Нагасв В.А... Торж- 
ков И.Н. 


Вступительные экзамены по ма- 
тематике в Московском  ави- 
ационном институте 1969 года 
Письменный экзамен по фя- 
анкс 

Тонян В.А. 

О приемных экзаменах по мате 
матике в технических вузах 
в 1969 году 

Федин Н.Г. 

Развивайте пространственное 
воображение 


Олимпиады 
Всесоюзная заочная олимпиада 
Итоги заключительного тура 


Всесоюзной олимпнады школь- 
ников 


Куапеетесте.го 


№ 6 


№3 


№6 


№4 


№9 


№0 


№6 


№3 


№5 


№ 11 


№ И 


Климов А... Кондра- 
тьев Н., ЧерноуцанА. 
12 дней в Чехословакии 
Петраков 

14 дней в Бухаресте 


Информация 


Гастев Ю. А. 

Выдающийся результат 

Идет редакционная почта 
Колмогоров А.Н., Гу- 
сев В.А., Егоров А. А., 
Сурков Е.Л. 

Зое ети ишко- 
лы-интернаты 

Ленинградская школа-интернат 
при 

Лешковцев В.А. 
Государственные 

1969 года 
Лешковцев В.А. 
Ленинскне премни 1970 года 


премии 


ММТ (Московский  математи- 
ческий техникум) 

Орлов А.А.. Розен- 
таль А.Л. 

Вечерняя математическая 
школа 

Раббот Ж.М. 


Заочная математическая школа 


Уголок коллекционера № № 


Рецензии, библнографня 


Березнн В.Н., Смо 
лянекий М.Л. 

Серьезно Г популярно 

Все, чем занимаются математики 
Косоуров 
Познакомьтесь со 
небом 
Лешковцев В.А. 

Над чем думают физики 
Лешковцев В. А. 

Что мы знаем и чего не знаем 
о гравитации 

Розов Н.Х. 

Как решать задачу? 

Свет 

Введение в электроннку 
Смолянский М.Я. 
Учебное пособие  «Математн- 
ческий анализ» 

Хренов Л.С. 

История календаря н хроноло- 
гня 

Хрусталев А. Ф. 

Такая ли помощь нужна посту- 
пающим? 


звездным 
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№1 
№4 


№2 
№8 
№6 


№2 
№2 


№5 


№ 


№И 


Куалпеспте-ги 


Поправки 
(продолжение, см. стр. 30) 


Стр. 40, правая колонка, задача 
За) 
й 
ь 
У №. 
#=1 


Стр. 63, левая колонка, задачи 


Г9 тв: 
1е) ил {п -+ 1] х— Япх 
2 п = 
Стр. 64, левая колонка, 3 стро- 
ка сверху: 
п— 097 +1 — п" +9 


Нери {9—1 
«Квант» № 10 
Стр. 18, 16 строка снизу. (8) от- 


носится к расстоянию 


р = $ (Н.В). 

Стр. 19, 18 строка сверху:... с 

р 

Стр. 63, левая колонка, 5 строка 
сверху: если 2>—3, то 

—4 14 
а23 << 3; 

7—9 строки ри если а 
х>. |; если О<а< 1, то 


15*< (1) 


— 0, то 


УГОЛОК КОЛЛЕКЦИОНЕРА 


НАВИ Сл91А 


Александр  Стспанович 
Попов (1859—1905} — вы- 
дающийся русский Ффизнк, 
изобретатель  радно. Ему 
посвящен ряд почтовых ма- 
рок. Первые две марки .с 
сего портретами (по ‘рисунку 
художника Н. Качура), при- 
веденныена фотографин. вы- 
илн в октябре 1925 г. к 20-ле- 
тию со дня смертн ученого 
В декабре 1927 г. на одной 
яз этих марок была сделана 
нздлечатка «8 коп.». 

В 1945 г. отмечалось 50- 
летие со дня изобретения ра 
дно А. С. Поповым. В честь 
этого события была выпущена 
(нюль 1945 г.) серия из 
трех марок (рисунки ху- 
дожинка И. Дубасова). На 
двух из них Попов изобра- 
жен у изобретенного им в 


0 уе иззьре мчы роДевияигы т 
тт ния 19 < 


‚| 


Ре | (ПП 2 
[ру сссв 7 2: 





1895 г. первого в мире, ра- 
диоприсминка, а на. третьей 
воспроизведен его портрет. 

В 1949 г. ко дию радио 
(по рисункам художника И. 
Дубасова) выпускаюдся три 
марки. На двух из них А. С. 
Попов изображек на фоне 
изобретенного нм в 1895 г.ра- 
днопрнемника, а на третьей — 
ои демонстрирует адмиралу 
С. О. Макарову первую в 
мире радноустановку (рн- 
сунок по картиие художни- 
ка И. С. Сорокина). 

В 1955 г. отмечалось 60- 
летие изобретения  радиоте- 
леграфа А. С. Поповым. В 
ознаменование этого собы- 
тня были выпущены две мар- 
кн с портретами А. С. По- 
пова {по рисуикам И. Ду- 
басова). 


Две марки выпускаются 
к 100-летию со дня. рождс- 
ния А. С. Попова (одна по 
рисунку Н. Круглова, дру- 
гая по рисунку С, Невского). 
На первой из них кроме порт- 
рета А. С. Попова изображен 
эпизод спасения рыбаков в 
Балтийском море. 

На. второй марке также 
изображен портрет А. С. По- 
пова и М»хкевсказя радио- 
мачта, которая излучает ра- 
дноволны. нссущие — слово 
«МИР» из разных языках. 

Марки, посвященные 
А. С. Попову. выпускались 
не только в Советском Сою- 
зе, но и за рубежом. На фото 
приведены марки с портре- 
тамн А. С. Попова, выпу- 
щенные в Болгарин,  Че- 
хословакин и Румынии. 


Отдел ведет А. В: Алтыкис 


Куат! тесттоги 


Куаглпесте.ти 


ЦЕНА 30 коп. 


- пвантр 





